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RESUMO

Este trabalho apresenta uma breseisdo bibliografica sobre Schroedinger, sua efag
também sobre as descobertas que resultaram na tpgantica, tais como, a hipotese de
Planck do corpo negro, o efeito fotoelétrico, diedie onda-particula, principio da incerteza,
entre outros. Obtivemos a equacao Schroedingempar de operadores diferenciais, que foi
o método usado por ele. A probabilidade de encontra particula em algum lugar é dada
por |¥|?, isto é, o médulo do quadrado da funcdo de oHdA fungdo de onda descreve o
sistema fisico e € determinada atraveésglzacdo de Schroedinger. Através de um programa,
que utiliza a linguagem Fortran de computador rié&umbs a evolucdo temporal de uma
particula na presenca de um potencial quadrado.

Palavras-chave Equacédo de Schroedinger; Funcao de onda; Pratzadel



ABSTRACT

This paper provides a brief review on Schroedinther,equation and also on the findings that
led to the quantum theory, such as the hypothdsRlamck's blackbody, the photoelectric
effect, wave-particle duality, the uncertainty piple, among others. Schroedinger's equation
obtained by means of differential operators, whighs the method used by him. The
probability of finding a particle somewhere is giviey|¥|?, that is, the module of the square
of the wave functio#. In the wave function describes the physical sysé@d is determined
by the Schroedinger equation. Through a programubes the computer language Fortran to
illustrate the temporal evolution of a particletle presence of a potential square.

Keywords: Schroedinger's equation, wave function; probghili
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

O século XX iniciou-se com o nascimento da teonamngica. Um dos fundadores
dessa nova teoria foi o fisico alemao Max Plancie gxplicou a radiacdo do corpo negro
introduzindo para isto a quantizagao de energia.

Outro fendmeno que intrigava os fisicos da époaa@ afeito fotoelétrico, que veio a
ser explicado por Einstein, ap0s estender as idéidanck sobre a quantizacdo da energia.

A luz ainda era considerada uma onda, mesmo delosisrabalhos de Planck e
Einstein, até que Compton comprovou experimentaienguie ela se comportava como
particula, demonstrando seu carater dual.

Algo que exigiu muito empenho dos fisicos foi oae®Ilvimento de um modelo
atdbmico que concordasse com os resultados expedimeDepois de varias propostas, que
sempre apresentavam algum problema, Bohr desemvalvemodelo que concordava bem
com resultados experimentais e que mais tardg@ifeicoado por Sommerfeld.

Depois da luz, foi observado comportamento dual pamticulas. De Broglie foi
gquem sugeriu que a matéria, até entdo consideragdeense como particula, poderia
apresentar um carater ondulatorio.

Para aumentar a distancia entre a fisica quéntieafigica classica, Heisenberg
demonstrou que ndo se pode determinar simultané@ngeicom precisdo a posicédo e o
momentum, e nem o tempo e a energia de uma particul

A chamada nova mecanica quantica, em contraposigdeorias até o trabalho de
Sommerfeld, foi elaborada entre 1925 e 1927, ecewmdr cientistas que a desenvolveram
podemos citar Schroedinger, que desenvolveu a &qudg mecanica ondulatéria, partindo
dos postulados de de Broglie.

Os objetivos desse trabalho sdo a realizacdo de newiado bibliografica do
desenvolvimento da equacdo de Schroedinger, assmo ama pequena biografia deste
notavel cientista, e também ilustrar, fazendo usouch programa, a propagacdo de uma
particula, sujeita a um potencial determinado, dganequacéo de Schroedinger.

A metodologia empregada foi uma breve revisdo dujpfifica e uma visao

superficial do programa Fortran 90.



CAPITULO 2
INICIO DA MECANCIA QUANTICA

2.1 A Radiacéo do Corpo Negro e a Hipotese de Planc

Todo corpo emite radiacdo eletromagnética, devidteraperatura, chamada de
radiacdo térmicaA distribuicdo do espectro de radiacdo, a uma dechperatura, ocorre de
forma continua para uma larga faixa de comprimetd¢osnda\ ou frequéncias, atingindo
um maximo de intensidade. A medida que a temperaiumenta esse maximo desloca-se
para comprimentos de onda cada vez menores, corstrano na figura 2.1. Isto €, se a

temperatura do corpo aumenta, a intensidade dacéulse eleva cada vez mais.
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Fig. 2.1 — Intensidade da radiacdo do corpo negro e
funcdo do comprimento de ondA em quatro

temperaturas.

O espectro da radiacdo depende da forma e da cm@podo corpo. Contudo,
existem corpos que emitem espectros térmicos deecarniversal, isto é, dependem apenas
da temperatura. Esses corpos sdo chamadasrges negrogcapazes de absorver toda a
radiacdo incidente sobre eles). A denominacdo é an@dogia aos COrpos escuros, que



absorvem a maior parte da radiacdo eletromagnétacéiz neles incidente. (JUNIOR e
NETO, 1997).

O estudo do espectro de radiacdo do corpo negmnmidao popular entre os fisicos
do fim do século XIX. John Strutt Rayleigh (1842L29 e Sir James Jeans (1877-1946)
fizeram o célculo da densidade de energia da raolide cavidade (objeto que contém uma
cavidade ligada ao exterior por um pequeno orifjaoresultado a que chegaram estava em
desacordo com o obtido experimentalmente.

A figura 2.2 mostra a discrepancia entre os resdostaexperimentais e a fisica

classica.
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Fig. 2.2 -Comparacao entre a experiéncia

teoria classica.

Podemos ver pela figura 2.2 que para frequénaipsbdixas, a fisica classica
concorda com a experiéncia, no entanto, ao aumarftaquéncia, a previsao teorica (linha
tracejada) desvia-se para infinito. Por outro laal@xperiéncia mostra que a densidade de
energia fr) permanece finita e tendendo a zero para altgsiérecias. Esse comportamento
da previsdo teorica que ocorre para altas freqagéné chamado de “catastrofe do
ultravioleta”.

Muitos fisicos dedicavam-se a solucionar esse enah) sem éxito. Até que, em 14
de dezembro de 1900, o fisico Max Karl Ernest Lgd®ianck (1858-1947) apresentou a
Sociedade Alemad de Fisica seu trabalho sobre é&wliap corpo negro. Essa data é
considerada como sendo a do nascimento da fisi@atiga. Para conseguir solucionar o

problema, Planck considerou a energia total coma guantidade composta de partes iguais,
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discretas e finitas e ndo como uma quantidade ragmitomo se pensava classicamente
chamou essas partes iguais de “elementos de ehergie a energia total era um ttiplo
inteiro dessas quantidades. Planck supds que &ai@nE e a frequénciav fossem
proporcionais:

E =hv (2.1)
ondeh é uma constante de proporcionalidade que ficouamda comcconstante de Planck

cujo valor foi obtido posteriormenth = 6,6261 - 10734] - s.

Fig. 2.3 - Max Planck

Planck declarou que a introducdo da quantizacdcertagia foi “um ato d

desespero”, dizendo:

era uma hipétese puramente formal, e néo lhe deianaténcéo, adotan-a porque
era preciso, a qualquer pregco, encontrar uma eqd@ teodric
(NUSSENZVEIG,1998, P. 24

Desta forma, Plancdeu inicio a mecéanica quantjoa ganhou o PrémiNobel de
1918.

2.2 O Efeito Fotoelétrico

O efeito fotoelétrico consiste na emissédo cétrons de uma superficmetalica
quando sobreele incide um feixe de |, esses elétrons liberados sdo chamado
fotoelétrons A primeira observacdo desse fenémeno foi feite hpeinrich Rudolf Hertz
(185741894) em 1887 enquanto realizava experiéncias iguam : confirmar a existéncia ¢



11

ondas eletromagnéticas e a teoria de Maxwell (1&¥B) sobre propagagdo de luz.
(EISBERG e RESNICK, 1979).

_ Luz
mcidente

Fig. 2.4 — Representacdo de um aparelho usado para

estudar o efeito fotoelétrico.

Posteriormente foram realizadas pesquisas sobientaineno, principalmente por P.
Lenard (1899), que mostraram muitas caracteristjuasa fisica classica ndo explicava, entre
elas, o fato de que quando a intensidade da luem@ava, ndo ocorria 0 aumento da energia
cinéticaK, mas apenas o crescimento do nimero de elétroarscados. A fig. 2.5 indica a
correntei em funcéo da voltageM para dois valores da intensidade da luz incidsolbee o

catodo C do aparelho da figura 2.4.

intensidade alta
It | e

I, intensidade baixa

_‘nr-"l:: 1;".:"

Fig. 2.5 - Gréfico da corrente i &mc¢éo da voltagem V.

Analisando o grafico da figura 2.5, vemos que, amentar a intensidade da luz
incidente del, paral, ocorre apenas 0 crescimento da intensidade iéistto nUmero de
fotoelétrons arrancados. Quantopmtencial limiteou de corte ¥, permanece 0 mesmo, pois
€ independente da intensidade da luz. Quando anterfotoelétrica chega a zero, significa
que opotencial limite \ foi atingido. Para medir a energia cinétiGas, basta multiplicar a

diferenca de potencid pela carga do elétra) assim, temos:
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Knsx = €V (2.2)

Foi em 1905 que Albert Einstein (1879-1955), trabatlo em um escritério de
patentes em Berna na Suica, estendeu as idéidardi Bobre quantizacdo. Einstein propés
que a luz é constituida por particulas, ou quaetdud, isto €, “que a energia radiante esta
quantizada em pacotes concentrados, que mais Vv@edEn a ser chamados de fotons”
(EISBERG e RESNICK, 1979, p. 54). A expressao fdmnproposta por Gilbert Newton

Lewis em 1926, em um de seus trabalhos.

Fig. 2.6 - Albert Einstein

Para explicar o efeito fotoelétrico, Einstein retmma expressao usada por Planck

(equacao 2.1) e sup6s que a energia do fotonedatdonada com sua freqiiénoia

Imaginou também que a energia do féton é totalmeatsferida para a um elétron.
Com isso, ao ser ejetado da superficie metalidatme passa a ter energia cinética igual a
K=hv—w (2.3)
em quehv é a energia do foton incidenteveo trabalho para remover o elétron da superficie
metalica. Se ndo ocorrer nenhuma perda de energigfron vai ejetar com energia cinética
maxima. Sendo assim, temos:
Kpae = hv —wy (2.4)
ondew, é uma caracteristica do material utilizado chanaacao trabalho
Com essas idéias Einstein foi capaz de explicarcascteristicas do efeito

fotoelétrico. Sao elas:

1) A energia cinética maxima depende da frequénciagd@ da intensidade da luz
incidente. O aumento da intensidade da luz apemagraa, na mesma proporcao, o

numero de fétons e a corrente fotoelétrica.
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2) Fazendo-seX,, s, igual a zero explica-se a existéncia do limiarfidgliénciav,,
abaixo do qual o efeito fotoelétrico ndo ocorre.

3) Nenhum atraso é detectado entre o instante deému@ da luz e 0 momento da
ejecao do fotoelétron, porque pelo menos um fétolga a superficie do metal e
acaba sendo absorvido instantaneamente por algunmoat

As previsdes de Einstein foram confirmadas por Rollikan (1868-1953) em
1915 através da realizacdo de experimentos. Pertesialho, Einstein recebeu o Prémio
Nobel em 1921.

2.3 O Efeito Compton

A propriedade corpuscular da luz foi confirmadalf3 por Arthur Holly Compton
(1892--1962) atraves de experiéncias. Para issoplervou o espalhamento de raios X de
comprimento de onda quando os mesmos incidiam sobre um alvo de gr&fgee mesmo
alvo espalhou os raios em varias direcdes, entdop@m mediu os comprimentos de onda

espalhados observando a reflexdo de Braggristal.

Fig. 2.7 - Arthur Compton

Os resultados dos experimentos indicaram que, embdieixe incidente tivesse
apenas um unico comprimento de oida espectro de raios X espalhados tinha duasslinha

uma de mesmo comprimento de onda que a radiacéeine e a outra}’, de comprimento

! EISBERG, Robert; RESNICK, Robefisica Quantica: Atomos, Moléculas, Sélidos, Nucleos e Particulas.
Rio de Janeiro: Editora Campus, 1979, p. 90.
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de onda maior, ondet = A’ — 1 é chamadaeslocamento Comptavaria com o angulo de
espalhamento.
A figura 2.8 representa um esquema da experiéaalezada por Compton.

J-_ e Faio
EHH=

) aho

<)

Fig. 2.8 - Esquema da experiéncia de Compton

Para entender a presenca do comprimento de @hda preciso ter uma visédo
corpuscular do espalhamento, ja que nao pode pbcako como um fenémeno ondulatério.

Compton explicou seus resultados postulando queaios X sao formados por
fétons, cada um com enerdia= hv, colidindo com os elétrons livres do alvo, e tamlmue
a energia e 0 momentum linear sdo conservados lis@ia@oCompton considera os fotons
como particulas que séo espalhadas. (EISBERG e RESN979).

Utilizando equacdes relativisticas, Compton desareva equagdo para o

espalhamento:
A =1 —2=21.(1 - cosb) (2.5)
onde o comprimento de onda Compton do elétrorié dar
Ao = o (2.6)
mgyC

Observando a equacao 2.5, podemos perceber queéaeaeado deslocamento Comptoh

depende apenas do angétlo

Pela descoberta do espalhamento de raios X, Cometatbeu o Prémio Nobel de
1927.

2.4 Espectros Atdmicos

Em 1859 Gustav Kirchhoff (1824-1887) e Robert BungE811-1899) deduziram a
partir de suas experiéncias que cada elemento éntigs espectrais que sdo caracteristicas

exclusivas desse elemento.
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O espectro mais simples é observado no hidrog&bamieo, aparecendo na regido

do visivel e estendo-se até o ultravioleta.

Visivel .
n=3 5 - H
H H HI H (|||l Espectro
g ' ‘ , ‘ continuo
_ 2 " | | | | ‘ |l |
A =65628A 4861,3 43405 4101,7 3645,6 (limite de
Vermelho Azul Violeta Ultravioleta convergéencia)

Fig. 2.9 — Espectro do hidrogénio

O primeiro a medir o comprimento de onda do espet¢ hidrogénio foi Julius
Plucker (1801-1868) em 1859, porém, foi Angstrom 60, quem conseguiu medir com
exatiddo as quatro raias visiveis do hidrogéniG@IESITIFIC AMERICAN BRASIL, 2006).
Em 1885, Johann Balmer (1825-1898) formulou umaaefio empirica que descreveu o
comprimento de onda dessas quatro raias:
Lok, (i _ i) 2.7)
A 22 n?
A série de linha dada por esta equacao € chamaskridede BalmerOnden pode
ter valores inteiros 3, 4, 5,..Rg € denominadaonstante de Rydbegpara o hidrogénio, cujo
valor éRy = 10967757,6 + 1,2 m~1. Posteriormente foram encontras as séries de Lyman

Paschem, Bracket e Pfund.

2.5 Modelos atbmicos
2.5.1 O Modelo de Thomson

J. J. Thomson (1856-1940), o descobridor do elégahia que um atomo contém
elétrons, é eletricamente neutro e que sua massat@ maior que a do elétron, o que dava a
entender que a maior parte da massa do atomo esaveiada a carga positiva. Entdo, por

volta de 1910, ele prop6s um modelo sobre a estratdmica.
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Fig. 2.10 - J. J. Thomson

Neste modelo, os elétrons estariam dentro de ustabdiicdo uniforme de carg
positiva & formato esféri¢, ou seja, os elétrons estariam dentro de uma nuwerrad)e

positiva. Este modelo é conhecido também como fput# passas

Fig. 2.11 - Representacdo do
modelo de Thomson

O modelo de Thomson néaconcordava quantitativamentcom oS espectros
observadogxperimentalmen. A demonstracdo daadequacéo desse modelo foi obtida
Rutherfordque realizou um experimenfazendo particulag passarem por uma fina folha
ouro, algumas particulas desviavam e outras retornavetroéspalhament. Ele mostrou
gue uma carga positiva estava concentrada em gid neuito pequena (o ndcleo) no «o
do atomo(EISBERG e RESNICK, 197¢
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2.5.2 O Modelo de Rutherford

Ernest Rutherford (1871-1937) e seus assistentalizaram experiéncias para
estudar o efeito do espalhamento de partieul@somos de hélio com dois elétrons retirados)

em finissimas folhas de metal.

Fig. 2.12 — Ernest Rutherford

Em uma dessas experiéncias um de seus assistéatesnes Wilhelm Geiger
(1882-1945) observou-se que algumas particulase espalhavam para tras, ou seja,
retroespalhavam. Para explicar esse acontecimBuatbgerford considerou que toda a carga
positiva e massa do atomo estariam concentradasreregido muito pequena, ou seja, no

nacleo. O modelo atémico proposto era semelhanséstema solar.

i

TR

t'l..l:“l;.i-"f -__\1.. rlﬁ(-".l-_l___..---ll'l"" ; ‘
Aol L4 Elétron
a5 ; 'I".'. / f.'/'
L . . A

R S

Fig. 2.13 — Modelo do atomo de Rutherford

Nesse modelo, o ndcleo possui carga positiva engr@gese no centro do atomo,
enguanto os elétrons circulam ao redor desse naelgimalizando a carga positiva. Contudo,
surgem questbes a respeito da estabilidade dessmo.4tDe acordo com a teoria
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eletromagnética classica, os elétrons orbitandéoenmo do nacleo emitem radiagdo, e, assim,
perdem energia fazendo com que o elétron movaeggasivamente em espiral até colidir
com o nucleo.

Para solucionar esse problema, Niels Bohr formulaunnovo modelo atdémico.

2.5.3 O Modelo de Bohr

Em 1912, Niels Henrik David Bohr (1885-1962) paadaabalhar no laboratério de
Rutherford. Diante do problema da estabilidade woné e com o intuito de superar as
dificuldades encontradas pelo modelo de RutherfBahr propée, em 1913, um modelo

simples da estrutura atbmica para o &tomo de Hadiog

Fig. 2.14 — Niels Bohr

Para isso, Bohr adotou as idéias de Planck e iirstbre a quantizacdo de energia.
Deste modo, postulou o seguinte:
1) Os elétrons s6 podem movimentar-se ao redor deawh Orbitas circulares e
estacionarias (ndo-radiante).
2) Os elétrons s6 se movimentam em uma Orbita emsquemomento angular
orbital L € um multiplo inteiro dé (h/2m).
3) Um &tomo s6 irradia quando passa de um estadoi@sido de energid;,

maior, para outro de enerdtg menor.
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Crescimento
n=3 energético das orbitas
4

Fig. 2.15 — Modelo do atomo de Bohr

O modelo atbmico desenvolvido por Bohr teve éxitois concordava com varios
dados obtidos para o espectro de hidrogénio ecaxalia série de Balmer, além de deduzir
constantes para o raio do atomo.

Bohr recebeu em 1922 o Prémio Nobel pela invesimaspbre a estrutura dos
atomos e suas radiagoes.

Posteriormente, Sommerfeld incluiu Orbitas elifgina atomo de Bohr.

2.5.4 O Modelo de Sommerfeld

Embora concordasse com as experiéncias, o model@ate tinha algumas
limitacdes. Por exemplo, ndo explicava os espedi@s atomos mais complexos, nem
fornecia informacdes sobre as intensidades daadiekpectrais e a divisdo de certas raias.
Diante disso, Arnold Johannes Wilhelm SommerfeB68:1951) na tentativa de explicar as
estruturas finaglo espectro do hidrogénio, ou seja, a separagatiniies espectrais propos,
em 1916, um modelo em que o0s elétrons moviam-sérieitas elipticas, figura 2.16.

Ele também introduziu, no modelo de Bohr, a teddarelatividade e quantizou o
movimento do elétron. Inicialmente, Sommerfeld glla os semi-eixos maior e menor das
possiveis Orbitas elipticas, que introduzem a naghtorma e tamanho, calculou também a
energia total do elétron nessa Orbita. Assim aaifboi caracterizada pelos nimeros inteimos
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e ny, onden é chamadmumero quantico principat ny € chamadmumero quantico azimutal
Os trés primeiros valores para o numero quanticwipal estdo representados na figura 2.16.
1ng—=2

nng

n=]®

n=3

Fig. 2.16 — Orbitas elipticasBtdr-Sommerfeld

Quando o movimento do elétron é tratado por métatbbsnecanica classica, a
energia total do elétron em cada o6rbita dependeaapdo numero quantico principal
Sommerfeld mostrou que se todas as 6rbitas possoemesmo valor de, essas Orbitas séo
chamadagdegeneradgsisto é, todas tém a mesma energia total. Contadoestudar o
movimento do elétron considerando as corre¢Oesasfefiela teoria da relatividade,
Sommerfeld demonstrou que a energia passa a depdyslaimeros quanticose ny, 0 que

produziria a separacao das linhas espectrais.

Fig. 2.17 — Arnold Sommerfeld
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2.6 Louis de Broglie e a Dualidade Onda-Particula

O proximo passo da teoria atbmica foi dado em J#28 fisico francés Louis Victor

Pierre Raymond de Broglie (1892-1987), que estaspgrando sua tese de doutorado.

Fig. 2.18 — Louis de Broglie

Apoiado na teoria da relatividade, ele postulou cmematéria teria um
comportamento dual, isto é, assim como as ondasmlaggnéticas, as particulas poderiam ter
um comportamento ondulatorio ou um comportamentpatculas, conforme a situacao. A
idéia de de Broglie partiu do fato que os Unica®fieenos em que se introduziam numeros
inteiros para a determinagdo do movimento estagmdas elétrons eram os de interferéncia
e os dos modos normais de vibracdo. Diante dissoBrdglie sugeriu que os elétrons
poderiam comportar-se também como ondas.

De maneira analoga a radiacdo, de Broglie relaciar® aspectos ondulatorios e

corpusculares da matéria, ou seja, postulou qumemiakE esta relacionada a freqliiénoida

onda pela equacéo 2.1 de modo que

E
L= ﬁ (28)
e que o0 momentum se relaciona com o comprimento de oageela equacao
h
p=7 (2.9)

ondep = mv, sendan ev, a massa e a velocidade da particula, respectitame
Observando as equacdes 2.8 e 2.9 fica evidentpla datureza da matéria, em que

cada equacdo contém um conceito corpuscilag §) e um conceito ondulatoriol (e v).
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Assim, de Broglie postulou a equacdo chamadaoseprimento de onda de de Brogta

particula:

h h
2,:5:% (210)

A natureza ondulatoria da matéria foi confirmada 827 por Clinton Joseph
Davisson (1881-1958) e Lester Halbert Germer (1B9Bt) nos Estados Unidos e George
Paget Thomson (1892-1975) na Escoécia. Eles denaoastr experimentalmente que o0s
elétrons sofriam efeitos de difracdo quando inad&obre um solido cristalino. Ao medir
esses efeitos foi possivel comprovar a relacdoedBrdglie entre comprimento de onda e
velocidade de movimento dos elétrons. (EISBERG &MEK, 1979), (SCIENTIFIC
AMERICAN BRASIL, 2006, i 13).

Em 1929, Louis de Broglie foi contemplado com onflceNobel pela descoberta da

natureza ondulatoria dos elétrons.

2.7 O Principio da Incerteza de Heisenberg

Na fisica classica podemos determinar de formacaraente exata o estado de uma
particula se soubermos sua posicao e seu momeduwiseja, € possivel medir com bastante
precisao as grandezas, o que limita essa preciadacaracia do equipamento utilizado para
as medicoes.

No entanto, para a fisica quantica ndo é possieglirntom precisdo posicao e
momentum. SO o fato de observar um sistema ja iéiente para causar perturbacoes,
resultando em imprecisbes ou incertezas, devidasatmode que interagimos com esse
sistema.

Em 1927, Werner Karl Heisenberg (1901-1976) demmousd impossibilidade de se
determinar simultaneamente e com preciséo o valanta componente do momentpme a
sua coordenada associadgara uma particula. Isto €, se uma medida foa fedim uma
precisdoAx e seu momentum com uma precisie,, significa que o produto das duas
incertezas Ap,Ax) ndo podera ser menor qiag¢2. Assim, temos o chamadwincipio da

incertezade Heisenberg:

h
Apxdx 2 5 (2.11)

ondeh = h/2m, sendoh a constante de Planck.
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Observe que se uma incerteza diminui a outra a@menimesma propor¢gédo. Como
ndo é possivel determinar precisamente o compontanfaturo de um sistema, podemos
apenas informar a respeito da probabilidade deso@éncia.

O principio da incerteza também se aplica a medal&@nergisE de um sistema.
Nesse caso, a incerteA® esta relacionada com o intervalo de temgodurante o qual

ocorrem as mudancgas no sistema. Neste caso,

h
AEAL 2 - (2.12)

Heisenberg recebeu o Prémio Nobel em 1932, basitanp®r seus trabalhos de
1925 a 1927.

Fig. 2.19 — Werner Heisenberg
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CAPITULO 3
A EQUACAO DE SCHROEDINGER

3.1 Breve Biografia de Schroedinger

Erwin Rudolf Josef Alexander Schroedinger nasceul@nde agosto de 1887 em
Viena, Austria. Era o Gnico filho de Rudolf Schisger e Georgine Emilia Brenda. Quando
crianca, Erwin aprendeu a falar aleméo e inglése&@® mesmo tempo, pois sua méae tinha

pai austriaco e mae inglesa.

£

Fig. 3.1 — Erwin Schroedinger

Erwin foi educado em casa por um tutor, pois sudlia tinha uma vida confortavel.
Somente no final de 1898 passou a frequentar daeddmdemisches Gymnasium. Tinha
gosto por disciplinas cientificas, como matematidésica, mas também apreciava gramatica
e poesia.

De 1906 a 1910 estudou na Universidade de Vierde ¢m bastante influenciado
pelo seu professor de fisica, Fritz Hasendhrl (1B¥5). Em 1910 obtém o titulo de doutor
com a teseéSobre a conducdo de eletricidade na superficie siéantes no ar umidoe
também publica seu primeiro artigo cientifico apet® do mesmo tema. A partir de 1911
passa a trabalhar como assistente de Franz Sekafirer (1849-1926), em fisica

experimental. Em 1914 é aprovado como livre docddteante a Primeira Guerra Mundial,
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Erwin serviu como oficial de artilharia, e mesmortiggpando das atividades militares
continuou publicando seus trabalhos.

Apos o fim da guerra, o fisico iniciou sua carr@icadémica e a vida ndmade. Ficou
noivo de Annemarie Bertel em 1919, mas como n&watiom bom emprego ndo poderia
sustentar um lar.

Foi oferecido a Erwin um contrato de professor @ssi® na Universidade de Viena,
mas nado era o0 bastante para suas necessidadesg@ansm cargo melhor como assistente
de Max Wien em Jena, e logo em seguida, em abill9@€, casou-se com Annemarie. Em
busca de melhores salarios e posi¢fes, muda-seSpattgart, onde se tornou professor
extraordindrio. No ano seguinte vai para a Unidadé de Breslau, na Poldnia, atuar como
professor titular. No final de 1921 é contratadmogorofessor ordinario para substituir Max
von Laue (1879-1960) na Universidade de Zuriquesuiga, onde permaneceu por 6 anos.

O periodo em que permaneceu em Zurique foi o mauivo de sua carreira, pois
esteve ativamente envolvido com uma variedade madede fisica teorica, e foi quando
passou a se interessar pela teoria quantica. Tanfie®rgrandes amigos, entre eles estao
Hermann Weyl e Peter Debye.

Foi através de um artigo publicado por Einstein 2985, no qual ele chamava a
atencédo para o trabalho de Louis de Broglie, guardgdinger tomou conhecimento das
idéias de de Broglie.

Em novembro de 1925, Schroedinger escreveu algoaréss nas quais se mostrou
interessado pelas idéias do fisico francés. Em wessas cartas, escrita para Einstein, ele diz
gue leu com grande interesse a engenhosa tesaugedeoBroglie. Em outra carta, comentou
a Alfred Landé (1888-1976) que a tese é extraordimente estimulante, mas que algumas
coisas séo dificeis de engolir.

A pedido de Peter Debye, Schroedinger apresentosemmario sobre as idéias de
de Broglie, no qual enfatizou a andlise do &tomohidtogénio utilizando a concepcao
ondulatoria de de Broglie.

Durante o periodo de dezembro de 1925 a janeir@9@®&, Erwin Schroedinger
desenvolveu a mecanica ondulatéria enquanto padsaas no hotel Villa Herwing em
Arosa, nos Alpes suicos, em companhia de uma antstonhecida. Schroedinger teve
muitas amantes, com o0 consentimento de sua esptsanesma mantinha uma relacao
amorosa com o amigo do marido, Hermann Weyl.

No primeiro semestre de 1926, Schroedinger apr@senta descoberta, ou seja, 0

desenvolvimento de uma equacéo de onda.
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Em 1927, Schroedinger mudou-se para Berlim parstisuip Mas Planck que estava
se aposentando. Este foi um periodo de grandeladeicientifica na Alemanha, com muitos
debates sobre a interpretacéo da teoria quantica.

Com a ascensdo de Hitler ao poder, em 1933, Schgerddecidiu deixar a
Alemanha por ndo aceitar o nazismo. Em novembrom#gsmo ano mudou-se para a
Inglaterra, onde conseguiu uma colocacao na Undate de Oxford.

Nesse periodo, Erwin tinha uma amante, chamadeae Hide era esposa de seu
assistente, Arthur March. Hilde ficou gravida deni®edinger, e em 30 de maio de 1934
nasceu sua filha, chamada Ruth Georgie Erica.

Pouco tempo depois de chegar a Oxford foi informddoque ele e Paul Dirac
haviam sido contemplados com o Prémio Nobel, peteiavolvimento da mecanica quantica.
Em 1934 foi convidado para apresentar uma palestidniversidade de Princeton, onde Ihe
ofereceram uma posi¢cdo permanente, mas ndo acEinol936 Schroedinger recebeu uma
oferta da Universidade de Graz, na Austria, quéace

Com a ocupacdo da Austria em 1938, Erwin se viuuema situacdo dificil, pois
havia abandonado a Alemanha em 1933. A Universidbdesraz passou a se chamar
Universidade Adolf Hitler, e o novo reitor nazisteonselhou Schroedinger a declarar apoio
aos nazistas. Ele concordou com a sugestdo e gordeeuma carta enviada ao conselho
universitario, dizia estar errado em 1933 e quavesarrependido pelo que fez.

Posteriormente ele escreveu uma carta para Einstelicando que declarou apoio
aos nazistas porque queria permanecer livre e oderip fazer sem grande duplicidade.

Schroedinger foi considerado politicamente inseg@oacabou demitido da
universidade. Foi aconselhado a procurar empregoramindUstria e proibido de deixar o
pais, mas fugiu para a Italia com sua esposa Ammenfaonseguiu uma posicdo como
pesquisador visitante em Oxford e depois na Unidede de Gent. No segundo semestre de
1939 Schroedinger muda-se para a Irlanda, onde-8®mo primeiro diretor da Escola de
Fisica Tedrica do recém-criado Instituto de Estulencados em Dublin. Permaneceu nesse
cargo até sua aposentadoria em 1956, sempre puldicatigos e escrevendo livros. O livro
O que é a vida?escrito em 1944, foi um dos mais importanteseNgiwin fala sobre o
conceito de codigo genético.

No periodo em que esteve em Dublin naturalizoutaedés e teve mais duas filhas
com diferentes mulheres irlandesas.

ApOs sua aposentadoria, retornou para Viena, €960, escreveu seu ultimo livro

Meu ponto de vista sobre o mundo (Meine Weltansipghblicado postumamente.
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Faleceu em Viena, no dia 4 de janeiro de 1961,ubertulose. Antes de morrer
pediu a sua esposa, Annemarie, que levasse seu gar@ ser enterrado em Alpbach, Tirol,

na Austria, um local onde ele gostava de passear.

3.2 Equacéo de Schroedinger Dependente do Tempo

As relagbes de de Broglie implicam que a freqUémc@a onda e seu numero de

ondak = 2m/ A estdo relacionados com a energia e 0 momenturartiaypa atraves de

E =hv = hw (3.1
e
h
p=7= hk (3.2)

ondew = 2mv € a frequiéncia angular.

Para encontrar sua equagao Schroedinger utilizetadpres diferenciais. A seguir,
mostramos como podem ser obtidos esses operadore®n isso, chegar a equacao de
Schroedinger.

Considere a funcéo de onda da particula livre

Y(x,t) = cos(kx — wt) +isen(kx — wt) (3.3)
Derivando em relacaoxa temos
o¥(x,t
% = —ksen(kx — wt) + ikcos(kx — wt)
o¥(x,t
% = ik[cos(kx — wt) + isen(kx — wt)]

Comok = p/h, vale

¥(x,t) . p
“ox Cpr et
que pode ser escrito como
0
p¥(x,t) = —ih—¥(x,t) (3.4)
0x
A expressao (3.4) mostra que podemos associar centamp com o operador diferencial
0
p =—ih—

0x
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Derivando a funcdo de onda da particula livre elacé® at, encontramos uma

. ~ . . L.y O .
associacao entre a energia o operador diferenciéh e Assim, temos

o¥(x,t
E()t ) = wsen(kx — wt) — iwcos(kx — wt)
0¥ (x,t
(gt ) = —iw[cos(kx — wt) + isen(kx — wt)]
Comow = E/h, vale
0¥ (x,t) E
Fyam —LE‘P(x, t)
Escrevendo de outra forma
0
E¥Y(x,t) = ihaqf(x, t) (3.5)
Considerando a equagéo
pZ
% +V(x,t) =E (3.6)

gue relaciona a energia tolacom o momenturp e com a energia potenchx,t), podemos
substituir as grandezas dinamigag E por seus respectivos operadores diferenciais.eDess

modo obtemos

1 a\* 0
—(—ih—) V() = ihe

2m d0x at
Sendo que
(—ih)? = —h?
e
5 -GG -5
ox dx) \dx d0x?
obtemos

z2 92 0
—EE+V(JC, t) = lha (37)
A equacao 3.7, que € uma equacao para operadaresignificado quando aplicada
a uma funcado de onda(x, t). Aplicando¥ (x, t) nesta equacéo, obtemos

h? 92¥(x,t) 0¥ (x,t)

m T 9x2 +V(x, t)¥(x,t) =ih 5% (3.8)
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que é a equacdo encontrada por Schroedinger e92fe el 1926, e ficou conhecida como
equacao de Schroedinger dependente do tempo qulesimente, equacéo de Schroedinger.

Portanto, postular as associacdes

d 0
pH—iha eEHiha (39)

€ 0 mesmo que postular a equacao de Schroedirgareguacao € valida quando aplicada a
particulas ndo-relativisticas. Isto se deve ao fi@sta equacgédo ter sido formulada para ser
consistente com a equacao 3.6, a equacdo da eckgsica. Em 1928, Dirac desenvolveu
uma teoria relativistica para a mecanica quantiasgual utilizou os mesmos postulados que
0s usados por Schroedinger ao desenvolver sua.tédoréoria de Dirac ndo € o objetivo deste
trabalho, portanto ndo sera abordada aqui.

3.3 Interpretacdo da Funcao de Onda

A presenca do numero compleixona equacéo de Schroedinger indica que as funcdes
de onda que séo solucdes serdo complexas. Sesdu, &sa claro que as funcbes de onda
nao podem ser uma quantidade fisica mensuravel

A interpretacdo probabilistica da funcdo de ondgpéstulada em 1926 por Max
Born (1882-1970), e diz o seguinte

Se, no instantg é feita uma medida da localizacdo da particldac@ada a funcéo
de onda¥ (x,t), entdo a probabilidade(x,t)dxde que a particula seja encontrada
em uma coordenada entkee x+dx é igual a¥*(x,t)¥(x,t)dx (EISBERG e
RESNICK, 1979, P. 183)

Em outras palavras, o postulado enuncia a prodal# de encontrar uma particula
em algum ponto do espaco. Isso significa que orqdaddo modulo da funcdo complexa
representa a densidade de probabilida@et), ou seja,

[P (x,t)|? = P(x,t) = P*(x,t)¥(x,t) (3.10)
onde?*(x,t) é o complexo conjugado d&(x,t), e a densidade de probabilidade é sempre
real e positiva.

A curva solida, ilustrada na figura 3.2, representiensidade de probabilidade P(x)

prevista pela mecéanica quantica.
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P(x)

e

\ P(x)

SR Elc - O V2E/C

Fig. 3.2 -Densidade de probabilidade da mecanica quantieagasciladc

harmonico simples.

A probabilidade de a particula ser localizada ertex+dx € Pdx A mecanica
guantica prevé que a maior probabilidade de enaoatparticula em um elemertdr esta no
ponto de equilibrio, ou seja, em=0, fora desse ponto as chances diminuem
significativamente.

Para determinar a probabilidade total de encoatparticula em algum lugar do eixo

X, a probabilidade deve ser igual a um, para quaticpla exista, isto é,

dex = fllf*(x, O¥(x,t)dx =1 (3.11)

que € a condicdo de normalizacao da funcao de onda.

3.4 Valores Esperados

Nesta secdo vamos mostrar como obter informacodsiri@io de onda, sobre a
posicdo, 0 momentum, a energia e as outras grasdpea caracterizam o movimento da
particula.

Fazendo a medida da posicéo da particula umadriezes para 0 mesmo valor de
tempo, resultaria em uma variedade de valores wides. A média desses valores pode ser
usada para especificar o valor esperado. Portgn&dguer valor observado pode ser definido

por meio de uma média ou valor esperado.
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Para obter o valor esperado das grandezas fisseaseua condi¢cdo de normalizacao,
eg. (3.11). Dessa maneira, 0 valor esperadoxyaera

o)

X = ij(x,t)dx (3.12)

Utilizando a equacédo (3.11) para obter a densidderobabilidade, a equacao
(3.12) fica

[ee)

x = qu*(x,t)xllf(x,t)dx (3.13)

— 00

Podemos calcular o valor esperado de qualquer dutke® da mesma forma que foi

feita na equacéao (3.13). Ou seja,

[oe)

x2 = qu*(x,t)lelf(x,t)dx (3.14)

—00

[ee)

fx) = f Y (x, t) f ()P (x, t)dx (3.15)

— 00

A energia potenciaV(x,t)também pode ser escrita como
V(x,t) = J- P (x, )V (x, t)¥ (x, t)dx (3.16)

pois as medidas realizadas para caldd(as, t) utilizam um mesmo valor de

O valor esperado do momerni@ de energia tot& sdo dados por

[oe)

p= fq’*(x,t)p‘lf(x,t)dx (3.17)

—00

E = j‘P*(x,t)ElP(x,t)dx (3.18)

No entanto, o principio da incerteza de Heisentadiigna que ndo é possivel
conhecep e x simultaneamente, sendo, asgimao pode ser escrito como fungaode
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Como na teoria de Schroedinger a grandeza ffsie& tem uma correspondéncia

com os operadores diferenciais da equacéo 3.guas@es (3.17) e (3.18), tornam-se

b= jo‘z”*(x,t) (—ih%) W(x, t)dx (3.19)
e £
E= jo W (x, £) (ih%)l}’(x,t)dx (3.20)

3.5 Equacao de Schroedinger Independente do Tempo

A teoria quantica de Schroedinger € baseada em aquacdo diferencial cuja
solugédo determina a dependéncia espacial e temgardlncdo de onda que governa o
movimento de uma particula.

No caso em que a energia potentlaldo depende do tempo, por exemplo, quando
uma funcdo de onda da particula corresponde a ndeestacionaria, o potencial € somente
funcéo da varidvel. Sendo, assim, a equacao de Schroedinger podseséa como

h? 9%2¥(x,t) 0¥ (x,t)
Tam aw YD =T

Podemos separar a dependénciaxaeta dependéncia emescrevendo a funcao de

(3.21)

onda como produto de duas funcbes, cada funcdo damgio de uma das variaveis

independentes, ou seja, supondo uma solucao due deseguinte forma:

Y (x,t) =)0 (3.22)
Substituindo a equacao (3.22) na equacéo (3.21)
h? 9%P(x)p(t) L 0Y()e(t)
—oe g TVOYP@e () =ih—————
Contudo, devemos mudar a notacao
0% P(x)p(t) ©® d*P(x)
dx? - ¢ dx?
e
o)) de(t)
ot =) dt

Assim temos
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h2 2
0L v = inpen o

Rearranjando os termos da expressao acima

h? d*y(x)
[_% dx?

+V()yP&)

<p(t)=[ "’()]w()

Dividindo ambos os lados pgr(x)¢@(x), obtemos
h? d*(x)
Y(x)| 2m dx?

dfp(t)

+ V(x)w(x)l (3.23)

(t)[
Note que o lado esquerdo da equacao (3.23) demgredeas da varidvel enquanto que o
lado direito depende apenas da varidveétssa igualdade s6 € possivel se ambos os lados
forem iguais a uma constante de separacéo, queackianos d&5. Com isso, obtemos duas
equacgOes separadas, dadas por
h? d®P(x)

Y(x) " 2m  dx?

d<p(t)

+V()y(x )l =G (3.24)

(p(t)[ =G (3.25)

Fazendo transposi¢des na equacao (3.25)

d G
G e
d(p(t) LG

Fra @(t) (3.26)

observando a equacéo diferencial (3.26) vemos q‘uagzaow(t) tem a propriedade de sua

primeira derivada ser proporcional a propria fune&iponencial. Desse modo, vamos supor
que a solucdo desta equacao é da forma
p(t) = et (3.27)
ondea € uma constante a ser determinada.
Derivando a equacéo (3.27) podemos verificar aggolu

dp(t) . _
T e = ap(t) (3.28)

Substituindo na equacéao (3.26), obtemos

G
ap(®) = =29

fazendo

(X=—?

e substituindo na equacéo (3.27), temos
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iGt
p(t)=e (3.29)
que € a solucéo da equacéao (3.25).

Esta solugéo representa uma onda que oscila namteamp frequéncia angular dada

por

G
w=+ (3.30)

Comparando a equagao (3.30) com a equacao (3.1)
G E
h h
obtemos

G=E (3.31)

ou seja, a constante de separdgdigual a energia tot&l.

Assim, as equac0es (3.24) e (3.29) podem ser r@sscespectivamente, como

b dp(x) .
o T dx? +V(x)yY(x) = EyY(x) (3.32)
e
iEt
p(t)=e h (3.33)

A equacdo (3.32) € chamada de equacgdo de Schreedmtgpendente do tempo,
pois a variavet ndo aparece na equacao.
Entdo, nos casos onde a energia potencial ndo diemxplicitamente do tempo, a

forma da funcao de onda fica
iEt
Y(x,t) =yY(x)e n (3.34)
As fungbes)(x) sdo chamadas de autofungfes. Para serem umacsatigjtavel da
equacao de Schroedinger independente do tempaytafsirecoes)(x) e sua derivadg%

devem ser finitas, univocas e continuas.

3.6 Solugéo da Equacao de Schroedinger para um Poge Potencial Quadrado

Como, o objetivo deste trabalho é mostrar, usamd@rograma, a evolucao de uma
particula em um potencial quadrado, nos restringigea comentar sobre este potencial, nesta

secao em que buscamos uma solucédo para a EquaSébrdedinger.
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3.6.1Poco de Potencial Quadrado Finito

Os pocos de potencial finito e infinito possuem rappedade de confinar o
movimento de particulas em determinadas regidespaco.

A energia potencial nesse caso pode ser descnta co
V(x) =V, sex < —%oux > +%
V(x) =0 se—§< x < +§

A figura 3.3 representa um poco de potencial fipdéoa uma particula com energia
total E < V.

Vix)

12 () af2 x

Fig. 3.3 — Poco de potencial quadrado

As previsdes da teoria quantica podem ser obtigesta da solucdo da equacao de
Schroedinger independente do tempo, eq. (3.32).
Paral/(x) =0
Como no interior do poco de potendidlx) = 0, substituindo esse valor na equacgéo
Schroedinger independente do tempo, temos
I )
2m  dx?

De acordo com a equagdo (3.34), as solugbes dgd@maaima sag(x) e¥(x,t).

Sabemos que a equacao (3.3) € uma forma para aofue onda da particula livre.
Reescrevendo a equacéao (3.3) na forma de expohergantramos

Y(x,t) = ellkx— b (3.36)
onde

k—p— _Z 3.37
—E— em—g ( )
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séo, respectivamente, o nimero de onda angul&eqigncia angular.

Fazendo essa equacao (3.36) como um produto déattmiss, fica assim

_iEt

qj(x, t) = plkxp—iwt — Hikx g
comparando com a equacao (3.34)

Ee o iEe
PY(x)e T h =ek*e™h

obtemos
P(x) = e (3.38)
existindo uma onda se propagando no sentido cantsira funcéo de onda sera
Y(x,t) = el-kx-ob (3.39)
e sua autofuncao sera escrita como
PY(x) = e (3.40)

Podemos ver que as autofuncdes (3.39) e (3.40)sehmbes da equacdo de
Schroedinger independente do tempo papa) = 0. Portanto, a solucao geral da equacao na
regido dentro do poco é

P(x) = Aetk1* 4 Be~ikix para—- < x <+ (3.41)

2mE

ondeA e B sao constantes arbitrariage= -

A descricdo classica da particula oscilando sugeme as autofuncdes estdo se
movendo em sentidos opostos. Combinando as duasaotesA=B, resulta em uma onda

estacionaria, assim

P(x) = B(e*1*—e~tk1¥) = 2Bcosk,x = B'cosk,x (3.42)
ondeB’' = 2B. Pode-se obter também uma onda estacionaria faBzad—A. Isto &,
P(x) = A(et1¥—e~th1¥) = 2iAsenk,x = A'senk;x (3.43)

ondeAd’ = 2iA.
Como ambas as equacdes 3.42 e 3.43, sdo solucdegudedo de Schroedinger

independente do tempo para o0 mesmo valdt, dela soma
Y(x) = A'senk,;x + B'cosk,x para—% <x< +§ (3.44)
também é uma solucéo na regido dentro do poco.
ParalV (x) =V,
As solucdes para a equacédo de Schroedinger independo tempo nas duas regides

fora do poco potencial, ou seja< —% ex > +%, serdo

P(x) = CekeX 4 pe~kax parax < —% (3.45)
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P(x) = FekeX4Ge kX parax >+ (3.46)

em quek, = —“zm:)_E)
A validade das soluc¢des para qualquer valor dastaotes arbitraria€, D, F e G

podem ser verificadas substituindo-as na equacdigab

h* d*y(x)
—%7 + Vol,b(x) = El,b(x) 347)

Pode-se obter autofuncfes aceitaveis para qualguentando-se as solucdes
atribuidas a cada regido. As trés formas envohamconstantes arbitrarias, B, C,D, F e
G. para evitar que(x) — o, quandax —» —oo na equacao 3.45 deve-se assudmid e F=0.

Na figura 3.4 € mostrada os trés autovalores degienmais baixasH;, E;, E3) de
um poco de potencial quadrado para uma particmeerergia totak' < V.

Vixi

Fig. 3.4 — Poco de potencial quadrado com
trés autovalores dos estados ligados.

As fungbes de onda associadas as eneHjias; e E; tém as formas indicadas na

figurara 3.5.

E, E,

1 C U

—al? a2 —1f2

Fig. 3.5 — Trés autofung¢des do poco de potequedrado.
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3.6.2Poco de Potencial Quadrado Infinito

A figura 3.6 ilustra um poco de potencial quadradimito.

Vix)

-ai2 0 a2

Fig. 3.4 — Poco de potencial quadrado infinito.

O poco de potencial quadrado infinito € descritm@o

V(x) = o sex < —%oux > +§

V(x) =0 Se—% <x< +%

Na regido dentro do poc¢o, a solucdo geral da equéedchroedinger independente
do tempo é escrita como a equacéo 3.44

Y(x) = Asenkx + Bcoskx para—% <x< +§ (3.48)

V2mE
o

ondek =

O potencial torna-se infinito quanao< —% ex = +%, dessa maneira a equacgao de
Schroedinger (eq. 32) so6 tera sentido nessas sg@jgx) = 0.

Fazendoc = —% e aplicando na equacéao (3.48) obtemos

A ka +B ka _
sen( 7) cos( 7)—

ka ka
—Asen7 + Bcos7 =0 (3.49)
Parax = +§, temos
ka ka
sen — c0Ss— = .
A +B 0 (3.50)

2 2
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Somando as equacdes (3.49) e (3.50), obtemos

ka
236057 =0 (3.51)

Subtraindo as equacdes (3.49) e (3.50), temos
ka
2Asen— =0 (3.52)

Quando (3.51) e (3.52) séo satisfeithéy) e% serdo finitas e univocas em todos

0S pontos ey(x) sera continua em todos os pontos. Para satisEssars equacbes é

necessario assumir uma das seguintes condi¢des:

cos = =0 e A=0 (3.53)

senst =0 e B=0 (3.54)
Assim, existem dois tipos de solugdes:

Para o primeiro tipo,

Y(x) = Bcoskx onde cos =0 (3.55)
2

Para o segundo tipo,

Y(x) = Asenkx onde sen’e =0 (3.56)
2

Os valores possiveis patao primeiro tipo, na equacéo (3.55), séo

ka m 3m 57

2 27220
nm
kn=—, n=135,.. (3.57)
Os valores possiveis @igpara o segundo tipo, na equacao (3.56), sao
ka 9.3
> = w, 21, 3, ...
nm
kn=—, n=246,.. (3.58)

Em sintese, as solucdes da equacao de Schroenlidgpendente do tempo para um

poco de potencial quadrado infinito s&o

Y, (x) = B,cosk,x onde k, = — n=1,35,.. (3.59)
e
P, (x) = Apsenk,x onde k, = % n=24%6,.. (3.60)
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3.7 Programa para a Funcéo de Onda

Nesta secédo falarei brevemente e em uma linguagepies, sobre o programa
utilizado para criar a ilustracdo do pacote de endifio irei entrar em detalhes sobre o
programa Fortran 90 utilizado para compilar os iaagle nem sobre os célculos empregados,
pois 0s mesmos nao foram desenvolvidos por mimmagpéram cedidos para que fosse
criada uma ilustracdo da propagacdo de um pacotamdies. Por esse motivo o material se
encontra em ANEXO.

O programa criado, ver ANEXO B, descreve uma fungéoonda evoluindo no
tempo através de um potencial, e utiliza os métgdesse encontram no ANEXO A.

AplOs o programa fazer a compilacdo para um detadnirtempo escolhido, os
dados séo utilizados em outro programa, o OringinPara que seja criado um grafico da
funcé@o de onda. Depois de varias compilacbes parasvtempos diferentes, os graficos sédo
colocados no PowerPoint e apresentado em formalmde, fe assim, vemos a onda se

movimentando, ou melhor, evoluindo no tempo.
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CONCLUSAO

Através desse trabalho de conclusdo de curso &sipel aprender como a fisica
guantica se desenvolveu ao longo dos primeirosi2fs @o século XX. Mas ela estava
incompleta, até que a nova mecanica quantica &ioehda entre 1925 e 1927, e um dos
colaboradores foi Schroedinger, que desenvolveinlsozas suas bases. O papel de Born na
interpretacdo da equacdo de Schroedinger foi minijportante, pois ele sugeriu uma
interpretacdo probabilistica para esta equacdosépa a probabilidade de encontrar uma
particula em um determinado lugar é dada| pof.

As solucdes da equacao de Schroedinger fornecetasnaoformacdes a respeito de
uma particula, tais como, posicdo, momentum, ea@rgarias outras grandezas, o que nos da
uma idéia, mesmo que probabilistica, do comportéanenda evolucdo do movimento da

particula.
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ANEXO A — Propagacao do pacote de ondas

Transformada de Fourier

Definindo g(k) a transformada de Fourier da funi§&pe f(x) sua inversa:

_L 00 ikx
900 == j et )
e
_ 1 * —ikx
f(x) = —mf_oog(k)e dk (2)

Definindo g(k) = V2nF (=k), temos

pela equacao (1)

V2nF(=k) = \/%j_oof(x)eikxdx

1 (® .
F(k) = %f f(x)e **dx 3)
pela equacao (2)

— L 00 _ —ikx
fx) = mJ;OOVZnF( k)e "*dk
flx) = if_OO\/27TF(k)ei’"‘(—dk)

V2 Jo

fOo = f " F()e i dk @

—00

As equacbes (3) e (4) sao, respectivamente, ddrareeda e a transformada inversa
de Fourier.

Outra definicdo para a transformada de Fourier:

Adotando

ondek = 2mw, obtemos pela equacéo (1)
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H) = [ fooetmax ©)
e pela equacéo (2) -
flx) = NoT f H( w) e~ 2mOx g
fx) = NoT f _OOH((U) e2mOX (— 2mdw)
foo=| ZH(w)eiZ”wxdk ©

Em que a equacéo (5) é a transformada de Fowiegeacédo (6) € a inversa.

Definindo a funcaap(x, 0)

Seja a equagéao de Schroedinger:

h 0Y(x,t) _ h?o*Plxt)
h—— = — o= S V(@Y (x, 1) (7)
cuja solucéo € dada pela equacéo (8)
op(x,t) h? 0%P(x,t)
ot " 2mih  9x2

t5 V( )P(x, 1)

oY(x,t) ih 0%YP(x,t) i
ot “m e R/ OW&D

M) _ [ﬂﬁ_iwx)]w(x )

2m 0x?

iht 92 lt

Pl t) = ezmox 1 Py(x,0) (8)
ondey (x, 0) é a funcao que representa o pacote de ondas.

Fazendo
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__ih 0?2
2m O0x?
e
B = iV( )
= h X
temos
Y(x,t) =eUBy(x,0)
t1N t
o(A+B)E [e(A+B)ﬁ] = [e@+p)e]
ondes = t/N
t
e(A+B)t — lim[e(A+B)s]E
-0

Como nao é possivel trabalhar com infinitos termadinguagem computacional, é

necessario limitar o numero de termos e associaerum a esta funcéo, assim, temos

B B B B
+A+
e(AtBle — e( 2 ~ e2%e4€e2% 4 ge™

aZ
Y(x,t) = [e 2hV(")e2m6x2e ZhV(")l le ZhV(")eZmaxZe Zhv(x)ll,b(x 0) 9)

em que

ihe 92 ihe 92
[e ZhV( )32m6xze ZhV( )l Ie ZhV( )QZmaxze Zhv(x)l

saoN termos.

Queremos

ihg 82
e2max? f(x)!

entdo, escrevg(x,0) em forma de transformada de Fourier

ihe 92 ihe 92 '
2 (x,0) = ez | g)e™dk

ihe 92 0 ihe 9%
eZmax2¢(x, 0) = j g(k)eZmaxze‘kxdk

iheo? o 1 /ihe\" 92"
eZmaxzelkx=Z_< ) > elkx
n!'\2m/ Jdx?*"
n=0
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iheo? o 1 /ihe\" .
eZmaxzelkx — _ (ik)Znelkx
n!'\2m
n=0
ihe 92 ihe

heo” ihe . vo .
e2mox2pikx — eZm(lk) elkx

ihe 92 ihek?
emeikx = Q_Weikx
portanto
ihe 92 © ihek?
ezmaxZy(x, 0) :f g(k) e zm etkxdk (10)
onde
_ihek?
g(k)e m_ elkx
€ a nova funcéo.
Particula livrer (x) = 0
int 92 ity
w(x, t) = e2mox2 h l/)(x, 0)
int 92

P(x,t) =e 2mox"y(x,0)

© _ihek?t |
Wix ) = f gl e~ T ek dk

—00

A transformada de Fourier inversa é encontradantbzé(x, 0)!, para o tempo que

se quer.
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ANEXO B — Programa em linguagem Fortran para a funéo de onda

| e R s R R R R R R S R R R R T R R R e e

'OOOOOOO000000OOOOOOOOO0000000000000000000000000000

; Este Programa ap

% EVOLUCAO TEM

% PARA UMA PARTICULA
% DE UM POTENCI

% V(X) = 0

% para uma funcgéo

'OOOOOOO000000OOOOOOOOO0000000000000000000000000000

Program TCC
Implicit None

Integer:: N,I,INV,NpassoT
Integer,Parameter:: NB = 11

Double Precision:: deltax,x,x0,sigma,pi,w0,w
Double Precision:: C3

Double Complex:: tfator

Double Complex:: Psi_But,Func_But(0:2**NB-1

Common/Func/pi,deltax,x0,sigma,w0

'000000000000000000000000OO000000000000000000000000

open(10,file="1Butkov_Pot.dat",status="unkno

'OOOOOOO000000OOOOOOOOO0000000000000000000000000000

! Declaracao dos Valores:

N = 2**NB
deltax =3.0d0

x0  =2500.0d0
sigma = 100.0d0
pi = 4.0d0*datan(1.0d0)
w0 = -1.0d-2

*kkkkkkkkkkhhhkhhiik

00000000000000000000

resenta a
PORAL
NA PRESENCA

AL QUADRADO

de onda

00000000000000000000

,t,fator,dt

00000000000000000000

wn")

00000000000000000000



t =500.0d4
NpassoT = 600
dt = t/dfloat(NpassoT)

Do 1=0,N-1
x = dfloat(l)*deltax
Func_But(l) = Psi_But(x)
End Do
If (t.eq.0) Then !
Go To 10

End If ! Psi(x,t=0)

Print*,'Funcao Butkov:'

Call PROPAGADOR(NB,Func_But,deltax,t,dt)

10 Do I=0,N-1

x = dfloat(l)*deltax

Write(10,*)x,DReal(Func_But(l)),DImag(Func

End Do

End Program

| e R s R R R R R R R T R R R R R R R e

49

_But())

*kkkkkkkkkkkkkhhik

196%%%%%%%% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% % %% % %% % %% %%

'OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOFungaO ButKOVOOOOOOOOOOOO

Double Complex Function Psi_But(x)

Implicit None

Double Precision:: pi,deltax,x,x0,sigma,w0

Double Precision:: Normal,funcl

Double Complex :: oscila
Common/Func/pi,deltax,x0,sigma,w0

oscila = dcmplx(dcos(2.0D0*pi*w0*x),dsin(2.0D0*pi*
Normal = 1/(2.0d0*sigma*sqrt(pi))

funcl = exp(-((x-x0)**2)/(4.0d0*sigma**2))
Psi_But = Normal*funcl*oscila

000000000000000000

wO0*X))
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Return
End Function Psi_But
IOOOOOOOOOOOOOOPOtenCiaI QuadradOOOOOOOOOOOOOO

Double Precision Function V(x)
Implicit None

Double Precision:: x,x0,aux
x0=3000.0d0
! If (x.le.xo) Then
aux=2.0d-11*(x-x0)**2
! Else
I aux=0.0d0

! End If

V=aux
Return

End Function V

| e R s R R R R R R R T R R T S R R R R e e *kkkkkkkkkkkhkikhk

190%%%%%%%% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %

'OOOOOOO000000OOOOOOOOOOOOOOOSub_ROtina FFTOOOOOOOO 00000000000000000

SUBROUTINE BR(NB,TRANS,INV)
IMPLICIT NONE

INTEGER :: INV,N,NB,i,aux,iaux,j,jaux,nk,k,na,nc
DOUBLE COMPLEX :: TRANS(0:2**NB-1),PRIME(0:2**NB-1) temp,W
DOUBLE PRECISION :: pi

pi=4.0d0*datan(1.0d0)
N=2**NB

do i=0,N-1

aux=0
jaux=i

do j=1,NB

jaux=iaux

jaux=iaux/2
jaux=jaux-2*iaux
aux=aux+jaux*2**(NB-j)



enddo
if (aux.gt.i) then
temp=TRANS(i)
TRANS(i)=TRANS(aux)
TRANS(aux)=temp
endif
enddo
nk=1
if (INV.eq.0).or.(INV.eq.1)) then
INV=(-1)**INV
else
stop 'wrong INV'
endif
do i=1,NB
nk=nk*2

W=dcmplx(dcos(2.0d0*pi/dfloat(nk)),dfloat(INV)*dsin
k=0

do j=0,N/2-1

na=j/2**(NB-i)
nc=(j+N/2)/2**(NB-i)
temp=TRANS(K)+(W**na)*TRANS(k+1)
PRIME(j+N/2)=TRANS(K)+(W**nc)*TRANS(k+1)
PRIME(j)=temp
k=k+2

enddo

do j=0,N-1

TRANS(j)=PRIME())

enddo

enddo

return

END SUBROUTINE BR

| *kkkkkkkkhkkkhkhkkkhkhkkkkhkkkhkhkkkhkkkkkkhkkkkkhkkkkkk

'OOOOOOO000000OOOOOOOOO00OOSub_ROtinaLapIaceOOOOOOO

(2.0d0*pi/dfloat(nk)))

*kkkkkkkkkkkkkkkk

0000000000000000
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Subroutine LAPLACE(NB,TRANS,deltax,dt)
Implicit None

Integer :: NB,N,INV,I
Double Complex :: TRANS(0:2**NB-1),tfator
Double Precision :: deltax,dt,w

N =2**NB

INV=0
Call BR(NB,TRANS,INV)
Do 1=N/2,N-1
w = dfloat(l-N)/(N*deltax)
tfator = dcmplx(dcos(dt*w**2),-dsin(dt*w**2))
TRANS(I) = tfator*TRANS(I)

End Do

Do 1=0,N/2-1
w = dfloat(l)/(N*deltax)

tfator = dcmplx(dcos(dt*w**2),-dsin(dt*w**
TRANS(I) = tfator*TRANS(l)

INV=1
Call BR(NB,TRANS,INV)

TRANS=TRANS/Dfloat(N)
Return

End Subroutine LAPLACE

| e R s R R R R R R R S R R T S R T R R R e e

'OOOOOOO0000OOOOOOOOOOOOOOSub_ROtina Potencialocooo

Subroutine POT(NB,TRANS,deltax,dt)
Implicit None

Integer :: NB,N,I
Double Complex :: TRANS(0:2**NB-1),vfator
Double Precision :: deltax,dt,x,V

N = 2**NB
Do 1=0,N-1
X = dfloat(l)*deltax

vfator = dcmplx(dcos(V(x)*dt),-dsin(V(x)*dt)
TRANS(I) = vfator*TRANS(I)

2))

*kkkkkkkkkkkkkikik

00000000000000000
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End Do
Return

End Subroutine POT

| e R s R R R R R R R S R R T R R T R R T e e *kkkkkkkkkkkkkhhk

'OOOOOOO0000OOOOOOOOOOOOOOSub_ROtina Propagadorocoo 00000000000000000

Subroutine PROPAGADOR(NB,TRANS,deltax,t,dt)
Implicit None

Integer :: NB,N,NpassoT,i

Double Complex :: TRANS(0:2**NB-1)
Double Precision :: deltax,t,dt

N =2**NB
NpassoT = dint(t/dt)
Print*,'t=",int(t)

! dt =t/NpassoT

Call POT(NB, TRANS, deltax,dt/2.0d0)
Call LAPLACE(NB, TRANS, deltax,dt)

Do I=1,NpassoT-1

If (1.9t.99) Then !
If (MOD(1,100).€q.0) Then !
| *kkkkkkkkkkk

Print*,| ! CONTADOR
| kkkkkkkkkokk
!

Call POT(NB, TRANS, deltax,dt)
Call LAPLACE(NB, TRANS, deltax,dt)

End Do
Call POT(NB,TRANS,deltax,dt/2.0d0)
Return

End Subroutine PROPAGADOR
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