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"E um grande sinal de mediocridade
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RESUMO

O calculo tensorial satisfaz com elegancia a exigéncia de que as leis da fisica
sejam as mesmas em qualquer referencial inercial, que, junto com o principio de
constancia da velocidade da luz — estabelecem a condigdo sine qua non para a
teoria da relatividade restrita — resgatando o principio da relatividade de Galileu
que havia ficado para tras, e de certo modo, cada vez mais longe. Mutatis
mutandis: do mesmo modo que Einstein estabelece a simetria das leis da fisica
para referenciais inerciais, ele impde esta simetria para referenciais ndo-inerciais.

Neste trabalho, exploramos algumas propriedades matematicas do espaco-
tempo de Minkowski. Através do formalismo tensorial, podemos estudar com
mais clareza os aspectos fisico-matematicos da estrutura da relatividade restrita,
como a transformacéo de Lorentz. J&a no campo da relatividade geral, a algebra
tensorial comeca a apresentar suas limitacbes, com isto, apresentamos o
conceito de derivada covariante. A derivada covariante, como veremos, leva em
consideragao os aspectos geométricos da superficie na qual se esta analisando.
Através dela, podemos encontrar o Tensor de Riemann, e a partir deste deduzir
as equacdes que relacionam a curvatura do espaco-tempo a densidade de

matéria e energia presentes no espaco.

Palavras-chave: Transformagdes de Lorentz, espaco-tempo de Minkowski,

equacdes de Einstein.



ABSTRACT

The tensor calculus meets with elegance the requirement that the laws of physics
are the same in any inertial frame, along with the principle of constancy of the
speed of light - establish the sine qua non condition for the theory of relativity -
rescuing the principle of Galilean relativity that were left behind, and in a way,
farther and farther. Mutatis mutandis: just as Einstein establishes the symmetry of
physical laws for inertial reference frames, it imposes this symmetry for non-
inertial reference frames.

In this paper, we explore some mathematical properties of Minkowski
spacetime. Through the tensor formalism, we can study more clearly the physical
and mathematical aspects of special relativity framework, as the Lorentz
transformation. In the field of general relativity, tensor algebra begins to show its
limitations, with that, we present the concept of covariant derivative. The covariant
derivative, as we shall see, takes into account the geometric aspects of the
surface on which is being analyzed. Through it, one may find the Riemann tensor,
and from that deduce the equations that relate the curvature of space-time to the

density of matter and energy present in space.

Keywords: Lorentz transformations, Minkowski spacetime, Einstein's

equations.
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CAPITULO 1

Introducgao

No final do século XIX a fisica estava dividida em trés grandes areas, a
mecanica, o eletromagnetismo e a teoria do calor. Na fronteira entre estas areas
haviam problemas nos quais os conceitos se sobrepunham. O problema da
radiagao térmica de corpo negro em equilibrio, no qual, Max Planck houvera
trabalhado, era um problema de fronteira da fisica porque se encontrava entre o
eletromagnetismo e a teoria do calor. Este problema tornou-se o cerne da
mecanica quantica. O problema do movimento browniano encontra-se na
fronteira entre a mecénica e o estudo do calor e culminou no surgimento de uma
nova mecanica estatistica. Finalmente, na eletrodindmica dos corpos em
movimento encontramos como o0 nome sugere um problema que envolve
mecanica e o eletromagnetismo. (RENN, 2004)

Até o inicio do século XX, para descrever um mesmo fenbémeno era
necessario utilizar duas teorias, por exemplo, para descrever o movimento de
uma particula com carga e massa, era necessario dispor da teoria do
eletromagnetismo maxwelliano e da mecanica newtoniana, ao mesmo tempo.
Enquanto o eletromagnetismo possui uma dinamica centrada no movimento de
particulas que possuem cargas, a mecanica tem uma dindmica que descreve o
movimento de particulas que possuem massa. Esta assimetria era um embaraco
para a fisica, e alguns fisicos da época estavam concentrados em estabelecer
uma teoria que unificasse o eletromagnetismo e a mecanica de modo que uma
simetria fosse estabelecida entre estas duas teorias. (RENN, 2004)

Para impor uma simetria entre estas duas dinamicas, era necessario propor
que ambas seguissem um principio relativistico tal que todas as observacdes de
fendbmenos implicando massa e carga levaria a alteracdo da a época ainda
recente, pouco testada e pouco compreendida dindmica maxwelliana, a fim de
que se pudesse preservar, a consolidada mecéanica newtoniana, por este
caminho trilhou Lorentz e Poincaré. Einstein por outro lado seguiu o caminho
precisamente oposto, privilegiou Maxwell sobre Newton, expandindo o Principio
da Relatividade de Galileu que antes era limitado a fenbmenos da mecanica para
toda a fisica, este € o primeiro postulado da Teoria da Relatividade Restrita. O

segundo postulado € chamado de postulado da constancia da velocidade da luz.
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(GAZZINELLLI, 2009)

A estrutura de Minkowski é elaborada para fornecer um formalismo versatil
que descreve a relacdo entre espago e tempo, em acordo com 0s principios
relativisticos. Podemos, também, extrair uma visdo mais elaborada do tempo, na
estrutura formal logicamente consistente do espago-tempo de Minkowski, onde
podemos definir um evento dentro desse espago-tempo com quatro coordenadas
(t,x,y,z), onde t € a coordenada do tempo. Matematicamente, isto sugere que o
tempo € uma dimenséao linear, ortogonal com as outras trés coordenadas do
espaco, e assim, naturalmente conduz para a concepc¢ao do tempo como sendo a
quarta dimensao da realidade. (HERDEIRO, 2011/2012)



CAPITULO 2

Espaco-tempo de Minkowski

Os principios da relatividade restrita sdo mais facilmente incorporados nas
leis da fisica usando o conceito de espaco-tempo de Minkowski, introduzido por
Hermann Minkowski com o advento do calculo tensorial. O espaco-tempo de
Minkowski junta o espago e o tempo numa unica entidade. Normalmente estamos
familiarizados com um mundo tridimensional, nos movemos no espago € no
tempo, mas apenas no espaco podemos ir e voltar. O tempo que aqui é “apenas”
uma dimensao espacial, foge ao nosso controle. Einstein, de inicio, julgou que
Minkowski obscureceu as suas ideias com formalismo matematico
desnecessario. Apenas mais tarde, quando comegou a trabalhar na relatividade
geral, passou a utiliza-lo, como veremos a diante, o uso do calculo tensorial e
algumas propriedades de geometria diferencial foram fundamentais para o
desenvolvimento da relatividade geral. (GAZZINELLI, 2009)

As transformacodes de Lorentz tém a caracteristica de conectar dois eventos
no espacgo-tempo. O intervalo onde os fendbmenos fisicos ocorrem, segundo a
relatividade, € um espaco vetorial de quatro dimensdes. De acordo com Bassalo
(2006) cada ponto deste espago € um evento e sera identificado de acordo com:

x'=ict , x=x, x=y , x'=z, (1)

Sao as coordenadas contravariantes , em termo destas coordenadas, a

métrica fica:
ds’=(dx' ) +(dx* ) +(dx’) +(dx")’ (2)

Além das coordenadas contravariantes, define-se as coordenadas
covariantes, com indices inferiores. Combinando as coordenadas covariantes e
contravariantes, temos que:

ds’=dx, dx' +dx, dx’+ dx,dx’+dx,dx" | (3)

e podemos escrever:
4
ds*=)" dx,dx" (4)
1
Podemos relacionar a métrica com o tensor métrico:

4 4
ds’=)_ > g, dx"dx" (5)
1 1



H4a, ainda, uma notacdo mais abreviada que €& simplesmente
ds’=g,,dx"dx" onde adotamos a convengdo de que sempre que um indice é

repetido em um dado termo, temos que somar termos analogos fazendo variar o
indice de 1 a n. A ndo ser que seja especificado outra coisa. E o que se chama
convengéo da soma, ou convencéo de Einstein. Neste caso, convém lembrar que
estamos trabalhando com quadrivetores e assim sendo, utilizaremos de forma
implicita indices que variam de um a quatro. E importante notar que, de acordo
com a relatividade, a distdncia entre os dois eventos no espago-tempo € um
invariante. (BARATA, 2015; BASSALO, 2006; NETO, 2010)

As componentes g, sdo componentes de um tensor covariante de

segunda ordem, chamado de tensor métrico ou tensor fundamental. Podemos
escolher esse tensor e o faremos sempre, de modo a torna-lo simétrico.
(BASSALO, 2006)

1 0 0 O
w_|0 =1 0 0

= = 6

9=9"=y o _1 o (6)

0 O 0 -1
Esta definicdo de tensor métrico permite utilizar o espago de Minkowski sem
o imaginario i. Esta escolha, implementa ainda, a caracteristica geométrica de um
universo plano, homogéneo e estatico. (CARROLL, 2015)
Assim, com esta definicAdo e considerando o sistema relativistico de
unidade com c=1, definiremos, de acordo com Bassalo (2006) o tensor

contravariante e covariante da seguinte maneira:

x'=(x"x", x>, x")=(t,x,y,z)=(t,F) (7)

Xu:(xl’XZ’XS’X4):(t:_X:_y’_z):(t’_?) (8)

Por definicao, as transformacgdes de Lorentz deixam invariante este intervalo

entre dois eventos:

ds*=g,,dx"dx" (9)

ds’=dx, dx" (10)

ds*=dx",dx"? (11)
ds'’=ds’ . (12)
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Nesse espaco de Minkowski, a transformagao de Lorentz pode ser escrita

na forma:
x"=A,x" . (13)

Onde a matriz de Lorentz é definida por Bassalo (2006) e Neto (2010)

como:

y -—vw 0 O

A="w v 00 (14)
0 0 10
0 0 0 1]

1 [ 1

X y -—vy 0 Of|X

12 2

X :_VY y 0 O X (15)

x*'] 0 0 1 0fx

x" 0 0 0 1f|x*

Note-se que a transformacdo de Lorentz € o que conecta os dois eventos.

De um modo mais geral, uma transformacao L definida pela expressao:

x"'=L,x" (16)
€ uma transformacgao de Lorentz, se ela preserva o produto escalar, ou seja,
X"y =x"y, (17)
usando a expressao de transformagao geral na equagao acima, vira:
L X"y, =X (18)
onde podemos reescrever que:
Y= guy " eya=guy’ (19)
resultando,
LoX“ gy P=X"gep y" (20)
onde,
y'=Lyy" (21)
resultando em:
LoX"gpLhy'=gup X" y" (22)
sobrando:
LogpLlp=9go - (23)

A expressao acima, nada mais € que uma operagao com matrizes, podemos

encontrar por meio desta relagdo o determinante de L. (BASSALO, 2006)



Llgliti=lgl — [L9=1 — |L[==1

A transformacao se chama prépria ou continua quando o determinante é
igual a 1. Por outro lado, quando a determinante de L assume o valor de -1,
entdo, a transformacéo é propria ou descontinua. Além dessa classificacdo das
transformagdes L, existe uma outra que envolve o elemento L) . (BASSALO,
2006)

(Lof=1+2 (Ly)’ (24)

k=1

Quando Ly>1 , a transformag&o é ortocrdnica, pois ela preserva o sinal do
tempo, ou seja, o passado se transforma em passado, o presente se transforma
em presente, e o futuro se converte em futuro. Se Li<—1 , a transformagao se

denomina nao-ortocrénica ou heterocrénica. (BARATA, 2015; BASSALO, 2006;
NETO, 2010)

Considerando estes dados podemos classificar essas transformacoes:

L™, Transformagao de Lorentz Propria e Ortocronica
ILI=1 e Li=1 .
» L% Transformagao de Lorentz Prépria e Heterocrénica
IL|I=1 e Lj<-1 .
« L' Transformagao Impropria e Ortocronica
ILl=—1 e Li=1 .
* L' Transformacgéo de Lorentz Imprépria e Heterocrénica
ILl=—-1 e Li<-1 .
Destes quatro elementos, apenas L'. forma um grupo, conhecido como
Grupo de Lorentz restrito. Os demais ndo formam grupos. Contudo, segundo
Barata (2015) e Bassalo (2006) pode-se formar grupos com a reunido de L', com

um dos outros trés, da seguinte forma:

* LU L% Sub-grupo de Lorentz ortocrénico.
« LLUL'" Sub-grupo de Lorentz préprio.

« L"%U LY Sub-grupo de Lorentz ortocroro.

Estas operagbes formam subgrupos de Lorentz, de modo que L'. é

6



chamado de grupo de Lorentz proprio e ortocrénico ou simplesmente de grupo de
Lorentz restrito. (BARATA, 2015)

A transformacdo de inversdo espacial ou transformagées de paridade é

definida pela matriz:

1 0 0 O
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Esta transformacédo aplicada a um quadrivetor inverte a posicdo da
particula no espaco e conserva o tempo. Assim, dado o quadrivetor posicéo:
x"'=Pix"=(t,—7) (26)
A transformacéao de inversédo temporal, como o proprio nome sugere, inverte
o sentido do tempo de um quadrivetor e conserva a posi¢ao da particula. Esta
transformacgao é definida pela matriz a seguir. (BARATA, 2015; BASSALO, 2006;
NETO, 2010)

-1 0 0 O

«w_| 0 1 0 0
= 27
T 0 010 7)

0 0 01

Dado o quadrivetor posigao:
x"=Tyx"=(-t,F) (28)

As transformacgdes de inversao espacial e temporal sdo impréprias, uma vez
que ambas possuem determinantes iguais a -1.

Ha um consenso na fisica de que o grupo de Lorentz restrito representa
uma simetria na natureza (na auséncia de campos gravitacionais). O estudo de
interacdes fracas em fisica de particulas elementares ja revelou que a troca de
paridade ndo € uma transformagao de simetria. A chamada transformacdo CPT
envolve as operagdes sucessivas de troca de carga, ou particula-antiparticula, de
paridade e de inversao temporal. No campo de estudos da teoria quantica de
campos & um fato tedrico bem consolidado de que a transformacao CPT é uma
transformagao de simetria. No entanto, a simetria CP € violada, certos processos
da fisica de particulas elementares, indicam fortemente que a inversdo temporal
também né&o seria uma simetria da natureza. Entretanto ainda ndo ha evidéncias

experimentais concretas de que a simetria de inversdo temporal € violada, por

7



serem de dificilima constatacdo. (BARATA, 2015)
Observe que L' contém a operagao de inversdo espacial, ou simplesmente
paridade, assim como L'. contém a inversdo temporal, e o elemento L. contém

inversao temporal e espacial. (BARATA, 2015)



CAPITULO 3

Energia e Momento

O tempo medido por um observador em repouso em relagdo ao seu
referencial S' € denominado tempo préprio. Se este observador se desloca com
uma velocidade v em relagdo a um observador em repouso. (GAZZINELLI, 2009;
BASSALO, 2006)

di’=ds’ (29)
di’=dt’— dx’ - dy’— dz’ (30)

» _Qz_d_yz_ @2
dr’=dt [1 (dt) (dt) (dt) (31)
dr=dt\1-v* (32)
dr:% (33)

supondo que o quadrivetor posicdo seja x'(t,7) definimos de

quadrivelocidade, ou quadrivetor velocidade a seguinte relagéo:

dx"
= 34
V= (34)
dx" dt
= 35
VT dr (35)
como,
dt dt
dr==— — =
t Y dr
teremos,
vi=y(1,V) (36)

Sendo m a massa de repouso de uma particula, define-se o seu

quadrimomentum da seguinte forma:

p'=p=mv" (37)
De acordo com a defini¢ao relativista de energia, temos:
E=ymc’ (38)
como adotamos o sistema relativistico de unidade:
E=ym (39)

onde



p2: my (40)

2 2

p
de acordo com a expansao binomial

2 2V 2_ M 2 2, 2
1-vi=m™— —>1—v=E——> E'=m +p

k(k—l)x2+ JKlk=1)...(k=n—1)x"

(14+x)‘=1+kx+
2! n!

(41)

para p<1

2
E~m+2— (42)
2m
que nada mais é que a energia ndo-relativistica de uma particula. Multiplicando o

quadrivetor velocidade por m, teremos:

p'=mv'=my(1,V) (43)
p'=(my,my¥v) (44)
p'=(E,p) (45)

E importante observar que na relatividade, os principios de conservacéo da
energia e do momentum s&o reunidos em apenas um principio: principio de
conservagdo do quadrimomentum. (BASSALO, 2006) Em colisGes relativisticas,
energia e momentum sao sempre conservados. Em outras palavras, todas as
quatros componente do quadrivetor energia momentum sao conservados.
Derivando o quadrivetor do momento encontramos o quadrivetor forca também

denominado de forga de Minkowski, definido por Bassalo (2007) da seguinte

forma:
«_dp"
F'=—" 46
I (46)
u_ d -
F'=—I(E 47
dT ( > p) ( )
u dE dp
oy —_— 4
(5P (48)
por definicdo da mecanica classica:
E_toy o 4P_F
dt t
F'=yF(v,1) (49)
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Podemos ainda obter a forma covariante, utilizando a o quadrimomento em

sua forma contravariante:

Pu=guw P’ (50)
Voltando a definicdo da forga de Minkowski:
d -
F,=—(E,—

Até aqui trabalhamos com os efeitos que a teoria tem sobre uma particula,
no entanto isto ndo é tudo, como veremos 0 campo possui propriedade
peculiares que muitas vezes sdo contra-intuitivas. Para demonstrar as
propriedades de um campo eletromagnético, consideramos de inicio a terceira e
a quarta equagao de Maxwell para um regido livre da interagcdo com cargas e
correntes. (BASSALO, 2007; FRENKEL, 1996; NETO, 2010)

&, 7 OB
VxE=-S (53)
VxB=p,e,F (54)

Multiplicando a terceira equagao de Maxwell (69) pelo campo magnético e a

quarta equacao de Maxwell (70) pelo campo elétrico:

é(?xﬁ):—ﬁ%—’f (55)
E(Wxé):pogofz%—f (56)
subtraindo, teremos:
B(VxE)-E(VxB)=—B B, ¢ £ L (57)
at ot
usando a propriedade do operador diferencial nabla, podemos reescrever:
V(Fxg)=3(VxF)-F(Vxg) (58)
B(VXE)-E(VxB)=V (ExB) (59)
retornando a equacao,
S B (UxB)=_p B = 0E
-E ——— e, E——
podemos reescreve-la
V(ExB)l=—BB_,  OE
V(EXB)= B@t Ho & E 3 (61)
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onde

~9B_10B"
B—== 62
ot 2 0Ot (62)
e 2
pOE_10E (63)
ot t
substituindo, obteremos
= = = 10B 1 0E°
° =—c—= e 64
reorganizando os termos obteremos
S )
% (EXB)+Q B—+£0E2 =0 (65)
Ho at | Ho
N . _EXB L, .
por convencado adotamos que s= " ,onde s ¢é o vetor de Poynting. E
0
temos que:
= . 0|B
Vos+a{”—0+goE2 =0 (66)

Esta equagdo possui uma forma comum que determina na fisica o que
chamamos de equacao de continuidade e implementa, neste caso, um principio
de conservagao relativo a energia do campo eletromagnético. Em outras
palavras, acabamos de demonstrar que o0 campo conserva energia.
Consideremos agora uma particula que se move sujeita a este campo. De acordo
com a segunda lei de Newton. (NETO, 2010)

4P _ o (E+vxB) (67)

‘;—f:fp(hvxé)dv (68)
onde j=pv
dp - - -
—= E+ jXB)d
—o =) (pE+]xB)dv (69)
da lei de Gauss
L=VoE — p=¢V-E (70)
0
da lei de Ampére-Maxwell
= - - 9E - VxB 0E
VXB:IJJ-FIJOEOE — J:T—EOW (71)
0

12



retornando a segunda lei de Newton, substituindo equacéao (70) e equagao (71)

na equagao (71) , teremos:

dp _ - .- VxB  9E\ 2
o —f (e, VE)E+( m & at) Bidv (72)
onde substituiremos
OB, 5 OEXB) ¢ 0B Vxg=—28B
ot ot t ot
a—ExB:a(EXB)—Ex(VxE)
t ot
dp_ [ 1o (VE)E+YXB_¢ OEXB) . 555kl ay (73)
dt Ho ot
0 (rae s . e . VUxBs
E[pﬂsof(EVXE)dv]:gOf (VE)E E(VXE)+(V”OSO )xBldv  (74)

E(WE)_Ex(?ﬁ):ai(E,.Ej—%(sU#) (75)
(?xé)xézéwé)_BWXB):ai(B,.Bj—%aUBZ) (76)
o lado esquerdo por sua vez
f)=f p;dv (77)
e podemos finalmente escrever a equacéo,
9 - = 1. 2|9 [ ]
—ip+e,EXB{=¢,0{E.E.——6_E B;B; ——6 B 78
at p] 0 ] 0 1[ i—j 2 ij ] o ( )
do vetor de Poynting obtemos a relagao:
Hos,=EXB (79)
0 B;B, 2, B
~-\D; |=0,\ & EE, —=§ ¢ E*+—
at{pﬁeoyosj} 0, +—1 m SU 0 +#0} (80)
0 B;B, N
p+e 0,1 & E E+— ——6 E+—){=0 81
at{ OIJO ]} IJO ( IJO)] ( )

onde encontramos a definicdo do tensor de campo eletromagnético, ou

simplesmente tensor de Maxwell.(NETO, 2010)

B.B.
T,=—e,E,E~ 2P0 Ls (o 24 B (82)
Ho 2 Ho

13



Essa € a equacédo de continuidade, e implementa o significado fisico de
conservagao do momento, ou seja, além de energia, o campo eletromagnético

conserva momento. (NETO, 2010)

0
a|pj+eouosj +0,T,=0 (83)

Portanto, ndo ha sentido, em termos de energia e momento, tratar de modo
separado, a parte referente ao campo e a parte referente a particula. O dois
termos devem ser trabalhados em conjunto. Em outras palavras, o momento total
de uma particula depende também do campo, passando assim a ser acrescido
do produto de um quadrivetor - que desempenha o papel de potencial devido ao
campo - com uma constante relativa a carga da particula. O momento depende
portanto, da interagdo que a particula tem com campo. (BASSALO, 2007;
FRENKEL, 1996; CARROLL, 1997; HERDEIRO, 2011/2012)

Em outras palavras, do mesmo modo que uma particula elementar, como
por exemplo, o elétron, possui carga, e devido a essa carga um campo
eletromagnético é gerado. Do mesmo modo, uma particula com massa gera um
campo gravitacional. (NETO, 2010)

O fato do campo conservar energia € momento € uma consequéncia do
eletromagnetismo classico, e embora, gracas a Teoria da Relatividade Restrita
tenha unificado o conceito de energia e matéria (como vimos, matéria e energia
transformam-se continuamente um no outro), esta implicagcdo de conservagao
sugere ainda uma preocupag¢ao com o campo. Além desta previsao tedrica do
eletromagnetismo, a Teoria da Relatividade Restrita embora tenha estabelecido
uma simetria entre o eletromagnetismo e a mecéanica newtoniana, acabou por
estabelecer outra assimetria, desta vez, entre a mecanica newtoniana e a propria
Teoria da Relatividade Restrita. (HERDEIRO, 2011/2012)

Para compreender a inconsisténcia que havia entre a gravitagdo newtoniana
e a Teoria da Relatividade Restrita. Imaginemos (isto € um Gadankenexperiment)
que o Sol desaparece. De acordo com a teoria newtoniana, a auséncia do campo
gravitico do Sol seria sentido instantaneamente. Porém a causalidade relativista
impde que nenhuma interagao, sinal ou informag&o pode propagar-se mais rapido
do que a velocidade da luz. (HERDEIRO, 2011/2012)
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CAPITULO 4

Teoria da Relatividade Geral

Existem quatro interagdes fundamentais na natureza. A gravitacional, e a
eletromagnética sdo as que fazem parte do nosso cotidiano. As outras duas, as
chamadas interagdes fraca e forte, ndo estdo ao nosso alcance direto e imediato.
A esfera de atuacdo destas interagcbes se restringem ao cenario da Mecénica
Quaéntica, ou seja, ao nivel microscopico - subatdomico. A Teoria da Relatividade
Geral, como veremos a seguir nada mais € do que uma teoria relativista da
gravidade, e contrasta com a Mecanica Quantica por ser um teoria que explica o
universo ao nivel macroscépico. (NETO, 2010)

Do mesmo modo que Einstein estendeu o principio da relatividade de
Galileu para toda a fisica, impondo a equivaléncia de referenciais inerciais, mais
tarde, Einstein impde a equivaléncia para referenciais nao-inerciais, ou seja,
estendeu o principio da relatividade para todos os referenciais, inerciais e nao-
inerciais. E esta a razdo do nome Relatividade Geral, significando que ndo é
possivel distinguir se a for¢ga sofrida por uma massa € devido a ela estar na
presenga de um campo gravitacional ou num referencial acelerado. (CARROLL,
1997; HERDEIRO, 2011/2012; NETO, 2010)

O formalismo proposto por Minkowski apresenta uma limitagdo do ponto de
vista da relatividade geral, o espago-tempo em relatividade restrita esta contido
na geometria euclidiana e ndo leva em consideracdo eventuais deformidades
como torgao ou a curvatura deste plano. Ainda, na relatividade restrita, a menor
distdncia entre dois eventos € uma reta, em relatividade geral, a geometria é
curva e encontra o seu formalismo mais preciso e elegante usando elementos de
geometria diferencial — ndo usando a geometria euclidiana portanto, e sim a
geometria riemanniana. (CARROLL, 1997; HERDEIRO, 2011/2012)

Consideremos inicialmente dois pontos em um espago riemanniano

separados por uma distancia dx. Sejam A,(x) um tensor covariante de
primeira ordem definido em x e A, (x+dx) definido em x+dx . O conceito

usual de derivada ndo se aplica nesta situacao, isto €, a definicio:
A, (x+dx)—A,(x)
m

dx 0 dx
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s6 é aplicavel em espacos euclidianos. (HERDEIRO, 2011/2012)

O deslocamento de um ponto a outro nao depende apenas da distancia mas

sobretudo da curvatura do espacgo. (CARROLL, 1997) Assim escrevemos
A,(x) = A, (x)+I2 A, (x)dx” (84)
Este processo denomina-se deslocamento paralelo ou transporte paralelo.
Os coeficientes I'’, chamam-se conex&o e incorpora a curvatura do espago. A

derivada covariante de acordo com Herdeiro (2011/2012) e Neto (2010), portanto,

depende das propriedades geométricas do espaco, e é definida por:
dx"D, A, (x)=A,(x)=[I", A (x) dx"] (85)
dx'D,A,=dx"(8,A,~T),A;)
D,A,=0,A,~T, A, (86)
A generalizacdo para tensores de segunda ordem, pode ser feita

diretamente. Por exemplo:
Dy Tu=0,Tuy T Tr—TaTus (87)
A derivada covariante de um produto segue a mesma regra das derivadas
elementares. Para verificar isto, consideremos de inicio, dois vetores, A, (x) e
B,(x) .Comooproduto A,B, éum tensorde segunda ordem. Obtemos:
D,(A,B,)=0,(A,B,)- I, A,B,~ T A,B, (88)
D,(A,B,)=B,0,A,+A,0,B,~ T, A;B,~ ', A, B,
D,(A,B,)=(0, Ay~ T A)B,+ A, (0, B,~ ' A, By)
D,(A,B,)=B,D,A+A,D,B, (89)
Podemos obter a derivada covariante de um tensor contravariante a partir
de um escalar, por definicdo de Herdeiro (2011/2012) e Neto (2010):
D,(A"B,)=0,(A"B,) (90)
A'D,(B,)+B,D,(A")=A"d,(B,)+B,0,(A")
A"D,(B,)+B,D,(A")-A"d,(B,)=B,0,(A")
como
D,B,=d,B,-I'\ B, (91)
substituindo na equacgao anterior, temos:

A'lo,B,~T',,B,;]+B,D,(A")—A"d,(B,)=B,0,(A") (92)
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A'l0,B,-T',B,~0,(B,)]+B,D,(A")=B,d,(A")
B,D,(A")-A"T", B;=B,0,(A")
B,D,(A")=B,d,(A")+A'T,,B,
A'T, B, - B,I'}, A’
B,D,A'=B,d,A"+B, I}, A"
B,D,A"=B,(d,A"+IY, A"
D,A"=0,A"+T"), A’ (93)
Estas nocbes de geometria diferencial sdo fundamentais para a
compreensao da relatividade geral, como veremos adiante. Ao contrario da
derivada usual, a derivada covariante ndo possui propriedade comutativa, ou
seja:
D.(D,A,)#D,(D,A,) (94)
Por defini¢gdo, de acordo com Herdeiro (2011/2012) e Neto (2010), o tensor
de Riemann, que descreve a curvatura do espaco-tempo, para qualquer campo

A, ,obedece a seguinte relagao:

u )

D,(D,A,)-D,(D,A,)=A,R, (95)
Expandindo o primeiro termo, obtemos:
D,(D,A,)=0,(D,A,)-T,D,A;~T,D; A, (96)
onde,
D,A,=0,A,~T,A, (97)
D,A,=0,A,-T5 A, (98)
D,A,=0,A,—T, A, (99)

implicando em:
D,(D,A,)=0,(0,A,~ T} A;)—Te(0, Ay =T5, Ay)— Ty (0,A,— T A,)
D,(D,A,)=0,0,A,—0, (I A;)—Th0, A+ o T Ay— T (0, A= T A,)

Da(DvAu)=aoravAu_A)\aarf\m_rl)l\aavA)\+Fi\laF§vA0_F‘i\a(a)\Au_FZ)\AU)

Os termos, 0,0,A, ; I'Ld. A, ; Tad, A, ; Th(0,A,~T5A,) séo
simétricos com relagdo aos indices o e v . Estes termos desaparecem na

subtragdo D,(D,A,)—D,(D,A,) .Efetuando esta operagdo obtemos:

A0, T+ T5 A+ A0, To— T, T3 Ay
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A0, A0, T+ T, A= T I3, A,
A(0,T=0,T+T 5 I —T5,Is,)
Voltando a definicdo do tensor de Riemann:
D,(D,A,)-D,(D,A,)=A;R.,
A Rue=A(0,T,—0, T+ To—T'5,T'5,)
Rya=0,T=0, T+ I —T5, T, (100)

contragdes do tensor de Riemann produzem o tensor de Ricci, a — A.

Ry=Ri (101)
o tensor de Riemann é simétrico em relagdo aos indices u e v. Contraindo
novamente obtemos o escalar de Ricci
R=¢g"R,, . (102)
As equacgbes de Einstein que descrevem o campo gravitico por definicdo de
Carroll (1997) e Herdeiro (2011/2012) sao:

_81G 1 (103)

uv 4 uv

Cc

G

O tensor de Einstein pode ser definido, ainda de acordo com Carroll (1997)
e Herdeiro (2011/2012), em fungao do tensor de Ricci e do escalar de Ricci:

Go=R,~59..R (104)

Substituindo a definicdo acima nas equacdes de Einstein, obtemos:

L, p=87G1 (105)

uv_E uv 4 uv

R

Adotando o sistema relativistico de unidade, em que definimos, de acordo
com Herdeiro (2011/2012), G=c=1, as equagdes adquirem a seguinte forma:

Rw—%gwR:8nTW (1086)

O tensor de Einstein relaciona a curvatura do espaco-tempo com a

v

distribuicdo de matéria. Usando ¢" na equagéao anterior,

¢"R,~59" 9., R=81g"T,, (107)

—R=8nT (108)

Voltando a equacéo e substituindo —R=8nT
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R,++g, (8nT)=8nT,, (109)

R,=87(T,~3,T) (110)

No vacuo, onde nao ha presenca de matéria, o tensor energia-momento é
nulo, as equagdes de Einstein portanto se reduzem a elegante afirmagao.
(CARROLL, 1997; HERDEIRO, 2011/2012; NETO, 2010)

R,=0 (111)

E conveniente observar que a relatividade geral nos. mostra que o campo
gravitacional esta intrinsecamente ligado a matéria que o gera, e que a matéria é
capaz de alterar as propriedades geométricas do espago-tempo. Nao é possivel
dissociar o campo gravitacional a matéria que o gera, do mesmo modo que nao
podemos eliminar um campo elétrico de uma carga elétrica. (CARROLL, 1997;
NETO, 2010)

A geometria do espacgo-tempo € portanto determinada pela presenca de
matéria e energia. Qualitativamente definimos o tensor energia-momento como
fonte de densidades e fluxos de energia e momento — a matéria e a energia
determinam como o espaco deve se curvar, do mesmo modo que O espago-
tempo determina como a matéria e a energia deve se mover. (HERDEIRO,
2011/2012)

O tensor energia-momento € simétrico e possui trago nulo, ou seja:

r,=1, — T,9"=T — T=0

Einstein compreende que a teoria newtoniana descreve com exatidao e
elegancia os fenomenos fisicos que envolvem velocidades muito menores do que
a da luz e campo gravitacional fraco. Entdo, superar e ao mesmo tempo englobar
a mecanica classica € uma condi¢ao sine qua non para o sucesso da nova teoria.
Esta condicao foi satisfeita e demonstrada pelo préprio Einstein em 1915, um ano
mais tarde, o fisico alemao Karl Schwarzschild obteve a solugcdo exata das
equacdes de campo no vacuo — conhecida como métrica de Schwarzschild,
conseguindo explicar com sucesso o fenomeno da precessao da orbita de
Mercurio e prevendo novos fenomenos, entre eles, a deflexdao de um raio de luz
devido a presenca de matéria. (HERDEIRO, 2011/2012)

A métrica de Schwarzschild é responsavel também pela previséo tedrica de

fenomenos como a radiagado gravitacional e o mais controverso, a Teoria do

19



Buraco Negro.
Vimos que o tensor de Riemann descreve a curvatura do espago-tempo em
funcdo da conexdao, mas a conexao propriamente ainda nao foi explorada,
definimos por conexdo, de acordo com Carroll (1997), Herdeiro (2011/2012) e
Neto (2010), o seguinte ente matematico:
A _0X' 0x° X" Lo OX" X
“ax"ox' ox’ " ox° ax"ox’

O segundo termo da transformagéo de conex&o evidéncia o seu carater nao

A, (112)

tensorial. Esta definicdo € no entanto genérica, isto é, define um conceito
arbitrario de conexdo. Uma escolha possivel e convencional, que alias da
coeréncia ao nosso trabalho até aqui, € impor que a conexado seja simétrica.
(HERDEIRO, 2011/2012; NETO, 2010)

r,=r,

Esta escolha implementa em relatividade geral a auséncia de torgédo e o
principio de equivaléncia que discutimos anteriormente. Matematicamente a
primeira coisa que a propriedade de simetria implica, € que a derivada covariante
de um tensor métrico € zero. (CARROLL, 1997; HERDEIRO, 2011/2012; NETO,
2010)

D,g,,=0 (113)

Embora a derivada covariante do tensor métrico seja nula, ela obedece a

regra de tensores usuais, ou seja:

D, 9= 09w~ TiaGi—T e G (114)
ou simplesmente
9w —TuaGin=Tia 92=0 (115)
realizando permutagdes ciclicas nos indices u,v e a na equagao acima,
obteremos:
0y Gou— Tav G TG =0 (116)
0u9ve— T s T e =0 (117)

multiplicando as equacgdes (116) e (117) por % , € multiplicando a equacgao

(115) por —% , € somando as trés equacoes:
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{aaguﬁaugm—aagw]%gm[Fﬁa—FﬁuI%gux[Féa—Fiv}—%gM[FiﬁFiu}:O

N| =

1 A A A
E{aaguv-l-augva_aaguv}+g}\vF[ua]+gu)\F[va]_gor)\l—'(uv):o

r 1 e

(uv)_Eg {aaguv+augva_aaguv} (118)

Em outras palavras, a conexao simétrica € determinada pela métrica. Em
ultimo caso a curvatura do espaco-tempo é expressa portanto em funcédo do
tensor métrico. (HERDEIRO, 2011/2012)
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CAPITULO 5

Consideragodes Finais

O termo relatividade descreve, na melhor das hipéteses, o inicio da
investigacéo cientifica de Einstein — a relatividade dos movimentos entre distintos
referenciais inerciais. Mas nao representam de maneira alguma o que ha de mais
belo, profundo e verdadeiro do trabalho de Einstein — a esséncia da relatividade é
justamente a busca por constancia, por principios fundamentais sélidos.
(GAZZINELLI, 2009)

Ao mesmo tempo que a Teoria da Relatividade impde limites fisicos ao
movimento no universo — n&o ha particula que se mova acima da velocidade da
luz e as leis da fisica devem ser validas em qualquer referencial, a relatividade
impde limites as teorias que a antecederam — a mecanica classica nao pode
explicar fenbmenos como o movimento de uma particula que se move em
velocidade proxima a da luz. A relatividade geral supera e engloba a mecanica
classica. Nao podemos esquecer que a Teoria da Relatividade ndo viola nenhum
principio da mecanica classica. Por exemplo, o principio de conservacdo de
energia e o principio de conservacdo do momento, ndo sao violadas, mas sao
unificadas — principio de conservagao do quadrimomento — o que nada mais é
que o resultado da proposta unificadora da Teoria da Relatividade Restrita. Por
outro lado, a Teoria da Relatividade, ao mesmo tempo que preserva principios da
mecanica newtoniana, ela também rompe com a interpretagdo newtoniana do
espago e do tempo, como vimos, 0 espagco e o tempo do ponto de vista
matematico € basicamente a mesma coisa. (BASSALO, 2006; HERDEIRO,
2011/2012)

Por uma questao de foco ndo deduzimos a lei do inverso do quadrado, que
resulta da definicdo de campos gravitacionais fracos e pode ser obtido igualando
o tensor de Ricci a zero e solucionando a equagao. Também omitimos a dedugao
do tensor de Einstein que pode ser obtido através de sucessivas operacdes de
derivas covariantes da segunda identidade de Bianchi. (NETO, 2010;
HERDEIRO, 2011/2012)

As identidades de Bianchi seriam melhores aproveitadas em um estudo

aprofundado da Teoria da Relatividade Geral. Para um estudo ainda mais
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completo em Relatividade Restrita, seria necessario explorar a interpretacao
geométrica das transformagdes de Lorentz. (BASSALO, 2006; GAZZINELLI,
2009)

Quando falamos em Relatividade Geral estamos quase sempre falando em
Teoria Classica de Campos — nao levando em conta as interacdes fraca e forte, o
motivo disto € muito simples, a gravidade tem grande alcance mas é muito fraca
e ao nivel da mecanica quantica € desprezivel, por outro lado, as demais
interagbes n&o tem o mesmo alcance que a gravidade tem e sdo desprezadas na
mesma medida que a gravidade se torna mais atuante. (NETO, 2010)

Uma perspectiva possivel e futura de trabalho esta portanto em Teoria
Quéntica de Campos que, como o0 nome sugere, busca unificar a Teoria da
Relatividade Geral com a Teoria Quantica. Uma outra perspectiva de trabalho
futuro, reside em um estudo mais elaborado das equacdes de Einstein e uma

abordagem mais densa em relatividade geral.
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