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RESUMO

Neste trabalho, através de pesquisa bibliogréafica, serdo abordados alguns aspectos
significativos do desenvolvimento histérico dos Logaritmos, definicdo, propriedades e
algumas aplica¢fes compativeis ao Ensino Médio. Pretendemos, com isso, enfatizar a
importancia de estudar Logaritmos no Ensino Médio e, talvez, facilitar o entendimento
sobre o tema, a quem possa se interessar.

PALAVRAS-CHAVE: Logaritmos; Aspectos Historicos; Propriedades; Aplicacdes;
Importéancia.



SUMARIO

INTRODUGAO.........ooiieeeeeeeeveeee et es et an s enesnn s 9

1 DO SURGIMENTO AOS DIAS ATUAIS: Uma sucinta histéria sobre os

L OQANTEMIOS. ...ttt sttt e e e 11

2 LOGARITMOS: Definicéo, Propriedades e Func¢do Logaritmica....................... 20
2.1 UMA SITUACAO MOTIVADORA E DEFINICAO...........cccoe....... SRR 20

2.2 PROPRIEDADES DECORRENTES DA DEFINICAO DE
LOGARITIMO.....coiiiceieece ettt sttt n e sn et e e sne s enae e 21

2.3 OUTRAS PROPRIEDADES.........cooe ittt e anaaneas 22

2.4 LOGARITMO NATURAL......cotitcietcecee et s 24

2.5 LOGARITMO DECIMAL e LOGARITMO NATURAL........oocntvirnriinn 25

2.6 FUNCAO LOGARITMICA. ..ot es v e 25

3 LOGARITMOS: APIICACOES. ....c.eeiveieeieeriestiesiesieeieeseeieerae s see s sreesaa e e e s sraenneens 29
3.1 ALGUMAS APLICACOES DOS LOGARITMOS COMPATIVEIS AO
ENSINO MEDIO......c.oiiiiiiiie ettt sttt 30
3.1.1 Na Matematica — Geometria ESpacial............cccccurvveiveieiinee e, 31
3.1.2 Na Matematica FiNANCEITA. ........cccurieirieie e e e e 32
3.1.3 Na Geografia — Crescimento Populacional.............cccccovveveiiiniecie e 33
3.1.4 NA QUIMICA. ...cviiiieiciee ettt et eb e saae s s ere e s ereesbaesaaeerbeenee e 33

3 1.5 NA BIOIOGIA. ....ueeeceie ettt et 34
3L N FISICA. .. evve vttt et e st ettt sr e e 35

3. L7 NAMEUICING. ...ttt et sttt eeneas 36
CONSIDERAGCOES FINAIS.....coovivieieeveeeieseeeee et sass s sesass s saen s sean e 38
REFERENCIAS. .....coootitteeisiiss ettt st 39



INTRODUCAO

Dentre as dificuldades que cada aluno possui, ndo s6 no Ensino Fundamental,
mas também no Ensino Médio, figuram os Logaritmos.

Na maioria dos livros didaticos do Ensino Médio os Logaritmos sao
apresentados como sendo 0 expoente de uma poténcia, ou seja, se b* = a, entdo x é o
LOGARITMO de a na base b.

Os Logaritmos possuem aplicacdo em diversos problemas do nosso cotidiano,
como, por exemplo, na resolugdo de problemas de Matematica Financeira, de
crescimento populacional (Geografia), de Medicina, entre outros. Dai a motivagéo para
a escolha do tema Logaritmos para o desenvolvimento desse Trabalho de Conclusédo de
Curso.

Fazendo uma revisdo bibliografica, dentre os varios trabalhos relevantes
encontrados sobre a tematica, ressaltamos as Dissertacfes de Mestrados de Ferreira
(2006) que propde verificar a utilizagdo de uma sequéncia didatica, elaborada, segundo
as etapas da Engenharia Didatica, com problemas que privilegiam situaces reais
incentivando a pesquisa e atividades relacionadas ao surgimento dos Logaritmos,
contribuindo para a construcdo e compreensao do conceito de Logaritmo por parte dos
alunos; de Oliveira (2013) que trata da utilizacdo dos Objetos de Aprendizagem (OA)
em salas de aula, sendo objetivo do mesmo investigar se 0 uso de objetos de
aprendizagem pode facilitar o desenvolvimento de conteddos em sala de aula,
favorecendo ao processo ensino aprendizagem; de Couto (2013) que buscou por um
estudo histérico dos logaritmos, dando atencdo especial a construcdo formalizada de
seus conceitos e sugeriu uma aplicacdo no Ensino Médio com a utilizacdo de um
software matematico; de Silva (2013) que elaborou uma sequéncia didatica que deve ser
aplicada em turmas do 1° ano do Ensino Médio, seguindo as orientagc@es estabelecidas
nos Parametros Curriculares Nacionais; de Kropf (2014) que trata de possiveis
aplicacBes dos Logaritmos a area de saude; e de Vidigal (2014) que propde analisar a
utilizagdo de uma sequéncia de atividades que privilegiam situagdes problemas reais e

historicas, incentivando a investigacdo Matematica e contribuindo para a ressignificacao



do conceito de Logaritmo, bem como, para a compreensdo de algumas aplicagdes por
parte dos alunos. Porém, os enfoques dados em cada um dos trabalhos citados
anteriormente sdo diferentes, ou num nivel mais aprofundado, do que queremos dar no
nosso trabalho.

O nosso trabalho tem como objetivo abordar alguns aspectos histéricos dos
Logaritmos, definicdo, propriedades e algumas aplicacdes compativeis ao Ensino
Médio; visando ressaltar a importancia desse assunto para este nivel.

Para isso, organizamos este trabalho em capitulos. No Capitulo 1,
apresentaremos uma sucinta histéria desde o surgimento dos Logaritmos até os dias
atuais.

No Capitulo 2, faremos um estudo, a partir da definicdo de Logaritmo, de suas
propriedades e da Funcdo Logaritmica.

No Capitulo 3, apresentaremos algumas aplicacdes dos Logaritmos, em diversos

tipos de problemas, compativeis ao Ensino Médio.
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CAPITULO 1

DO SURGIMENTO AOS DIAS ATUAIS: Uma sucinta histéria sobre os
Logaritmos

A ideia de numero que conhecemos hoje sofreu ao longo do tempo muitas
modificacOes significativas tanto na grafia quanto na forma das operagdes aritméticas.

Para Eves (2004) muitos calculos numéricos foram desenvolvidos ao longo do
tempo para resolver diversos problemas, principalmente nos campos da astronomia, da
navegacdo, do comércio, na engenharia e até mesmo a servico da guerra, 0
desenvolvimento destes célculos tornaram as operacOes cada vez mais rapidas e mais
precisas e cresceram continuamente.

Ainda Eves (2004) enfatiza que quatro notaveis invencbes contribuiram para
esta crescente demanda: a notacdo Indu-arabica, as Fracdes Decimais, os Logaritmos e
0s Modernos Computadores. Durante o desenvolvimento deste trabalho vamos dar mais
atencdo o terceiro destes grandes dispositivos aritméticos.

Portanto, logo apo6s a difusdo dos numeros Indu-ardbico dado por Leonardo
Fibonacci (1175-1250) e as Fracdes Decimais de Simon Stevin (1548-1620) a histéria
atribui uma enorme contribuicdo referente aos Logaritmos a John Napier (1550-1617).

Garbi (2006) destaca que a gléria maxima britanica do século XVI foi John
Napier, nascido de familia nobre escocesa, se destacou nas areas de Astronomia,

Engenharia, Fisica e Matematica.
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Imagem 1: John Napier (1550-1617)

Fonte: Garbi (2006, p. 126)

No ramo da Matematica, Napier se destacou contribuindo com quatro produtos,
que o colocou em um patamar de génio para histéria da Matematica, que sdo eles,
segundo Eves (2004):

(...) (1) a invencdo dos logaritmos; (2) um engenhoso mneménico,
conhecido como regra das partes circulares, para reproduzir formulas
usadas na resolucdo de triangulos esféricos; (3) pelo menos duas
férmulas trigonométricas de um grupo de quatro conhecidas como
analogias de Napier, Gteis na resolucdo de tridngulos esféricos
obliquangulos; (4) a invencdo de um instrumento, conhecido como
barras de Napier ou o0ssos de Napier, usado para -efetuar
mecanicamente multiplicacGes, divisdes e extrair raizes quadradas de
nameros. (EVES, 2004, p.342)

A obra Mirifici Logaritrmorum Canonis Descriptio (Descricdo da Maravilhosa
Lei dos Logaritmos), publicado em 1614, Napier apresentou seu revolucionario método
para tornar menos engenhosos os calculos aritméticos, principalmente aqueles ligados a

Astronomia.
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Figura 2: Descri¢do da Maravilhosa Lei dos Logaritmos, 1614
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Fonte: logaritmomusica.html

Como sabemos hoje os logaritmos séo instrumentos de calculo muito poderoso,
pois reduzem multiplicacdes e divisdes, de consideravel complexidade, em simples
processos de adi¢do e subtracao.

A relacdo trigonométrica 2cos A.cosB =cos(A+B)+cos(A—B), bastante
conhecida na época de Napier, foi uma desencadeadora de tudo isso, pois a ideia se
desenvolve fazendo com que o produto de dois nimeros 2cos A.cos B dé lugar a adi¢éo
cos(A+B)+cos(A-B).

Para Eves (2004) as trés formulas trigonométricas
2cos AcosB =sen(A+B)+sen(A—B), 2cosAsenB=sen(A+B)—-sen(A-B) e
2senAsenB=cos(A—B)—cos(A+B), juntamente com a que mencionamos

anteriormente, sdo consideradas as quatro relagdes trigonométricas conhecidas como
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formulas de Werner. Isto se deve ao fato que o matematico alemdo Johannes Werner
(1468-1528) té-las utilizadas para simplificar calculos de comprimentos relacionados a
Astronomia.

Estas relagdes foram utilizadas por matematicos por muito tempo e estas
conversdes de produto em adigdes eram conhecidas na época como método da
prostaférese, cujo seu significado € de origem grega que denomina “adi¢do e subtracao”.

Embora Napier dominasse a técnica da prostaférese, ele deixou-a de lado para
desenvolver um método mais simplista que ndo restringia somente aos Senos e cossenos
dos angulos das férmulas de Werner. Nas abordagens de Napier para eliminar 0s
calculos tenebrosos envolvendo multiplicacdes e divisdes, seu método se desvincula da
prostaférese pelo fato que se baseia em termos de uma progressao geomeétrica.

Para lezzi (2010), a técnica de Napier foi associar os termos da Progressao
Geométrica (PG): b, b b* b*, b°,..., b", com os termos de uma Progressdo Aritmética
(PA): 1, 2, 3, 4, 5,...,, n. Neste caso, o produto dos dois termo da primeira progressao é
b*.bY, é associado a soma de x + y, dos termos da segunda progress&o.

Por exemplo:

Tabela 1: Associacdo de uma PA com uma PG

PA|11|2|3|4|5]|6 7 8 9 10 11 12 13 14

PG| 2|4 (8|16 |32 |64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16394

Fonte Propria, 2015.

Para calcular, por exemplo:

512 X 16, basta observar que 512 na segunda linha corresponde a 9 da primeira.
E, 16 na segunda linha corresponde a 4 na primeira.

Como, 9 + 4 = 13 e 13 corresponde a 8192 na segunda linha.

Assim, 512 X 16 = 8192 € o resultado encontrado em uma simples operacéo de
adicao.

Boyer (1999), afirma que a obra de Napier pode ser explicada facilmente, pois
para manter uma progressao geométrica de poténcia inteira de um namero dado, é

essencial que o nimero dado seja muito préximo de um. O numero escolhido por

Napier foi (1-107") =0,9999999
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[...] Assim os termos da progressdo de poténcias crescentes ficam
realmente proximos — proximos demais, na verdade. Para chegar a
um equilibrio e evitar decimais Napier multiplicou cada poténcia
por 10°. Isto é se N=10'(1-1/10")", entdo L ¢é o “logaritmo” de
Napier do nimero N. Assim seu logaritmo de 10" é 0, seu
logaritmo de 107(1-1/10")= 0,9999999 é 1 [..]. (BOYER, 1999,
p.214).

Boyer (1999) continua enfatizando que, a Fungdo Logaritmica estd diretamente
associada a definicdo de Napier e, nas demonstracdes onde envolve Logaritmo. No ano
de 1614, logo ap6s a publicacdo de Napier, as definicbes e aplicacdes dos Logaritmos
chegaram ao seu apogeu, despertando interesse de muitos matematicos da época, dentre
estes, 0 entusiasta docente e pesquisador Henry Briggs (1561-1631), professor de
geometria do Gresham College de Londres e Oxford. Em uma visita a Napier na
Escocia, eles decidiram modificar o método dos Logaritmos. Briggs sugeriu 0 uso de
poténcia de base dez, e Napier concordou, pois ele ja teria pensado nisso. Eves (2004)
destaca que foi neste encontro que Napier e Briggs reconheceram realmente que as
tabuas de Logaritmos deveriam ser alteradas, surgindo assim os Logaritmos Briggsianos
ou comuns, os Logaritmos que conhecemos hoje, de base decimal.

Apo6s a morte de Napier caiu sobre Briggs a responsabilidade de construir a
primeira tabela dos Logaritmos. Briggs ndo fez como Napier fazia: colocar as poténcias
de um numero perto de 10, ele j& comegou logo com log10 = 1 e ap0s, encontrou
outros Logaritmos tomando raizes sucessivas. No mesmo ano da morte de Napier,
Briggs publicou os Logaritmos de 1 a 1000, sendo calculado cada um com quatorze
casas decimais. Em 1624, Briggs aumentou a tabela dos Logaritmos comum de 1 a
20.000 e de 90.000 a 100.000. Foi a partir desse trabalho que os Logaritmos passaram a
ser realizado como é hoje. A invencdo dos Logaritmos teve aceitacdo quase que
imediata, talvez, por sua grande utilidade.

Para Eves (2004) a palavra Logaritmo significa “o niimero de razao” e foi
adotada por Napier depois dele ter usado a expressdo numero artificial. Briggs
introduziu a palavra mantissa, que ¢ um termo latino de significado “adi¢do” ou
“contrapeso” e que no século XVII ficou conhecido como “apéndice”. Ainda Eves

(2004) destaca que as impressdes das tabelas de resultados de Logaritmos também
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traziam as tabelas de mantissa, somente no século XVIII se tornou como praxe
apresentar somente as tabelas de mantissa.

Eves (2004) continua enfatizando que a maravilhosa invencdo de Napier foi
entusiasticamente adotada por toda Europa. No ramo da Astronomia, em particular
Pierre Simon de Laplace (1749-1827) afirmou que, a invengdo dos Logaritmos “ao
diminuir o trabalho, dobrou a vida do astronomo”. Boaventura Cavalieri (1598-1647)
dentre as suas contribuicdes para a Matematica, empenhou-se a divulgar os Logaritmos
pela Italia, de maneira analoga aconteceu com Johann Kepler (1571-1630) na
Alemanha, posteriormente nas aplicacdes musicais de Johann Sebastian Bach (1685-
1750) e Edmund Wingate (1596-1656) na Franca e muitos outros Matematicos.

Eves (2004) destaca ainda que muitos historiadores que escrevem sobre a
historia da Matematica ndo colocam Napier como sendo o principal inventor dos
Logaritmos:

O JUnico rival de Napier quanto a prioridade da invengdo dos
logaritmos foi o suico Jobst Birgi (1552-1632), um construtor de
instrumentos. Blrgi concebeu e construiu uma tabua de logaritmos
independente de Napier e publicou seus resultados em 1620, seis anos
depois de Napier anunciar sua descoberta a0 mundo. Embora os dois
tenham concedido a ideia dos logaritmos muito antes de publica-la,
acredita-se geralmente que Napier teve a ideia primeiro. Entretanto a
abordagem de Napier era geométrica, a de Blrgi era algébrica. Hoje
em dia, um logaritmo é universalmente considerado como expoente;

assim, se N=b*, dizendo que xé o logaritmo na base b. Dessa
definicdo, as leis de logaritmos decorrem imediatamente das leis dos
expoentes. Uma das incongruéncias da histéria da matematica é que
os logaritmos foram descobertos antes de usarem expoentes. (EVES,
2004, p.346)

No que se refere a Burgi, Garbi (2006) destaca que a participacdo deste
importante matematico para o desenvolvimento dos Logaritmos foi notoria, ao gerar
tabelas de Logaritmos através de potenciacdo do nimero 1,0001, Birgi produziu tabelas
logaritmicas proxima do numero e, as tabelas que Napier utilizava eram caracterizadas
por nimeros proximos de 1/e, é muito significativo estas duas caracteristicass tanto de
Napier quanto de Birgi, pois muitos historiadores acreditam se tratar de um outro
exemplo no ramo da Matematica de uma invencao ser desenvolvida independentemente

por duas pessoas.
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Para Garbi (2006) a participacdo de Leonard Paul Euler (1707-1783) no
desenvolvimento dos Logaritmos foi importantissima. Das diversas contribuicdes que

realizou para a Matematica, Euler se destacou por apresentar uma caracterizacdo do

namero natural e irracional e, sendo o resultado do limite e=hm(1+—} , nha qual
n

nN—0

aproxima dos resultados encontrados na tabela de Napier e Birgi. Euler desenvolveu
uma nova base para o0s Logaritmos conhecido como Logaritmo Natural (In) ou
Logaritmo na Base de Euler (e).

Um importante estudo que utiliza os Logaritmos Decimais foi desenvolvido por
Charles Francis Richter (1900-1985) juntamente com Beno Gutenberg (1889-1960),
dois cientistas no ramo da Sismologia que desenvolveram uma escala que quantifica a
energia liberada pelos terremotos. A escala Richter, como é conhecida, é baseada na
amplitude das ondas produzidas pelos terremotos, eles definiram magnitude de um
terremoto como sendo o Logaritmo na base 10 da amplitude maxima das ondas.

Ainda Eves (2004) enfatiza a importancia do Logaritmo para o desenvolvimento
da Matemaética. Pelo mundo, muitos paises adotaram o ensino de Logaritmos em sua
grade curricular, em destaque a Nicaragua pais situado na América Central em 1971 em
uma série comemorativa lancou selos que continham formulas matematicas, uma delas
era uma homenagem a Napeir e sua invencdo, os Logaritmos. Muitos cientistas da
época ndo pouparam elogios a iniciativa da Nicaragua, pois estas formulas, na opinido
deles, contribuiram muito mais para o crescimento da humanidade do que os reis e

generais que muitas vezes apareciam nos selos e postais.
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Imagem 3: Selo dedicado aos Logaritmos de Nepier

CENTAVOX
LAS 10 FORMULAS MATTMATICAS QUF CAMESMSON L3 R 3€ LA TTEIRA

Fonte: selos-postais-de-matematica.html

Ha muito tempo se ensina Logaritmo, a figura de uma estudante com régua e
instrumentos que favorecia o calculo no inicio do século XX, d& lugar as maquinas de
calcular, das mais simples até mesmo aos sofisticados computadores, Eves (2004)

destaca a importancia de ensinar Logaritmos mesmo em tempos modernos, pois:

Hoje, porém com o advento das espantosas e cada vez mais baratas
calculadoras portateis, ninguém mais em sa consciéncia usa uma tabua
de logaritmos ou régua de calculo para fins computacionais. O ensino
de logaritmos, como um instrumento de calculo, estd desaparecendo
nas escolas, os famosos construtores de réguas de calculo de precisdo
estdo desativando sua producdo e célebres manuais de tdbuas
matematicas estudam a possibilidade de abandonar as tabuas de
logaritmos. Os produtos da grande invencdo de Napier tornaram-se
pecas de museu.

A funcéo logaritmo, porém, nunca morrerd, pela simples razdo de que
as variagOes exponenciais e logaritmicas sdo partes vitais da natureza
e da analise, consequentemente, um estudo das propriedades da
funcdo logaritmo e de sua inversa, a funcdo exponencial, permitira
sempre uma parte importante do ensino da matematica. (EVES, 2004,
p.347)

Segundo lezzi (2010), os Logaritmos sé tiveram insercdo nos livros didaticos,
apos a Reforma da Educacdo Brasileira proposta por Benjamim Constant, no Decreto n°
891, em 8 de novembro de 1890. Apds esta reforma que os Logaritmos comegaram a ser
apresentados por Teoria Algébrica dos Logaritmos, mas, sé se tornou oficial, em 1912,

nos livros didaticos de Matematica.
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Segundo Silva (2013) os Logaritmos sao ensinados, ha algum tempo, no Ensino
Médio e no comeco dos cursos de Matematica. Embora a invengdo dos Logaritmos
tenha sido um acessorio para facilitar as contas de niumeros grandes, hoje pode se dizer
que eles sdo importantes para entendermos alguns fendmenos no nosso quotidiano. O
Logaritmo sempre ocupou uma posicdo de destaque no curriculo escolar brasileiro, uma
prova disso, é que desde a criacdo desse curriculo até os dias atuais, 0 mesmo, faz parte

dos contetidos que os jovens brasileiros devem aprender.
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CAPITULO 2

LOGARITMOS: Definicao, Propriedades e Funcédo Logaritmica

Neste Capitulo faremos um estudo, a partir da Definicdo de Logaritmo, de suas

propriedades e da Funcdo Logaritmica. Embasaremos nossa apresentacdo do contetdo
em lezzi (2010), Lima (2012), Paiva (2013), e Souza (2013).

2.1 UMA SITUACAO MOTIVADORA E DEFINICAO

A seguinte situagdo motivadora estd presente em lezzi (2010, p. 151): Um

caminhdo custa hoje R$100.000,00 e sofre uma desvalorizacdo de 10% por ano de uso.

Depois de quanto tempo de uso o valor de veiculo sera igual a R$20.000,00?

Para resolver, sem o uso de Logaritmos, podemos pensar que a cada ano que

passa o valor do caminh&o fica sendo 90% do que um ano atréas, entdo, seu valor evolui

da seguinte forma:

Tabela 2: Evolugdo do Valor do Caminhao

Tempo Decorrido

Valor Inicial do

Depreciacéo do

Valor Final do

(em anos) Caminh&o no Caminh&o — 10% do Caminhé&o no
Periodo (em R$) Valor Inicial do Periodo (em R$)
Caminh&o no Periodo
(em R$)
01 100.000,00 10.000,00 90.000,00
02 90.000,00 9.000,00 81.000,00
03 81.000,00 8.100,00 72.900,00
04 72.900,00 7.290,00 65.610,00
05 65.610,00 6.561,00 59.049,00
06 59.049,00 5.904,90 53.144,10
07 53.144,10 5.314,41 47.829,69
08 47.829,69 4.782,97 43.046.72
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09 43.046.72 4.304.67 38.742,05
10 38.742,05 3.874,20 34.867,85
11 34.867,85 3.486,78 31.381,07
12 31.381,07 3.138,11 28.242,96
13 28.242,96 2.824,30 25.418,66
14 25.418,66 2.541,87 22.876,79
15 22.876,79 2.287,68 20.589,11
16 20.589,11 2.058,91 18.530,20

Fonte Propria, 2015.

Podemos perceber que entre o 15° e 16° ano o valor do caminh&o estara em
R$20.000,00. Utilizando Logaritmos, além de resolvermos bem mais rapido, obteremos
0 instante exato em que o caminh&o estara valendo R$20.000,00, o que seré possivel (e
feito) na secéo 2.3.

Uma defini¢do formal para Logaritmo pode ser a seguinte:

Definicdo 2.1. Sejam a e b numeros reais positivos e b # 1. Chama-se
LOGARITMO de a na base b 0 expoente x tal que b* = a. Simbolicamente: log;, a =
X © b* = a, ou seja, “se logaritmo de a na base b € igual a x, entdo b elevado a x é
igual a a”; e vice versa, “se b elevado a x € igual a a, entdo, logaritmo de a na base b é
igual a x” (para a e b reais positivos e b # 1).

Da definicdo 2.1 temos que: a é o logaritmando; b é a base do logaritmo e x € 0
logaritmo de a na base b.

E comum dar um enfoque maior nos Logaritmos Decimais, ou seja, nos
logaritmos cuja base é 10. E, por convencdo, omiti-se a escrita da mesma: loga = x,

“logaritmo de a na base 10 € igual a x”.

2.2 PROPRIEDADES DECORRENTES DA DEFINICAO DE

LOGARITMO

A sequir, as propriedades decorrentes da Definicdo — chamaremos de D; (com i
variando de 1 a 5) tais propriedades.

° Dq:log, b =1.
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De fato, pois, se log, b = x, entdo, b* = b. Portanto: x = 1.

. D,:log,1=0.

De fato, pois, se log;, 1 = x, entdo, b* = 1. Portanto: x = 0.

. D;:log, a” = y.log,a (y € R).

Fazendo log;, a = x, tem-se: b* = a.

Elevando ambos os membros dessa ultima igualdade por y: (b*)Y =a” &
bY* =a?.

Pela Definicdo 2.1 teremos b*Y = a¥ & yx = log, a”.

Como log, a = x, substituindo x por log, a no primeiro membro de yx =
log, a”, temos y.log, a = log, a”.

o D, log, b* = x.

De fato, pelas Propriedades D; e D4, temos log, b* = x.log, b = x.1,
portanto: log, b* = x.

. Ds: blo8r e = g,

De fato, fazendo log, a = x, tem-se: b* = a.

Substituindo, nesta Gltima igualdade, x por log, a, teremos: b'°8»@ = q.

2.3 OUTRAS PROPRIEDADES

A sequir, outras propriedades, também chamadas de Propriedades Operatorias —
chamaremos de O; (com i variando de 1 a 3) tais propriedades.

Consideraremos a, b e ¢ nUmeros reais positivos, com b # 1.

o 0,: Logaritmo do Produto: log, a.c = log, a + log,, c.

De fato, log,a =x © b* =aelog,c =y © bY =c.

Assim, podemos escrever b*.bY = a.c © b**Y = a.c.

E, pela Definicdo 2.1, teremos b**Y = a.c © x + y = log, a.c.
Portanto, log, a + log, ¢ =log, a.c.

o 0,: Logaritmo do Quociente: logb% = log, a —log, c.

De fato, log,a =x © b* =aelog,c =y © bY =c.
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Assim, podemos escrever B8 pry =8

bY c c
E, pela Definicéo 2.1, teremos b*™ = % o x —y =log, %
Portanto, log;, a — log, ¢ =log, %

Agora, votaremos na situagdo motivadora inicial e faremos a resolucéo
utilizando Logaritmos, ou seja, resolveremos o seguinte problema: Um caminhdo custa
hoje R$100.000,00 e sofre uma desvalorizacdo de 10% por ano de uso. Depois de
quanto tempo de uso o valor de veiculo seré igual a R$20.000,00?

Teremos em n anos: v(n) = 100000.0,9™, sendo v(n) o valor do caminhdo no
final de n anos. De fato, pois:

Para n = 1, teremos v(n) = 100000.(0.9)* = 90000; para n = 2, teremos
v(n) = 100000.(0,81) = 81000; para n =3, teremos v(n) = 100000.(0,729) =
72900 (valores que conferem com os da Tabela 2).

Na situacdo apresentada queremos saber o valor de n para v(n) = 20000, ou

seja,  100000.(0.9)" = 20000 < (0,9)" = % & (09" =02,  aplicando

Logaritmo Decimal em ambos os membros dessa Ultima igualdade e pela Propriedade

logo0,2
D5, temos 1og(0,9)" = 10g0,2 © nlog0,9 = log0,2 & n = 122 =
oy . L logo0,2 -0,69897
Utilizando uma calculadora cientifica teremos: n = —8>= = =
log 0,9 —-0,0457575

15,276 anos, isto é, n = 15 anos, 3 meses e 9 dias.

Poderiamos, ainda, aplicar a Propriedade O, e utilizarmos os Logaritmos

2
log0,2 logﬁ __log2-log10 _ log2-1

Decimais, isto é, n = =— = = .
log 0,9 logE log 9-log 10 log9-1

__log2-1 _ 0,301030—1 _

Utilizando uma calculadora cientifica teremos: n = = =
log9—1 0,954243-1

—0,69897

———— = 15,276, isto é, n = 15 anos, 3 meses e 9 dias.
—0,045757

. 05: Mudanca de Base: log, a = 22£°

ol (kEeR ek # 1).

De fato, log,a=x © b* =aelogya=y © kY = a.
Dai, temos que b* =aek” =a < b* = k7.
Pela Definicdo 2.1 b* = k¥ & log, b*.
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Pela Propriedade D5, podemos escrever y = x.logy, b.

E, portanto, log, a = log, a.log, b =

24

logr a
= log, a.
logy b &b

LOGARITMO NATURAL

Quando consideramos como base do Logaritmo o numero Irracional e

denominado de constante ou nimero de Euler (e = 2,71828), resultado do limite

X
lim,_,, (1 +i) , temos o chamado Logaritmo Natural log,a =Ina (para a real

positivo). Porém, as vezes é chamado de Logaritmo Neperiano, do nome do matematico

John Napier, o que é considerado um erro, pois, no chamado Logaritmo Neperiano,

. . 1 ~ -
Napier utilizou a base ~endoa base e, como no Logaritmo Natural.

Alguns autores chamam o logaritmo natural de “logaritmo neperiano”,
em homenagem a John Napier, autor da primeira tabua de logartimos,
em 1614. Entretanto, tal denominacdo ndo € inteiramente apropriada,
pois o logaritmo originalmente definido por Napier ndo coincide com
o0 logaritmo natural. (LIMA, 2012, p. 220)

Graficamente podemos perceber, mais facilmente, as diferencas entre Logaritmo

Natural (f(x)

figura a seguir:

=Inx =log,x) e Logaritmo Neperiano (g(x) =logix), conforme

| -

Figura 1: Graficos das funces f(x) = Inx = log, x e de g(x) = log1 x.
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Vale ressaltar que todas as propriedades utilizadas nos Logaritmos Decimais sdo
validas para o Logaritmo Natural — chamaremos de N; (com i variando de 1 a 5) tais
propriedades.

° N;:In1=0.

. N,:lne = 1.

. N;3:Ina"™ = n.lna, consequentemente: Ine™ = n.

o N4:In(a.b) =Ina +1Inb.

o N5:ln%=lna—lnb.

25 LOGARITMO DECIMAL e LOGARITMO NATURAL

Se quisermos mudar de uma base qualquer para a base e, basta aplicarmos a

logea _ Ina
logeb  Inb’

Propriedade 05 (mudanca de base), como segue: log, a =

E, da base e para uma base b qualquer, teremos Ina = log, a, na base b

__logpa
" logpe’

teremos: Ina = log, a

2.5.1 Da Base 10 para a Base e

Se a base for a decimal, ou seja, se b = 10, teremos loga = ll:lc; == 1;’—5 =
0,435.1Ina, isto é:loga = 0,435.1na.

2.5.2 Da Base e para a Base 10

Se a base for e, ou seja, se b = 10, teremos Ina = log, @ = 28108 — 1082

logipe 043429

2,3.1oga, isto é:Ina = 2,3.loga.

2.6 FUNCAO LOGARITMICA

Como, no Ensino Meédio, os alunos veem a Fungdo Logaritmica (f: R} —
R, tal que f(x) =log, x comb € Rie b # 1) apds terem visto a Fungdo Exponencial
(f:R - R, tal que f(x) = a*,coma € Rie a # 1), podemos introduzir, entdo, a

Funcdo Logaritmica como sendo a Funcéo Inversa da Funcdo Exponencial.
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A seguir, suas principais propriedades — Chamaremos de E; (com i variando de 1
a 3) as propriedades da Funcdo Exponencial e de L; (com i variando de 1 a 3) as

propriedades da Funcdo Logaritmica:

2.6.1 Propriedades 1:
E;)Sendo b € R} eb+ 1,tem-se b* =bY &S x =y
L;) Sendo {x,y,b} c R}, e b+ 1,tem-selog,x =log,y ©x =y

2.6.2 Propriedades 2:
E;) A Funcdo Exponencial f:R — R}, tal que f(x) = a*,coma € Riea #

1, é crescente em todo seu dominio se, e somente se, a > 1, conforme ilustrado na

figura 2:
Y A
fix)=a*(coma>1)
X /
= == = - - - - -—- - 1/
P 4
| /"
,//
X |
FY 8 /
|
|
_—// I’ |
1 3 -
0 X1 Xz X

Figura 2: Grafico da fungdo f: R — R%, tal que f(x) = a*,coma € Riea # 1.
L,) A Funcdo Logaritmica f:R}; — R, tal que f(x) =log,x comb €

Rie b # 1, é crescente em todo seu dominio se, e somente se, b > 1, conforme

ilustrado na figura 3:
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f(x) =log, x, com b>1

Figura 3: Grafico da funcdof: R} — R, tal que f(x) = log, x comb € Rieb # 1.

2.6.3 Propriedades 3:
E;) A Funcdo Exponencial f:R — R}, tal que f(x) = a*,coma € Riea #

1, é decrescente em todo seu dominio se, e somente se, 0 < a < 1, conforme ilustrado

na figura 4:
Y
f(x)=a* (com0<a<1) T
e T e— a)‘ﬁl
Ko |8
1
11‘ —
X X OlTi T

Figura 4: Grafico da fungdof: R — R, tal que f(x) = a*,coma € Riea # 1.
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L;) A Funcdo Logaritmica f:R} — R, tal que f(x) =log,x comb €
Rie b # 1, € crescente em todo seu dominio se, e somente se, 0 < b < 1, conforme

ilustrado na figura 5:

fix)=log, x,com D<b<1

Figura 5: Grafico da funcdo f: R} — R, tal que f(x) =log, x comb € Rie b # 1.

No préximo capitulo apresentaremos algumas aplicacdes, do que foi exposto
neste capitulo, direcionadas ao Ensino Médio.
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CAPITULO 3

LOGARITMOS: Aplicagdes

Apresentaremos algumas aplicacbes dos Logaritmos em diversos tipos de
problemas.

Acreditamos que através do estudo, cada pessoa passa a ter uma perspectiva de
vida melhor. E, isso ocorrerd de forma mais significativa, quando o ensino passa a ter
mais significado para o aluno; defendemos entdo que, no caso especifico dos
Logaritmos, esse ensino seja associado a aplicagdes em outras areas do conhecimento e,

se possivel, ao cotidiano do aluno.

O trabalho de resolver equagBes exponenciais é pertinente quando
associado a algum problema de aplicacdo em outras areas de
conhecimento, como Quimica, Biologia, Matematica Financeira, etc.
Procedimentos de resolucdo de equagdes sem que haja um propdsito
maior devem ser evitados. N&o se recomenda neste nivel de ensino um
estudo exaustivo dos logaritmos. (BRASIL, 2006, p.75)

De modo geral, para solucionar exercicios de aplicacdo € necessario que o aluno
saiba como resolver equacdo exponencial, com isso se torna meio que obrigatorio que se
aprenda isso antes.

BRASIL (2002) ressalta a importancia dos alunos compreenderem bem o carater

logaritmico:

Um aluno que compreender o carater logaritmico dessa escala, sabera
gue um terremoto caracterizado pelo nivel 7 ndao tem uma intensidade
soO acrescida em 3, relativamente a um abalo de nivel 4, mas sim mil
vezes esta intensidade, ou seja multiplicada por 103. Usa-se ainda
uma escala logaritmica para definir o pH de substancias, coeficiente
que caracteriza a condigdo mais &cida ou mais basica de solugdes.
Também  populagbes de micro-organismos podem  variar
exponencialmente, tornando a escala logaritmica igualmente
conveniente em Biologia. (BRASIL, 2002, p. 26).

Segundo SOUZA (2013) para compreender bem o Logaritmo, o aluno deve

saber resolver equagdes exponenciais. Como: 3* =81 = 3* =4 = x = 4. O valor de
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4, corresponde ao Logaritmo de 81 na base 3, que pode ser indicado por log; 81 = 4;
como podemos ver (e, vimos no capitulo 1), resolver Logaritmo recai em resolver uma

equacéo exponencial.

3.1 ALGUMAS APLICACOES DOS LOGARITMOS COMPATIVEIS AO
ENSINO MEDIO

Do mesmo modo que Napier e Burgi estavam a procura de
conhecimento e novas tecnologias, outros intelectuais também
contribuiram para maior aprofundamento deste conhecimento. Desta
forma, com o passar do tempo, o calculo de logaritmos e as tabuas
logaritmicas passaram a ser consideradas por muitos, como
ferramentas obsoletas depois do surgimento das calculadoras e de
potentes computadores. No entanto, ndo se pode dizer que o0s
logaritmos estdo a beira da extingdo, pois cada vez mais a ciéncia tem
mostrado que alguns fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos estdo
relacionados aos logaritmos. (COUTO, 2013, p. 14)

Os Logaritmos podem ser utilizados, por exemplo, para calcular o saldo de uma
poupanca no fim do primeiro més de aplicacéo, os decibéis relativos ao nivel sonoro, a
magnitude dos terremotos, o crescimento populacional e decaimento radioativo.

Para exemplificar uma amostra de elementos quimicos presente na atmosfera.
Vamos considerar uma amostra de 1 kg de pluténio, elemento quimico que perde 0,4%
de sua massa a cada século. (PAIVA, 2013 p.239)

Aplicando a formula do montante, com taxa negativa, obtemos a funcdo que
descreve o tempo t, em século, em funcdo da massa remanescente M dessa amostra, em
quilograma:

M = (1 —0,004)". Portanto, t = logg 996 M

Outro exemplo de aplicacdo dos Logaritmos € na medicina para ver a quantidade
de dosagem residual de um remédio que fica no corpo humano, por exemplo.

A Escala Richter mede a magnitude de um terremoto. Os terremotos originam-se
dos movimentos das placas tectonicas. O atrito de uma placa contra outra forma ondas
que sdo responsaveis pelas vibracdes que causam o terremoto. O sismografo mede a
amplitude e a frequéncia destas vibracfes, utilizando-se uma equacdo logaritmica

podendo calcular a magnitude do terremoto.

30



Nas préximas se¢des apresentaremos a resolucdo de alguns problemas utilizando

0s Logaritmos.

3.1.1 Na Mateméatica — Geometria Espacial

Uma caixa-d’agua com 5000 litros de capacidade tem, internamente, a forma de

um cubo.

Adotando o valor log5 = 0,69 e os valores da tabela, calcular a medida, em

metro, de cada aresta do cubo. (PAIVA, 2013, p. 251)

Tabela 3: Alguns valores de 10* em funcao de x

X 10*
0,20 1,58
0,21 1,62
0,22 1,66
0,23 1,70
0,24 1,74
0,25 1,78

10:

PAIVA, 2013, p. 251.
Resolucéo:
Como 1 L=1 dm®, entéo: 5.000 dm*= 5m?
Assim, indicando por a a medida, em metro, da aresta do cubo, obtemos:
a® =5=3 =log,5

Pela Propriedade O; (mudanca de base), transformamos o Logaritmo para base

3=1log,5=3=1log5/loga

log5 _ 0,69
08> _ = 023 = q=10%23

Observando a tabela, concluimos que a = 1,70.

Portanto, loga =

Logo, cada aresta do cubo mede 1,70 m.
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3.1.2 Na Mateméatica Financeira

Uma pessoa aplicou a importancia de R$ 500,00 numa instituicdo bancéria que
paga juros mensais de 3,5%, no regime de juros compostos. Quanto tempo apés a
aplicagdo o montante sera de R$ 3 500,007 (SILVA, 2015)

Resolucéo:

Nos casos envolvendo a determinagdo do tempo e juros compostos, a utilizagdo
das tecnicas de logaritmos é imprescindivel.

A férmula para o célculo dos juros compostos é M = C. (1 + i)¢. De acordo com
a situacdo problema temos,

M (montante) = 3500

C (capital) = 500

i (taxa) = 3,5% = 0,035

Assim,

M=C.(1+i)t
3500 = 500.(1 + 0,035)¢

Aplicando Logaritmo em ambos os membros da igualdade acima obtemos,
log 1,035t = log7

Aplicando a Propriedade D5 temos,
t.1og 1,035 = log7

Utilizando a tecla log da calculadora cientifica obtemos,
t.0,0149 = 0,8451

L 0,8451
©0,0149

t =56,7

Portanto, ap6s 56,7 meses 0 montante sera de R$ 3500,00.
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3.1.3 Na Geografia — Crescimento Populacional

Em uma determinada cidade, a taxa de crescimento populacional é de 3% ao
ano, aproximadamente. Em quantos anos a populagdo desta cidade ird dobrar, se a taxa
crescimento continuar a mesma. (SILVA, 2015)

Resolucéo:

Populagao do ano base = P,
Populagado apos um ano = P,.(1,03) = P,
Populagdo apés dois anos = P,. 1,032 = P,
Populagao apos x anos = P,.1,03* = P,.
Vamos supor que a populacdo dobrara em relagdo ao ano-base apds x anos,

sendo assim temos,

P, = 2.P,
Py.(1,03)* = 2.P,
(1,03)* = 2

Aplicando Logaritmo em ambos os membros da igualdade anterior temos,
log(1,03)* = log2

Aplicando a Propriedade D5 temos,
x.10g(1,03) = log2

Utilizando a tecla log da calculadora cientifica obtemos,

x.0,0128 = 0,3010

10,3010
X =0.0128

x = 23,5

Portanto, a populacdo dobrara em aproximadamente 23,5 anos.

3.1.4 Na Quimica

Determine o tempo que leva para que 1000 g de certa substancia radioativa, que
se desintegra a taxa de 2% ao ano, se reduzem a 200 g. Utilize a seguinte expressdo:
Q =Qq.e™ ™t em que Q é a massa da substancia, r é a taxa e t € 0 tempo em anos.
(SILVA, 2015)
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Resolucéo:
Como Q = Q,.e " entéo,
200 = 1000.e7002¢

200 — o002t
1000

1

== e —002.t

Aplicando a Defini¢do 2.1 (de Logaritmo) temos,
1
—0,02.t = log. =

—0,02.t =log, 571
Aplicando a Propriedade D5 temos,
—0,02.t = —1.log. 5

Como Logaritmo na base e é igual a In temos,

0,02.t =1In5
;- lns
0,02
Utilizando a tecla In da calculadora cientifica obtemos,
1,6094
~ 70,02
t =8047

Portanto, a substancia levara 80,47 anos para se reduzir a 200 g.

3.1.5 Na Biologia

A altura de uma espécie de arvore pode ser modelada pela fungao h(t) = 1,2 +

log(t + 1), em que h € a altura medida em metros e t é o tempo em anos (0 <t <9).

Determine a altura dessa espécie de arvore apds 5 anos (dados: log2 = 0,3 e log3 =
0,48). (FARAGO, 2010, p. 10 — Adaptado)

Resolucéo:
Substituindo t por 5 temos,

h(5) =1,2+1log(5+1) =1,2+1log6
Substituindo 6 por (2.3),
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h(5) = 1,2 + log(2.3)

Aplicando a Propriedade 0,,

h(5) =1,2+1log2 + log3
Utilizando fornecidos pela questdo temos

h(5) =1,2+ 0,3+ 0,48
Dai,
h(5) = 1,98

Portanto, a altura dessa espécie de arvore serd, apos 5 anos, de 1,98 m.

3.1.6 Na Fisica

O nivel sonoro de um ambiente (N), em decibéis (dB), pode ser calculado por

I

meio da lei de Weber-Fechner, que é dada por N = 10.logm, emque | é a

intensidade sonora medida em watts por metro quadrado (W /m?). Sabendo que uma
conversa em um ambiente fechado emite um nivel sonoro de 45 dB, qual a intensidade
sonora dessa conversa? (SOUZA, 2013, p. 199 — Adaptado)

Resolucéo:

Substituindo N por 45 temos,

1

45 = log(

10_12)10

Aplicando a Defini¢cdo 2.1 (de Logaritmo) teremos,

(10_12)10 = 1045
110
10-120 — 10%

110 — 10—120+45

I ="310"75

=75
[=10T0

[=10775
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Se for uma questdo de multipla escolha, muito provavelmente que no Ensino
Médio, essa resposta é satisfatoria. Porém, com o auxilio de uma calculadora cientifica
pode-se chegar ao seguinte resultado:

I = (3,1622776E — 8) = 0,00000003162277
Portanto, a intensidade sonora da referida conversa é de:
10775W /m? = 0,00000003162277 W /m?

3.1.7 Na Medicina

Determine quando as valvulas da artéria aorta se fecham, a pressdo P, em mmHg
(milimetro de mercurio), no interior dessa artéria, durante o fechamento, pode ser
expressa em funcdo do tempo t, em segundo, por meio da equacdo P = 95.e 049,
Apos o fechamento das valvulas, em quanto tempo a pressdo atingira 70 mmHg?
(PAIVA, 2013, p. 251)

Resolucéo:

Para P = 70 temos,

70 = 95,049
70
049t _ ' °
¢ 95

Aplicando a Defini¢cdo 2.1 (de Logaritmo) no primeiro membro temos,

1 0_ 0,49.t
08e gz = ~0.49.

log, 22
. 08e9g
—-0,49
Como Logaritmo na base e € igual a [n temos,
InZ0
- 195
—-0,49
Utilizando a tecla In da calculadora cientifica obtemos,
. o ~0,30538
- —0,49
t=0,62

Portanto, em 0,62 segundos atingira a pressao de 70 mmHg.
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Como podemos perceber, nos exemplos citados anteriormente, ha varias
possibilidades de aplicagdes dos Logaritmos compativeis ao Ensino Médio e que podem
ser exploradas pelos professores para dar mais significado ao conceito de Logaritmo,

reforcando, assim, a importancia do mesmo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante a pesquisa realizada para este trabalho, observamos que os Logaritmos
tem grande importancia na nossa vida. Quem diria que para fazer calculos sobre a
intensidade dos terremotos se usaria 0s Logaritmos, para calcular porcentagem, na
Matematica Financeira, etc. Os Logaritmos também sdo importantes para 0 mundo da
tecnologia, sem falar que com a invencdo dos Logaritmos aquelas contas com ndmeros
grandes tornaram-se muito mais faceis — 0 que para a época em que Napier os criou foi
primordial.

Finalizamos este Trabalho de Conclusdo do Curso de Licenciatura em
Matematica crendo que atingimos 0s nossos objetivos tracados inicialmente, ou seja,
apresentar alguns aspectos historicos dos Logaritmos, a definicdo e propriedades dos
Logaritmos, as fungdes logaritmicas e algumas aplicacbes compativeis ao Ensino
Médio. E, com isso, enfatizar a importancia de estudar Logaritmos, neste nivel de

ensino e, talvez, facilitar o entendimento de quem possa se interessar pelo assunto.
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