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“Para julgar um génio, s6 outro génio.”
E Laplace dizia a seus alunos: “Leiam, leiam Euler, ele é o0 nosso
mestre em tudo”. (EVES-2004)



RESUMO

No presente trabalho, sdo apresentadas as caracteristicas irracionais do nimero
de Euler (e) e suas aplicacBes para o desenvolvimento tedrico na Matematica. O
trabalho tem como objetivo ressaltar, de maneira sucinta, as abordagens do nimero e
encontradas em livros da biblioteca do curso de Matemética da UEMS, na Unidade
Universitaria de Cassilandia, Mato Grosso do Sul. As consideracdes que foram
levantadas, neste trabalho, indicam que o conceito do nimero e pode minimizar os
conflitos entre o conjunto dos numeros racionais e 0 conjunto dos nimeros irracionais.
Tendo em vista a importéncia e a necessidade deste conceito, espera-se que a presente
pesquisa possa servir de subsidio para professores e alunos que pretendam estudar o

assunto em questao.

Palavras-chave: nimero e ; nimeros irracionais; propriedades e aplicacdes;
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INTRODUCAO

A nocdo de numero que possuimos hoje tem por fundamento as diferentes
maneiras com que as civilizagdes antigas, ao longo da histdria, desenvolviam algoritmos
que, na medida do possivel, possibilitavam a resolucdo de seus mais diversos
problemas.

A criacdo do sistema de numeracdo decimal indu-arabico trouxe consigo um
desenvolvimento de técnicas de contagem, algoritmos e operacGes numeéricas
fundamentais para diversas aplicacdes. E de suma importancia indentificar o sistema de
numeracdo, assim como também, deve-se observar se um nimero pertence ou ndo a um
determinado conjunto numerico.

Para os Babildnicos, ha cerca de 3000 e 2000 anos a.C, a utilizacdo dos niumeros
era fundamental em suas aplicagdes, como na maneira peculiar que tinham para resolver
problemas que envolviam éreas, fato que intriga historiadores até hoje, pois, ja
apresentavam resultados em seus calculos utilizando nameros racionais e aproximacoes
que simbolizavam numeros irracionais.

Uma das diversas maneiras significativas de apresentacdo de numeros na forma
irracional seria uma consideracao para o numero =, sendo equivalente a raiz quadrada de

10, o que nos dias atuais seria uma boa representacéo, ainda que a 10 seja considerada

um numero irracional.

A Matematica Grega, cujos pilares se fundamentavam na demonstracdo, o
empenho esta essencialmente ligado a uma fundamentacéo e teorizacdo de significados
da existéncia de tais nimeros, como por exemplo, a raiz quadrada de dois, que 0s
intrigavam, pois a diagonal de um quadrado ndo tinha uma relag&o racional com 0s seus
lados e 0 nimero = ndo poderia ser escrito na razdo de dois numeros inteiros, o que
contraria até mesmo os conceitos dos pitagoricos.

Da mesma forma, como a raiz quadrada de dois e 0 nimero = (sendo que até
mesmo outros numeros) demonstram sua real importancia por serem caracteristicos em
diversas abordagens, todos os quadrados do célculo de sua diagonal serdo sempre
acompanhados pela 2, e em todos 0s circulos, 0 que na razao entre 0 seu comprimento

e o didmetro estara o numero 7.
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Entretanto, outros nudmeros irracionais se tornaram importantes no
desenvolvimento da Matematica, que dentre tantos, enfatizam-se, nesta pesquisa, as
caracteristicas, propriedades e aplicagdes do numero e

Normalmente, ele é apresentado como sendo uma base do logaritmo natural (In),
mas suas aplicagbes vdo muito além, sendo ferramentas importantissimas para
demonstracdes e aplicacbes em diversos ramos da Matematica, as quais serdo
apresentadas posteriormente neste trabalho.

Machado (1990) destaca que 0s numeros irracionais, implicitamente, fazem
parte de nossas vidas muito mais do que 0s nimeros racionais.

Diante disso, Pommer (2010) afirma que, ha varios modos de se definir o
namero de Euler. No ciclo béasico, é possivel entendé-lo e introduzi-lo, através da
interligagdo de vérios conceitos matematicos da Matematica Elementar do proprio
curriculo deste ciclo e, ainda, ilustrar e relacionar a outros conceitos, normalmente
abordados em Ensino Superior.

Monteiro (2007) retrata que um dos desafios de ensinar o nUmero € esta ligado
em parte, a sua incompreensdo, ja que as vezes, o professor é surpreendido com
imprecisdes e equivocos a respeito de suas caracteristicas e propriedades, confirmando a
dificuldade e a sutileza desse assunto. Monteiro (2007) destaca ainda, que as maquinas
de calcular, como as calculadoras e os computadores, sdo fundamentais para nos ajudar

em célculos envolvendo ndmeros irracionais, mas o cuidado que devemos tomar é que

elas podem induzir a pensar que 0 nimero e, por exemplo, é somente um nimero e por

mais sofisticados que sejam, suas memorias sdo finitas e ndo traduzem o resultado do
limite, ou seja, sdo necessarias demonstracBes especificas para justificar a
caracterizacdo de numero irracional.

Para Maor (2008) o namero € ficou internacionalmente conhecido pelo nimero
de Euler, em homenagem ao matematico suico, Leonhard Paul Euler (1707-1783), por
ter sido o ele a dar caracteristicas particulares e essenciais para a definicdo do nimero

em questao.
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Leonhard Paul Euler 1707-1783

Fonte:Eves-2004

Segundo Eves (2004), as contribui¢es de Euler para a Matematica sdo muito
numerosas, até mesmo para serem integralmente apresentadas neste trabalho logo
apenas algumas no plano elementar. Serdo apresentados para comecar, registra-se que

se deve a Euler a implantacdo das seguintes notacdes:

f(x) para fungdes,
e para a base dos logaritmos naturais,

a,b,c para os lados de um tridangulo ABC,

w

para o semiperimetro do triangulo,

-

para o inraio do tridangulo ABC,

para o circunraio do triangulo ABC,

MJJ

para somatorios,

[ para a unidade imaginaria +/—1.

Também, atribui-se a ele, a notabilissima formula e = cosx + isenx ‘que, para
x=7, se transforma em e” +1=0, uma igualdade que relaciona cinco dos mais
importantes nimeros da Matematica. Por processos puramente formais, Euler chegou a
um ndmero enorme de relacBes curiosas, como, por exemplo, e*=e™?. Um fato

importante que se conseguiu estabelecer é que todo nimero real ndo-nulo r tem uma

' A demonstracéo desta identidade sera apresentada em um capitulo especifico
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infinidade de logaritmos (para uma dada base), todos imaginarios se r <0 e todos,
excetoum, se r >0.

Ainda Maor (2008) destaca que, embora a literatura enfatize a importancia do
nimero €como a base dos logaritmos naturais, muitos matematicos que antecederam

Euler ja observavam uma caracteristica irracional nesse nimero.

Historicamente, os Babilonicos ja utilizavam uma aproximacdo do numero de
Euler para problemas de juros compostos. Jacob Bernoulli (1654-1705), famoso
matematico suico, estudou um problema de juros compostos em 1683, justificando
através de termos binomiais que o numero € estd compreendido entre 2 (dois) e 3 (trés),
uma aproximacao aceitavel até mesmo para a Matematica Contemporanea.

Segundo Maor (2008), o numero € foi descoberto atraveés de um problema de
juros compostos, que se traduz para uma versdo monetéria brasileira para uma melhor

discussdo. Desse modo, apresenta-se o problema da seguinte maneira:

Problema - Jodo emprestou ao seu amigo Pedro mil reais a juros de 100% ao
ano. Qual seria a quantia de dinheiro que Pedro teria de devolver a Jodo ao término de
um ano?

Discussao e possiveis solugdes — A principio, podemos perceber que no final de
um ano Pedro devolve a Jodo a quantia de mil reais e mais mil reais de juros, mas isso
seria 0 valor justo? Veja o porqué nas seguintes analises.

A discussdo inicial seria mil reais nos primeiros seis meses e 1000 + 500 reais
nos ultimos seis meses restantes, totalizando R$1.500,00 reais e os juros atribuidos
nestes ultimos seis meses, resultando em R$2.250,00 reais, isto é, 1,5 mil + 50% de
R$1.500,00 que é igual a R$2.250,00 reais. Porém, a discusséo continua, se o ano fosse
dividido em trimestres, meses, dias, horas e minutos, o resultado ainda seria 0 mesmao?
Observe-se as tabelas abaixo, a primeira indicando o trimestre e a outra indicando os

meses do ano:

Periodo Montante

1° trimestre 1 mil+ 25% de mil= 1,25 mil

2° trimestre 1,25 mil+ 25% de 1,25 mil = 1,25.1,25= 1,252 = 1,5625 mil

3% trimestre | 1,5625 mil + 25% de 1,5625 mil = 1,5625.1,25 = 1,253 = 1,953125 mil

4° trimestre | 1,953125 mil + 25% de 1,953125 mil = 1,254 = 2,4414063 mil

Tabela 1: Calculo para a aplicagdo de 1 mil, a 100% ao ano, supondo a correcao trimestral dos juros
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Periodo Montante
1° més 1 mil + 8,33% de mil = 1,083 mil
2° més 1,083 mil + 8,33% de 1,083 mil = 1,083. 1,083 = 1,17289 mil.
3°més 1,172889 mil + 8,33% de 1,172889 mil = 1,0832.1,083 = 1,0833=1,27024 mil.
12° més 1,083" = 2,6034 mil

Tabela 2: Calculo para a aplicagdo de 1 mil, a 100% ao ano, supondo a corre¢cdo mensal dos juros

Assim, a uma taxa de 100/360 = 0,278% ao dia, o devedor teria que pagar

1,00278°°, ou seja, 2,7166825 mil. Deste modo, 100
360.24

- 0,011574% a hora, teria que

ao final de um ano pagar: 1,00011574%%°%%= 1 00011574%° = 27181236 mil.

Agora , se a taxa for dada por minuto, haver-se-ia &:0,00019290%

360.24.60
por minuto, o que, em um pagamento de divida, de 1,000001929 **%4%° =2 7182618 mil
reais.

Pode-se observar que a medida que os periodos de tempo aumentam, ou seja ,
1 n
n—oo 0s valores a serem pagos [1+—j convergem para 0 numero e e, neste caso, 0
’ n

valor da divida seria de e mil reais. A resolucdo deste problema serd comentada
novamente de forma analitica mais adiante no segundo capitulo.

O trabalho de conclusdo de curso foi desenvolvido com o objetivo de fazer um
sucinto levantamento historico e tedrico do nimero e . Para isso, em primeiro momento
toma-se como base para a pesquisa bibliografica os livros da biblioteca da UEMS,
Unidade Universitaria de Cassilandia.

Aspectos que serdo observados no levantamento bibliogréafico e nas discussdes
durante a pesquisa estdo em detrimento da importancia das vérias possibilidades de
abordagem do numero de Euler, tema este que esta vinculado a valorizacdo da ideia e a
importancia da aproximacdo de numeros que sao de suma importancia para diversos
ramos da ciéncia e esclarece significados capazes de se fazer compreender o conjunto
dos nmeros reais, sendo a unido dos nimeros racionais com os irracionais.

No entanto, a pesquisa tomou como base os livros que fazem parte do acervo do

Curso de Licenciatura em Matemaética da UUC (Unidade Universitaria de Cassilandia),
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com o intuito de fazer um estudo das diferentes maneiras de como o nimero e é
apresentado e qual sua importancia nos diversos ramos da Matematica.

O trabalho foi desenvolvido e organizado em trés capitulos mais as
consideracdes finais. Sendo que no primeiro capitulo, destaca-se O numero de Euler e
os logaritmos, no qual sera apresentada de maneira sucinta, uma abordagem sistematica
da historia do nimero e aplicada aos logaritmos. No segundo - Uma viséo panorédmica
do numero de euler: abordagem teorica e pratica, - apresenta-se uma abordagem tedrica
do nimero e através de conceitos, demonstragdes, algumas abordagens nas fungdes e
no estudo de limites e derivadas de fungdes. J& no terceiro capitulo, Aplicacdo do
conceito do nimero de euler, destaca-se algumas aplica¢fes do nimero e nos modelos
de probabilidade e algumas técnicas para se chegar na resolucdo de uma equacédo
diferencial ordinaria,e por fim, apresentaremos as consideracdes e discussdes deste
trabalho.
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CAPITULO |
O NUMERO DE EULER E OS LOGARITMOS

Neste capitulo, serdo relatados alguns conceitos do nimero e aplicados aos
logaritmos, para tanto apresenta-se de forma sucinta a historia dos logaritmos e, a partir
deste conceito como referéncia, definir-se-d0 os logaritmos naturais, ou seja, 0
logaritmo na base e.

Segundo Garbi (2009), a gléria maxima da Matematica Britanica do século XVI
foi John Napier (1550-1617), astrénomo, engenheiro, fisico e matematico, pertencia a
uma familia nobre escocesa e foi um dos precursores da teoria dos logaritmos. Apés
anos de estudos sobre os logaritmos, demonstrando teoremas e propriedades, este
matematico publicou em 1614 um livro sobre o assunto intitulado Mirifici
Logarithmorum Canonis Disciptio (Descri¢do da Maravilhosa Lei de Logaritmos).

Napier revolucionou a aritmética pelo fato de apresentar métodos para tornar
menos trabalhosos os calculos aritméticos, tais como a adigdo, a subtracdo, a
multiplicacdo, a divisdo, a potenciacdo e a radiciacdo, utilizados em astronomia,
principalmente em viagens maritimas.

Eves (2004) relata que a palavra logaritmo provém do grego logos = razéo e
arithmos = ndmeros, ou seja, “ntimero de razdo” e foi introduzida por Napier, cuja
grande descoberta sobre os logaritmos foi 0 que em suas demonstracdes se apropriava
do método que assemelha a prostaférese, que constitui em tornar a multiplicacédo e a
divisdo em operac6es simples de adi¢éo e subtracéo.

A férmula trigonométrica 2cos Acos B =cos(A+ B) +cos(A— B) é um exemplo
disso e ja era bem conhecida na época de Napier. O interessante dessa importante
identidade trigonomeétrica, € que neste caso o produto dos dois nimeros, 2cos AcosB, é

substituido pela soma dos dois nimeros, cos(A+ B)+cos(A—B). Além desta relagéo

trigonométrica existem outras trés, as quais se procedem da mesma ideia:

2cos Acos B =sen(A+ B) +sen(A—B)
2cos A senB = sen(A+ B) —sen(A—B)
2senA senB = cos(A— B) —cos(A+ B)
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Estas quatro relacGes trigonométricas sao conhecidas como férmulas de Werner.
Isto se deve ao fato de o matematico alemdo Johannes Werner (1468-1528) té-las
utilizado para simplificar calculos de comprimentos relacionados a astronomia.

Para Boyer (1996), a abordagem de Napier, diferencia da prostaférese
propriamente dita, pois se baseia nos termos de uma progressao geométrica de poténcias
inteiras b, b3,b%,...,b", ...,b",... aos da progressdo aritmética 1, 2, 3, 4,..m, ...,n ..., logo o
produto de dois termos da progressdao geométrica b™.b" =b™"esta associado a soma
m-+ n dos termos correspondentes da progressao aritmética.

Assim, para manter 0s termos da progressdo geomeétrica suficientemente
préximos da interpolacdo de termos da progressdo aritmética, Napier apropriou-se de
um valor de b bem proximo de 1, que ele optou pelo nimero dado 1-107(ou

0,9999999), para ter um equilibrio e evitar decimais, multiplicou cada poténcia por

107, isto &, se N =107(1-1/107)", entdo L & o logaritmo de Napier do nimero N .
Desse modo, seu logaritmo de 107 ¢ 0, seu logaritmo de 10" (1—1/10") =9999999 é 1, e
assim por diante.

Ao dividir seus niimeros e logaritmos por 10" haveria virtualmente um sistema

de logaritmos de base 1/e,

10 n
[1— %) = Iim(l— lj 1 ( veremos mais adiante esta demonstracéo)
n—oo n e

Boyer (1996) afirma que Napier ndo possuia o conceito de base de um sistema
de logaritmos, pois sua definicdo era diferente da que se conhece hoje.
Segundo Eves (2004), a definicdo de Napier pode ser traduzida da seguinte

maneira:

y

Nap Iogy:Iogl,e(Wj, esta relacdo quebra a dicotomia de estabelecer os

logaritmos neperianos (In), como sendo um logaritmo natural, devido ao fato de que os
logaritmos neperianos decrescem conforme 0s ndmeros crescem, justamente ao
contrario do que ocorre com o0s logaritmos naturais.

A definicdo de logaritmos apresentada nos livros didaticos é representada da
seguinte maneira por lezzi (1997): sendo ae b nimeros reais positivos, com a =1, chama-
se logaritmo de b na base a, o expoente X ao qual se deve elevar a base a de modo que a

potencia a* sejaiguala b .



18

Simbolicamente, log,b=x<a* =b

Na expressdo log, b = x, temos:

° a é a base do logaritmo;
° b é o logaritmando;
° X € o logaritmo;

Normalmente, quando os logaritmos sdo apresentados somente como logb ,dizemos
que a base do logaritmo é decimal, ou seja, logh=x<«10"=b e quando o logaritmo é
representado por In a base do logaritmo sera o nimero e, que é equivalente a log,b=Inb.

Uma importante demonstracdo do conceito de logaritmo natural (In) € dada por

Lima (1991), na qual ele constituiu o conceito do nimero e utilizando a area de uma
faixa hiperbdlica.

Para Lima (1991), esta demonstracdo foi realizada primeiramente em 1647 por
um padre jesuita belga, Gregory Saint Vincent (1584-1667), em seguida também por
Isaac Newton (1642-1727) em 1660, sendo que ambos reconheceram uma relacédo
estreita entre a area de um faixa de hipérbole e os logaritmos. Embora nenhum dos dois
tenha identificado realmente essa area com os logaritmos naturais, nem tenham
reconhecido o0 numero e, suas observacGes pioneiras mostram que a concepcao
geométrica de uma funcdo logaritmica é uma ideia muito antiga, com mais de trés
séculos e meio de existéncia. Além de antiga, ela € natural e intuitiva, porque constitui
uma excelente introdugdo ao Célculo Integral.

Entretanto, daremos 0s primeiros passos no sentido de expor essa concepcao,
introduzindo a definicdo de aréa de uma faixa de hipérbole. Para isso, suponha-se que
seja fixado no plano um sistema de eixos cartesianos, isto é, duas retas orientadas e
perpendiculares entre si. Cada ponto do plano ficara entdo representado por um par
ordenado (x, y) de numeros reais, que sdo suas coordenadas em relacdo aos eixos
previamente fixados, sendo x a abscissa e y a ordenada do ponto em questdo. Por

simplicidade, apresenta-se apenas o ponto (x, y), em vez de 0 ponto cujas coordenadas

séo xey.
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Seja H o ramo positivo do grafico da fungdo y=1/x, isto é, da funcdo que
associa a cada numero real positivo x o nimero y=1/x. H é o subconjunto do plano

constituido pelos pontos da forma (x,]/x), no qual x >0. Em simbolos,

H :{(x,y);x>0, y:%}, (1.a)

Geometricamente, H € o ramo da hipérbole xy =1 que esta contido no primeiro
quadrante, ou seja, um ponto (x, y) do plano pertence ao conjunto H se e somente se,

x>0e xy=1.

< |~
TN
x
< | =
~—

»
>

X X

Figura 1.a: Grafico da funcdo f(x)=1/xparax>0

Uma faixa de hipérbole é obtida quando fixamos dois nUmeros reais positivos
a,b, com a < b, e tomamos a regido do plano limitada pelas duas retas verticais

x=a,Xx=b, pelo eixo das abscissas, e pela hipérbole H, essa regido sera indicada pelo

simbolo H..
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® |

»
»

X

Figura 1.b: A regido hachurada é a faixa H.

Portanto, a faixa H? é formada pelos pontos (x, y) cujas coordenadas cumprem

simultaneamente as condicbes a<x<b e 0<y<Il/x.Na notagdo da teoria dos

conjuntos, tem-se:

H;’:{(x,y);aéxéb,OS ygi}. (1.b)

Sera demonstrado agora como se proceder a fim de calcular a area de uma faixa
HY.

Por meio de pontos intermediarios, decompomos o intervalo [a,b] em um
ndmero finito de intervalos justapostos. Com base em cada um dos intervalos [e,d] da
decomposicdo ( onde e<d), considera-se o retdngulo de altura igual a 1/d . O vértice
superior direito desse retangulo sera chamado de um retangulo inscrito na faixa H? e

toca a hipérbole H. A reunido desses retangulos inscritos constitui o que serd chamado

de poligono retangular inscrito na faixa H?.
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a C d e '

Figura 1.c: Poligono retangular Inscrito na faixa H:.
E facil calcular a area de um poligono retangular inscrito numa faixa, quando se
conhecem os pontos de subdivisio do intervalo [a,b].
Para calcular a area de uma faixa HJpodemos também adotar o seguinte
método: dada uma decomposicdo de [a,b] em intervalos justapostos, sobre cada
intervalo[c,d] da decomposicéo, em vez do retangulo inscrito com base [c,d], sera

considerado o trapézio secante, que tem a mesma base, 0s dois lados verticais tendo

comprimento 1/c e 1/d respectivamente, de modo que dois dos seus vértices toquem a
hipérbole H. Como a curva y =1/x tem a concavidade voltada para cima, esse trapézio
contém a faixa H.em seu interior. A reunifo dos trapézios assim obtidos forma um
poligono trapezoidal secante a faixa H” e a area desse poligono da uma aproximagéo

por excesso da area de H..

Convém observar que, como os lados inclinados desses trapézios se aproximam
mais da hipérbole Hdo que as bases superiores dos retangulos inscritos, as

aproximacdes obtidas deste modo sdo melhores as encontradas da maneira anterior. Isto

se d4, mais acentuadamente, nos pontos mais proximos de 0, isto €, em faixas H? com

a e bpequenos. De fato, para valores pequenos de x, a curva y=1/x é muito
inclinada.
Por outro lado, para valores muito grandes de x, a hipérbole y=1/x é pouco

inclinada (isto €, quase horizontal) e, portanto, a base superior do retangulo inscrito é
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uma boa aproximacdo para a curva. Muitas vezes, porém, necessitam-se de

aproximagoes inferiores. Assim, é através de aproximagdes superiores, por exemplo, que
nunca se podera concluir que a area de H,’ seja maior que um.

Como ilustracdo calculemos uma aproximacdo superior para H13 pelo método dos
trapézios secantes, decompondo o intervalo [1,3] em 8 intervalos de mesmo comprimento, igual
al/a.

Com este calculo, obtém-se 8(oito) trapézios, sendo a area de cada um igual a

1/8 (metade do lado horizontal) vezes a soma dos lados verticais. Ora os lados verticais
desses trapézios tém medidas 1/x, no qual x=1, x=5/4,x=6/4, etc. As medidas dos

9(nove) lados verticais sao:
1 08 0571 05 0,444 04 0,363 0,333.

N

T

10 11
4 4

v

1E Z2g 3 X
4 4 4

~lo

Figura 1.d: Aproximagéo de H.’por trapézios secantes.

A éarea de poligonos trapezoidal secante,é igual a soma das areas dos 8(oito)

trapézios, vale, portanto,
%[(1+ 0,8)+(0,8+0,666)+ (0,666 + 0,571)+(0,571+0,5)+ (0,5 + 0,444)
+(0,444 +0,4)+ (0,4 +0,363)+ (0,363 + 0,333)).

Esta expressao pode ser simplificada:

%[0,5 +0,8+0,666+ 0,571+ 0,5+ 0,444 + 0,4 + 0,363 + 0,166] = %10 =11025.
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Se comparado este resultado com a aproximacao inferior, é possivel escrever:
1,0198 < Area(H,’) <1,1025.

De modo anélogo, é possivel considerar, sobre cada intervalo [c,d], dois lados
verticais (cujos comprimentos sao, como € possivel ver adiante, irrelevantes) e cujo lado
inclinado é a tangente a hipérbole tirada pelo ponto de abscissa (c+d)/2, que sera
chamada de tangente pelo ponto médio. Esse trapézio serd chamado o trapézio tangente
a hipérbole no intervalo [c,d], ficando subentendido que essa tangente serd sempre

tracada pelo ponto médio do arco cd da hipérbole.
A area do trapézio tangente €
d-c

d+c’
pois 2/(d +c) € sua base médiae d —c € sua altura.
A reunido dos trapézios tangentes (relativos a uma decomposicdo dada do
intervalo [a,b] é 0 que sera chamada de poligono trapezoidal tangente a faixa H?). Sua
area é uma aproximagcao por falta da aréa de H.

Sera demonstrado a seguir que a aproximacdo dada pelos trapézios tangentes é
melhor do que a dada pelos trapézios secantes.

Com efeito, em cada intervalo [c,d] da decomposicao, ao se aproximar a area da
faixa de hipérbole H? pela area do trapézio tangente, o erro cometido é menor do que

guando se aproxima a mesma area do trapézio secante:

N

c+d

Figural.e
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Para se convencer disso, considere a parte da figura acima compreendida entre a
tangente e a secante. Trace duas secantes auxiliares, AB e BC .

A soma das areas dos triangulos hachurados é igual

Figura 1.f

A soma das areas dos tridngulos ndo hachurados [igual ao segmento vertical

médio vezes (d —c)/2]. Logo a parte do trapézio secante que excede H’ tem érea
maior do que falta ao trapézio tangente para igualar H? .

Observacdo: usando trapézios tangentes, a decomposicdo de [1,3] em 8(oito)

subintervalos de comprimento 1/4 e fornece a aproximagéo por falta

2,2 2 10963,
o 11 " 23

para a area de H?. E possivel notar que o valor dessa area com quatro algarismos

decimais exatos é 1,0986.
O fato mais importante a respeito das areas das faixas de hipérbole é expresso

pelo teorema abaixo:

Teorema. Seja qual for o ndmero real, k >0, as faixas H’e HJ tem a mesma

area.

Demonstracdo: E necessario, primeiramente, atentar-se para o seguinte fato:

dado um reténgulo inscrito em H, cuja base é o segmento [c,d] do eixo das abcissas, 0
retangulo inscrito em H e com base no segmento [ck,dk] tem a mesma area que 0

anterior. Com efeito, a area do primeiro é igual a

1 c
d- —=1-—
(d—c)x g =1-=
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enguanto a area do segundo sera dada por

1 c
dk —ck)x + =1-C.
(ak —ak)x =13
Y

N

2|
%/

Considera-se agora um poligono retangular P, inscrito em H?. Se multiplicados
por k , cada uma das abcissas dos pontos de subdivisdo de [a,b], determinada por P,

obter-se-4 uma subdivisdo do intervalo [ak,bk] e, portanto, um poligono retangular P*,
inscrito na faixa H®

Cada um dos retangulos que compdem P'tem a mesma area que o retangulo
correspondente em P. Logo, a area de P' é igual a de P.

ys

00
17

Figura 1.h
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Conclui-se assim que, para cada poligono retangular inscrito em H?, existe um
inscrito em H® com a mesma éarea. Analogamente (dividindo abcissas por k) seria
possivel ver que, para cada poligono retangular Q' inscrito em H2;, existe outro Q, de

mesma area, inscrito em H_. Isto significa que as areas destas duas faixas sdo nimeros

que possuem exatamente as mesmas aproximacoes inferiores, e portanto sao iguais.

y4

érea( HI J =érea (H ;)

1
2

3

Figura 1.i

Uma consequéncia deste teorema é que € possivel restringir tal consideracédo as

areas das faixas da forma H;, pois
Area(H?)= Area(H"*)= Area(H) c=b/a

Quando a<b<c, o leitor verificara, sem dificuldade que

Area(H? )+ Area(H¢ )= Area(HS) (%)

A fim de manter a validez da igualdade acima para quaisquer a,b,c reais, sera

convencionado que

Area(H?)=0 e Area(H?)=—Area(H;)
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Esta dltima convencdo implica em considerar areas negativas, assim,
Area(H§)= —Area(Hf)<O. Isto contraria a tradicdo, mas em compensacio, a

igualdade (*) acima se torna valida sem restri¢cGes. Provém-se entdo esta afirmacéo.

Figura 1.j
Por exemplo, se ¢ < a <b,temos

Area(H?)= Area(H? )+ Area(H")
Dai segue:

Area(H? ) Area(H? )+ Area(H?)
Ou seja,

Area(H b )+ Area(H N ) = Area(H ;) *)

O leitor podera demonstrar, do mesmo modo, a validez da igualdade (*) nos
4(quatro) casos, que s&o:

a<c<b, b<a<c, b<c<a, c<b<a
Mesmo que se tenha a=c,a=b,b=c,oua=b=c, adesigualdade (*) ainda se
mantém verdadeira. Isto é trivial, pois a=c, por exemplo, faz com que a igualdade se

torne

Area(H?)+ Area(HZ)=0,

O que é evidente. O leitor pode examinar os 3(trés) demais casos.
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Observagio: O teorema que afirma serem as areas de (H°)e (HZ)iguais

a
continua valido mesmo com esta convencdo de sinais. De fato, ainda que tenha b<a,
sera também bk < ak, pois k > 0. Portanto, se for b <a teremos
Area(H?)=—Area(H?)=—Area(HZ)= Area(HZ).

Com as proposicbes e teoremas anteriormente apresentados, a definicdo de
logaritmos naturais dada por Lima (1991) segue da seguinte maneira.

Sendo x um namero real positivo, serd definido o logaritmo natural de x como
a area da faixa H;. Assim, por defini¢do, quando x> 0, escrevendo Inx, logaritmo
natural de X, obtém-se:

Inx = Area(H})

E possivel lembrar que a convencéo de tomar Area(H1X)< 0, na qual

yﬂ‘

1 X X

Fiaura 1.1:A area hachurada é iqual a In x.

0 < x <1 sera sempre adotado.

[

1 X

Uiy

Figura 1.m: Quando 0 < x <1, In xé a area da faixa
hachurada, com o sinal menos.
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Em particular, quando x =1,H, reduz-se a um segmento de reta, portanto tem a

area igual a zero. E possivel, entdo, escrever

In1=0;
Inx>0 se x>1
Inx<0 se O0<x<l.

N&o esté definido Inx quando x <O.

O logaritmo que estd sendo definido é, por alguns autores, chamado de
logaritmo neperiano, embora seja preferivel chaméa-lo de logaritmo natural, mesmo
porque o logaritmo definido por Napier tinha valores diferentes deste. Mais adiante,
serdo introduzidos outros logaritmos, menos os decimais.

Uma aproximacgdo inferior para In2 serd fornecida pela area do poligono
retangular escrito na faixa H?,formado por 10(dez) retangulos, cujas bases medem 0,1
e sdo os dez Ultimos valores de 1/x na lista acima. A &rea desse poligono retangular sera

portanto igual 0,6685. Obtemos assim 0.6685 como um valor aproximado (por falta) de
In2.
Para se ter uma aproximacao por excesso do valor In2, serdo considerados 0s

10(dez) trapézios circunscritos a faixa H7,determinados pela mesma subdivisdo. A

soma das dez areas desses trapézios sera igual 0,6935, como o leitor facilmente
constatara.

Desse modo, torna-se possivel afirmar que In2 é um nimero compreendido
entre 0,6685 e 0,6935. Entre outros termos:

0.6685<1n2<0.6935.

Comprovado que as aproximacdes trapezoidais sdo melhores do que as
retangulares, fica claro que o valor de In2, com 4(quatro) algarismos decimais exatos €
0,6931.

Em virtude dos teoremas e proposi¢fes anteriores, 0 nimero e sera definido
partindo da ideia de que existe um Unico namero real positivo, cujo logaritmo natural é
igual a um tal namero representado pela letra e.Este nUmero é a base do sistema de
logaritmos naturais.

Portanto, as afirmagdes "logx=1" e "x=¢€" sdo equivalentes. Em simbolos,

tem-se:

Inx=1 < x=e.
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Figura 1.n

Vé-se imediatamente que e >1, pois 0s nimeros reais positivos menores do que

1 tém logaritmos negativos.Lembrando o significado geométrico dos logaritmos
naturais, é possivel observar que a faixa H; tem area 1.

Dessa forma, a faixa H/tem area menor do que 1, enquanto que H,tem area
maior do que 1. Em outras palavras: log2 <1<log3. Conclui-se entdo que 2<e<3,0u

seja, que 0 numero e estd compreendido entre 2 e 3.

Pode-se demonstrar que o nimero e € irracional. Portanto, seu desenvolvimento
decimal ndo termina nem ¢é periddico. Um valor aproximado de e, com 12(doze)
algarismos decimais exatos, €:

e =2,7182818284509.

Uma das principais caracteristicas para o desenvolvimento da matemaética foi
sem ddvida a utiliza¢do dos logaritmos naturais In, ou seja, logaritmos na base e .

Decorreram da definicdo de logaritmo as seguintes propriedades:
1. log,1=0, pois a° =1;

O logaritmo de 1 em qualquer base a é igual a 0,
2. log,a=1,pois a' =a;

O logaritmo da base, qualquer gque seja ela, € igual a 1,

3. a"%"=b, pois o logaritmo de bna base a é justamente o expoente que se

deve dar a base a para que a poténcia fique igual ab;

A poténcia de base ae expoente log,b éigual ab.
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Propriedade 1( Logaritmo Natural (In) do Produto):
O Indo produto de dois nimeros reais e positivos € a soma dos In dos nimeros,
ouseja:se O<e=#1, b>0 e c>0,entdo:
In(b-c)=Inb+Inc,
Demonstragéo: Fazendo Inb=x, Inc=y e In(b-c)=z, vem:
Inb=x=¢e“=b
Inc=y=¢e’=c —e' ==V =>z2=Xx+Yy
In(b-c)=z=¢e"=h-c
Essa propriedade também é valida para o (In) de trés ou mais numeros reais e
positivos, ou seja: se 0<e=1e b >0, b, >0,entdo:

In (b,-b,-...-b,)=In b +In b, +...+Inb,.

b,>0,b,>0,b, >0

Propriedade 2( Logaritmo natural (In) do Quociente):
O Indo quociente de dois numeros reais e positivos é a diferenca dos In dos

nameros, ou seja: se O<a=1, b>0 e ¢ >0, entdo:

Inagzlnab—lnac (1.d)
c

Demonstragdo: Fazendo Inb=x, Inc=y e In(b/c)=z, vem:

Inb=x=¢e"=b )
e _ _
Inc el =c e’ ; e’ ="V =>z=x

In(b/c)=z=¢e*=bl/c

Propriedade 3: Logaritmo (In) da Poténcia:

O logaritmo de uma poténcia de base real positiva é igual ao produto do

expoente pelo logaritmo da base da poténcia.
Seja0<e=1,b>0entdoln b" =r-Inb paratodor € IR (1.e)

Demonstragdo: Fazendo Inb=x, Inb" =y , vem:

Inb=x=¢€"=b Vo N
Inb" = y— e’ =b' =e’ =(e")" = y=xr oque completa a demonstracéo.
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Estas trés propriedades séo validas para 0<e=1, b>0 e ¢ >0, 0 que permite
obter o In de um produto de um quociente ou de uma poténcia, sendo conhecidos
apenas os In dos termos do produto, ou termos do quociente, ou da base da poténcia.

Expressdes que envolvem apenas operacdes de multiplicacdo, divisdo e
potenciacdo sdo chamadas expressdes logaritmicas, pois podem ser calculadas
utilizando logaritmos na base e.

Ha situacbes em que surgiu um logaritmo em certa base e tornou-se necessario
converté-lo a outra base. Assim, destaca-se a 42 propriedade:

Propriedade 4 (Mudanca de Base)

Seja 0<e=1, 0<a=#1 b>0 entdo Iogbazln—a (1.f

Inb
Demonstracdo: Se log,a=x<a=b"* logo

Ina
—=x<Ina=Inbx

Inb

Inb.x

Ina=Inbx<a=e
Aplicando a propriedade 3(trés) tem-se a =e"™”" pela definicdo 3(trés) e obtém-
see™”” =p*

Portanto, a=e""" < a =b* que completa a demonstracéo.
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CAPITULO 11
UMA VISAO PANORAMICA DO NUMERO DE EULER:
ABORDAGEM TEORICA E PRATICA

Segundo Maor (2008), o numero de Euler, e, ja aparecia em problemas antigos
de maneira implicita, mas ndo era evidente uma posicao teorica sobre as caracteristicas
irracionais desse numero.

Neste capitulo, serdo apresentados aspectos tedricos da composi¢do do nimero

e, assim como as aplicacdes que decorrem desta abordagem teorica.

2.1 Sequéncias Numéricas a Determinacéo do Numero e

Segundo Avila (2006), um importante exemplo de sequéncia monétona € a
sequéncia que vamos considerar a seguir, e que define o nimero e, base dos logaritmos
naturais.

Foi visto anteriormente que esse nUmero surgiu na matematica pela primeira vez
no inicio do século XVIII, na consideracdo de um problema de juros compostos
instantaneamente. Nesse contexto, ele é definido mediante o limite cuja representacéo é

e= Iim(1+ ijn (2.a)

Trata-se de uma forma indeterminada do tipo 1*, pois, enquanto o expoente tende a
infinito, a base 1+1/n tende decrescentemente a 1.

O objetivo aqui serd provar que a sequéncia que define e é crescente e limitada,

portanto, tem limite. Pela formula do binémio de Newton

(a+b)”=(nJ-a”-b°+(nj-a“-bl+£nj-a”2-b2+...+[n )-al-b“+£nj-a°-b”, 2.b)
0 1 2 n-1 n

onde a=1e b=1/n. Considerando a, o resultado da sequéncia temos:

. :(“ljn Zi(:]ir=1+Zn:n(n_l)"'(n_[r_l])% 2.0

n r=0 n =1 r!
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Segue que:

a, —1+rzl: . (1—-}(1—%). (1—%1] (2.d)
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Desta forma, pode-se considerar que

a<z —2+ e +l<2+1+1+ .+i7<3. (2.8)
iy o2 T

Numa linguagem matematica mais voltada ao calculo, quando ntende a infinito,

1/n tende a zero. Assim, pode-se escrever

n—o0

lim 1+1 =1+1+1.(1—0).(1—O)+...=1+1+1+£+...=2,718281828...
n 2! 21 3

n—o0

Portanto, e = Iim[1+ 1) =2,718281828... (2.9)
n

A famosa identidade de Euler (eiX =C0S X+1 sen x) que liga a trigonometria a
fungéo exponencial, pode ser demonstrada tambem através de séries, de seno, cosseno e
da exponencial. Para Eves (2004) ela ja aparecia antes sob forma logaritmica

apresentada por matematicos no inicio do século dezoito.
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. 3 x> X
Série de seno: senx =X——+—+—+... (2.h)
3 5 7
2 4 6
Série do cosseno: cosx =1— > + X 1 X 4 (2.1)
21 4 6l
) 2 3 4 5
Série da exponencial: e* =1+ix — — — i~ + X 4iX 4 @.j)

2! 3 4 5!
Combinando (2.i) e (2.j), obtém-se
2 3 X4 ] X5

. D G
cosx+isenX =1+iIX———-1—+—+1—+
20 3 4 5

(2.1)
Portanto, cosx-+isenx=e", onde xeIR e i=+/—1é o nlmero imaginario de
Euler.

Se considerarmos x =180°= z rad em (2.1), tem-se:

cosz +isenzr =" = -1+i0=¢"

Portanto,

e” +1=0 (2.m)

Da identidade cos x + isenx = e™ sdo desenvolvidas duas relacdes importantes:

™ = cos X+ isenx (2.n)
e™ = cos X —isenx (2.0)

e Adicionando (2.n) com (2.0) temos

. cosx:% (2.p)

e Subtraindo (2.n) com (2.0) temos

ix —ix

e
° - - 2.
senx T (2.9)

2.2 Funcgdes Exponenciais e Logaritmicas de Basee

A funcdo logaritmo natural f(x)=In(x) em consequéncia de uma funcdo

exponencial de base e dada por f(x)=e". Suas principais caracteristicas serdo

abordadas através de uma analise grafica como se pode verificar abaixo:
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" gix)=f'(x)=¢

fix) =Inx

Figura (2.1.a): Graficode f(x)=In(x) e f(x)=¢"

Algumas analises a partir da analise grafica podemos destacar:

A funcdo logaritmo natural, f(x)=In(x), € definida por f:IR" —>IR.
Podemos observar pontos importantes como P(e,1), ou seja, f(e)=In(e)=1,
P@/e,—1),ouseja, f(l/e)=In(l/e)=-1e P(0),ouseja, f(1)=InT)=0.

Quanto a funcdo exponencial de base e dada por f(x)=e" é definida por
f:IR — IR". Destacam-se pontos importantes como P(l,e) ou seja f(l)=e'=e,
P(-1,1/e),ouseja f(-1)=e™ =1/e e P(0,1), ou seja, f (0) =’ =1.

Destacamos também que:

A funcdo f(x)=In(x) por ser definida f:IR" — IR é uma funcdo injetora
pois f (x,) =In(x) = f(X,) =In(x,) e sobrejetora pois sua imagem é igual a seu
contradominio CD, = IR =IM, logo bijetora, portanto admite inversa.

Ja a fungdo f(x)=e* por ser definida f:IR — IR"™ é uma fungdo injetora,
pois f (x) =In(x) = f(X,) =In(x,) e sobrejetora, pois sua imagem é igual ao seu

contradominio CD, = IR, = IM, logo bijetora, portanto admite inversa.

E possivel observar que as fungdes f(x)=In(x) e f(x)=e* sdo inversas uma

da outra, pois o dominio da funcdo logaritmo natural é igual a imagem da funcgéo

exponencial de base e.
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Através das definicGes anteriores podemos demonstrar que [e*]™" =In(x), ou
seja, as funcbes f(x)=In(x) e f(x)=e" sdo inversas.

Por definicdo temos e'™ =xaplicando In em ambos os lados temos
Ine'™ =Inx utilizando a propriedade 1.e temos que

Ine’™ =Inx — f(x).Ine=Inx  como Ine=1 portanto f(x)=Inx.

Uma das extensBes dos estudos sobre nimero e estdo relacionadas as fungdes

X =X

hiperbdlicas. Segundo Flemming (1992), as expressfes exponenciais

X —X

e +e

, ocorrem frequentemente na Matematica aplicada, definidas abaixo.

O comportamento dessas fun¢Ges nos conduz a fazer uma analogia com as
funcBes trigonomeétricas, pois tais funcdes sdo definidas no ciclo trigonométrico e as
funcBes hiperbdlicas sdo definidas na hipérbole equilatera.

A funcéo seno hiperbolico, denotada por senh, e a funcdo cosseno hiperbdlico,

denotada por cosh, sdo definidas, respectivamente, por:

eX _ef)( X —X

e +e

senhx =

(2.1.8) e coshx = (2.1.b)

O dominio e imagem das fun¢des senhe cosh séo:
D(senh) = (— o0, +00),
D(cosh) = (- o0,+00),
Im(senh) = (— oo, +o0) e
Im(cosh ) = (— oo, +00).
O gréfico da funcdo senh é dado na figura 2.1.b. e pode ser obtido pelo método

chamado de adicdo de ordenadas. Para usar essa técnica, serdo esbocados os gréaficos

. 1 1 .
das funcbes Eex e —Ee e somados as respectivas ordenadas.

'l y=sen h x

; Y=-1/2¢”"

Figura2.1.b
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Figura2.1.c

A funcéo cosseno hiperboélico pode ser usada para descrever a forma de um cabo
ou corrente flexivel, uniforme, cujas extremidades estdo fixas a uma mesma altura.

Na figura 2.1.d foi desenhado um fio de telefone ou de luz. Observa-se que a
curva representada pelo fio aparenta a forma de uma parabola, no entanto, é possivel
mostrar que a equacao correspondente é:

y=cosh(x/a), aeR. (2.1.0)

Esta curva recebe a denominacéo catenaria vista na figura 2.1.d.

v

X

Figura 2.1.d: Representagéo de um fio esticado entre dois postes

As quatro fungdes hiperbdlicas restantes podem ser definidas em termos de

senh e cosh.
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As funcgdes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbolicas, denotadas

respectivamente por tgh, cotgh, sech e cosech sdo definidas por:

_senhx _e*—e”

tghx = =— (2.1.d)
coshx e*+e
cot ghx = cosh x _ eX +e7X (2.1.6)
senhx e"—e
sechx=—+ = ~ 2 — (2.1.1)
coshx e*+e
cosechx = 1 2 (2.1.9)

senhx e*+e*’

Os graficos dessas fun¢des podem ser vistos na figura (2.1.e.,2.1.f,2.1.9,2.1.h)

v

y=tgh

Figura2.l.e
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Ay
1
! X
-1
y = cotgh x
Figura 2.1.f
yA

y = sech x

Figura: 2.1.9

><V

y = cosech x

Figura 2.1.h
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Muitas identidades analogas as conhecidas para funcbes trigonométricas séo

validas para as fungdes hiperbolicas. Por exemplo, pode-se verificar que

cosh?u —senhu =1 (2.1.h)

Esta identidade é analoga a identidade trigonométrica cos?u—sen®u =1 e pode

ser usada para justificar o adjetivo “hiperbodlico” nas definigoes.
De fato, a identidade cosh?u —senh®u =1 mostra que o ponto P de coordenadas

(cosht, senht)esté sobre a hipérbole unitaria x> —y* =1 (2.1.i).

Figura 2.1.i

X —-X

e +€

X = cosh(x) = (2.1.h)

e —e™" 2.1.))

y = senhx =

Demonstracio: Partimos de x* — y® =1. Substituindo (2.1.h) e (3.1.j) temos

2 2
(ex +exj (ex —eXJ _eMr2etetye —e¥ r2ete e defe
2 2 ) 4 4T

Portanto x* —y* =1<> cosh?2(x) —senh2(x) =1
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Aspectos tedricos relevantes ao numero e sdo desenvolvidos através dos

conceitos de limites no infinito que gera lim (1+1/x)* =e, na qual servira de base para
X—>+to0

demonstragdes de diversos teoremas.

Proposicdo 1: lim (1—£j :1 (2.1.0)

X—>to0 X e

x 1 1 ]
Demosntragdo: Chamando u=—,tem—sex=—. Quando X -—oco concluimos
X u

u—>0 |,

Seja L= Iirrg(l—i} . Aplicando Inem ambos os lados da expressdo, tem-se
u— u

InL=Iim In(l—lj
u—0 u
Aplicando a propriedade deIn (1.e) no lado direito da expressao, tem-se

InL=Ilimu In(l_lj —lim In(u-1/u)
u=0 u u—0 1/u

Aplicando o limite nesta Ultima expressdo, € possivel verificar que ha uma

indeterminagdo 0/0 na qual pode-se aplicar a regra de L’Hospital.

Logo, para InL =lim assim

In(u—1/u) s f(uy=In(u-1/u) = f'(u)=1/u2
u—0 1/u

g(u)=1/u=f'(u)y=-1/u?
1

— lim _U? —lim(—
InL_Iulgg 1<:>InL LILT(])( 1)

uZ

Pela propriedade de limite Iirrg—lz —1 entdo tem-se
U—>!

InL=-1<e*=L.Logo L= 1 e, portanto
e

lim (1—3) = E
X—>to0 X e

1
Proposigéo 2: Iing(1+ X)x =€ (2.1.m)

x 1 1 ]
Demonstragdo: Chamando u=—tem—-sex=—. Quando x—0 concluimos
X u

Uu—oo . AssIim,
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: 1Y : 1
I|m(1+—j =e. Portanto, Img(1+ X)x =e

U—o0 u

X

Proposicdo 3: lim2—=—Ina (a>0,a=1) (2.1.n)

x—0 X

Demonstracédo: Fazendo t =a* —1, temos
a‘=t+1. (%
Aplicando o Inem ambos os lados na igualdade (*), obtém-se
Ina* = In(t+1)
Aplicando a propriedade (1.e) do In da poténciaem Ina* =xIna tem-se
xlna = In(t+1)

In(t+1)
Ina

Quando x — 0, x #0 obtém t —0,t =0 e entdo, pode-se escrever

im& =t gim L
x>0 X T 0 In(t+1)
In(a)
Segue que
.a'-1 .
lim = Ina-lim
-0 X -0 In(t +1)

Aplicar e L"Hospital

lim = Iha-—=%
x>0 X lim In(t+1)
t—0

X

=Ina, onde completa a demonstracao.

.a
Portanto lim
Xx—0 X

X

=Ina, pode também, utiliza-la para obtencéo da

- . a
Decorrente da proposicdo lim
x—0 X

derivada de uma fungédo exponencial.
Se f(x)=a",(a>0ea=Lentdo f'(x)=a*Ina(a>0ea=l) (2.1.0)
De fato,

Demonstracdo: seja f(x)=a*(a>0ea=1). Aplicando a definicdo de derivada

£1(x) = lim - XHEA) = T(X) 2.1.p)
et AX
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tem-se
I . X+AX _ aX
o0 <t
X AX
fr(0=lim 2@ Y
Ax—0
a¥ -1

f'(x)=1lim a*-lim
Ax—0 Ax—0  AX

Ax-1
Aplicando (2.1.9) segue llxrl]o ~ =Ina e, assim, f (x):lm)a .

a™ -1
lim =a“Ina. Portanto f'(x)=a* Ina.
Ax-0  AX

Um caso particular é a derivada da funcdo f(x)=e".

Seja f(x)=e".Entdo f'(x)=¢€".Ine, como Ine=1, portanto f'(x)=¢e".

Cabe destacar que f (x) =e* é uma funcdo, cuja derivada é a propria fungdo f'(x)=e”.
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CAPITULO I11
APLICACAO DO CONCEITO DO NUMERO DE EULER

3.1 O NUmero e nos Modelos Probabilisticos

Neste topico, sera apresentado o nimero e nos modelos de probabilidade, e sera
observada que sua importancia transpde procedimentos teodricos de outras areas do
conhecimento matematico.

Para Fonseca e Martins (1994), a probabilidade em linhas gerais se desenvolveu
sob dois modelos probabilisticos: modelo de distribuicdo discreta de probabilidade e o
modelo de distribuicdo continua de probabilidade, ambos trazem uma aplicacdo do

ndmero e que serd tratada a seguir.
3.1.1 Distribuicgéo Discreta de Probabilidade: Modelo de Poisson

Simeéon Denis Poisson nasceu em Pithiviers, Franca, em 21 de Junho de 1781,
em 1798 entrou na Ecole Polytechnique em Paris e como primeiro colocado de sua
turma, atraindo imediatamente a atencdo dos professores da escola, que o deixaram livre
para escolher o que estudar. Teve como professores Laplace (1749 — 1827), Lagrange
(1736 — 1813) e Fourier (1768 — 1830), tornando-se muito amigo deles.

Fonte: Eves-2004

Os modelos de probabilidade baseiam-se no experimento probabilistico ligado a
ideia do acaso. A probabilidade surgiu como uma teoria voltada aos jogos de azar e se
propagou para diversos seguimentos da ciéncia, tornando-se importantissima para

analises experimentais.



46

O modelo de Poisson difere dos demais modelos discretos de probabilidade por
aparecer a condicdo de intervalo, seja de tempo, espaco, periodo de execugdo entre
outros.

Ainda para Fonseca e Martins (1994), a distribuicdo de Poisson, em muitos
casos, mesmo conhecendo o numero de sucessos, porém, torna-se dificil e, as vezes, até
sem sentido, determinar o numero de fracassos ou o nimero total de provas. Por
exemplo, considerando 0s automoveis que passam em uma esquina, mesmo sendo
possivel, em um determinado intervalo de tempo anotar 0 nimero de carros que
passaram, 0 numero de carros que deixaram de passar nessa esquina, ndo podera ser
determinado. Da mesma forma, em um rolo de fita colante, pode-se determinar quantas
emendas existem, porém, ndo é possivel contar quantas emendas ndo ocorreram.

Analisando os exemplos acima, verifica-se que ha uma variavel te quando

t — oo a probabilidade tende a aumentar.

Para encontrar a expressao que da a probabilidade de x sucessos em intervalo t,

algumas hip6teses precisam ser admitidas:

o P(X =LAt)= At
e P(X>1LAt)=0
e P(X =0,At)=1- jAt

e Asocorréncias e sucessos em intervalos sao independentes.
1 t
Tem-se que: At ==, logo: P(X =1L At)=A1—
n n

Para encontrar a expressdao que dad P(X,t), ou seja, a probabilidade de X

sucessos no intervalo t, pode-se calcular o limite de uma distributiva Binominal® com

A At :
parametros n e —. Assim: t
n

P(x,t)= Iim(nj(ﬁjx(l—ﬂjn_x (3.1.1.3)
n—ol X A\ N n

P(x,t) = lim n(n-1)n-2).(n—x+1) (it)" '(Pﬁjn(l—ﬁj_x

n-n-n...n X! n n

2P(x= k):(njpk(l— p)" ™ ,k=0,1,...n. onde p sucessoe 1— pfracasso e (”]z n!
k k) Kl(n—k)!
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P(x,t) = Iim{l(l—lj(l—g}..(l—X—Hj(l—ﬂjX}(l—ﬁjn A (3.1.1.b)
n—o0 n n n n n X!

Aplicando na expressdo (3.1.1.b) a propriedade do produto de limites, dos

limites infinitos Iim1=0, o limite fundamental Iim(l—lj :1 e limite de uma

n—-o N n—ow n e

constante limk = k temos:

n—oo

lim 1(1—%(1—3)..{1—"—*1](1—@]4} -1 (3.1.1.c)
n—oo n n n n

lim 1—%) =e—1M=eM (3.1.1.d)
now 1 X!

Substituindo (3.1.1.c), (3.1.1.d) e em (3.1.1.e) na equacdo (3.1.1.f), obtém-se:

p(x,t) = A g

(3.1.1.9)
X!

’

que é a formula para o calculo de varidveis com distribuicdo de Poisson onde A é o

coeficiente de proporcionalidade obtida pela média z4,, = At .

Vejamos uma aplicacdo do modelo de Poisson para modelos discretos de probabilidade.

Problema: Em média ha 2(duas) chamadas por hora num certo telefone. Calcular a
probabilidade de se receber no maximo 3(trés) chamada em 2(duas) horas e a probabilidade de
nenhuma chamada em 90 minutos.

e Resolucdo para a probabilidade de 3(trés) chamadas em 2(duas) horas.

Precisamos calcular no maximo 3 chamadas, ou seja, os valores de Xvariando de
0(zero) até 3(trés) chamadas durante as 2(duas) horas, para isso, tem-se:

P(X <3,2)=P(X =0,2)+P(X =1,2)+ P(X =3,2)=
Aplicando (3.1.1.f) em cada soma e encontrando o coeficiente de proporcionalidade

pela média 4, = At obtém-se.

Hu=At:2=At portanto u=2.
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p(x <32= W’ (4);‘541 J@yet (a)e

+
o 2! 3!

P(X <3,2)=0,0183+0,0732 + 0,1464 + 0,1952 = 43,31%.

e Resolugdo para a probabilidade de nenhuma chamada em 90 minutos
Como 2(duas) horas tem 60 minutos encontramos 0 coeficiente de

proporcionalidade da seguinte maneira.

H=A1:2=2.60 portanto /1:3:E
60 30

Para P(X =0, 90)aplicando (3.1.1.f)
90j°e-(28)
30

P(X =0,90)= ( =e°=0,0498 = 4,98%

o
3.1.2 Distribuicao Continua de Probabilidade: Modelo de Poisson

A distribuicdo continua de probabilidade fornece resultados dentro de um
intervalo diferentemente do modelo discreto de probabilidade, este modelo é
apresentado levando em consideracdo uma distribuicdo exponencial.

Segundo Fonseca e Martins (1994), sugere-se que a distribuicdo de
probabilidade do intervalo t, entre dois sucessos consecutivos de uma lei do modelo de
Poisson, é dada seguindo uma distribuicdo exponencial.

Sua funcéo densidade é dada por:
{ f(t)=0 parat>0

a (3.1.2.8)
f(t)=46 parat>0,41>0

O gréfico de f(t) é dada por:
fit
y

A

A

v

Figura3.1.2.a
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Funcdo Reparticéo
parat<0; F(t)=0

parat>0; F(t)= JZ AeMdt=1-e".

Grafico de F(t)
f(t)

A

Figura 3.1.2.b

Conhecida a funcéo reparti¢éo de t, pode ser facilmente determinar:
Pt>t))=1-F(t,)=1-[1—e |-
Veja o gréfico:

f(t)a

—tg

MNTRS

-V

Figura 3.1.2.c

S|

Quanto a media: ) =

. A 1
Quanto a variancia: o}y =— .
(t) 22
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Decorrente a este modelo de distribuicdo continua de probabilidade, € possivel

verificar uma aplicagéo envolvendo o modelo de Poisson.
Problema: Os defeitos de um tecido seguem a distribuicdo de Poisson com média de
um defeito a cada 400 m. Qual a probabilidade de que o intervalo entre dois defeitos
consecutivos seja:

a) No minimo de 1.000 m;

b) Entre 800 e 1.000 m.
Solucéo:
Sabe-se que na distribuicdo de Poisson,

=AM

Logo,  1=4400,istoé A=—r_
400

1.000

a) P(t>1.000)=e ™ =g 40 —¢2°=0,0821=8,21%.

b) P(800<t<1.000)= P(t >800)- P(t>1.000).

800 1.000

P(800<t<1000) =g 4° —g 40 —g2_¢g25~( 0532 =5,32%.
3.2 O Numero de Euler nas Solugdes de Equactes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Neste tdpico, serd apresentado o nimero e como base de fungdes exponenciais
que auxiliam no célculo das EquacGes Diferenciais Ordinarias, EDO, e em suas
aplicacdes.

Para Zill (2001), uma equacdo diferencial linear né definida da seguinte forma

geral:
d ny _ d n—ly ﬂ B
a, (X)_dx“ +a,-1(x) VR a(x) v a,(x)y = g(x). (3.2.9)

E importante lembrar que linearidade significa que todos os coeficientes s&o

funcbes de x somente e que y e todas as suas derivadas sdo elevadas a primeira

poténcia. Agora, quandon =1, obtém-se a equacdo linear de primeira ordem.

Definicdo (Equacéo linear): Uma equacéo diferencial da forma
d
ai(X)d—§+ao(X)y =g(x) (3.2.b)

é chamada de equacdo linear.
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Dividindo pelo coeficiente a,(x), obtemos uma forma mais Gtil de uma equagéo

Y1 p(x)y = f(x) (3.2.)

E possivel procurar uma solugdo para (3.2.a) em um intervalo I, no qual as

funcBes P(x) e f(x) sdo continuas. Na discussdo a seguir, supde-se tacitamente que

(3.2.a) possui uma solucao.

3.2.1 Fator de Integracao

Boulos e Abud (2000) definem equacdes diferenciais exatas sendo: Seja F uma
funcéo diferenciavel em um aberto Dde IR?, e f uma funcéo diferenciavel tendo um
intervalo aberto | por dominio, tal que (x, f(x)) estd em D, paratodo x de I . Entdo

claramente sdo equivalentes as afirmagdes:

e Existe uma constante C tal que, x e F(x, f(x))=C, paratodo x de I .

. %(X,F(X))=0, paratodo x de I .

. %(x f(x))+%(x, f(x))- f(x)=0, paratodo x de I .

e f ésolucdo da EDO Z—F(x y)+%:(x, y),y=0, esta EDO tendo
X

D como dominio.

Uma EDO que pode ser colocada na forma E;—F(x y)+6—F(x, y)-y'=0 é referida
X

oy

como equacao diferencial exata. F é chamada uma funcéo potencial da equacéo.

Pelo resultado acima, temos as solugOes da equagao (Z—F(X y)+ﬁ(x, y)-y=0,
X

%y

sendo que F e diferencidvel no dominio da equagdo, sdo dadas implicitamente por
F(x,y)=C.
Com o uso de diferenciais é possivel escrever a equacdo (3.2.a) como
dy +[P(x)y — f(x)jdx=0 (3.2.d)
Equacdes lineares possuem a agradavel propriedade através da qual pode-se

sempre encontrar uma fungdo x(x) em que:
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()dy + (XfP(x)y - f (x)ldx =0 (3.2.)
é uma equacdo diferencial exata. Pelo fato que o lado esquerdo da equacédo (3) é uma

diferencial exata se

£o)= 5 POy (1) (329
ou (;—f: = uP(x),

e esta € uma equacdo separavel em que se pode determinar «(x). Tem-se

3—5 = P(x)dx,
In|y|:IP(xhx , (3.2.9)
Assim temos, u(x)= I P(x)dx, (3.2.h)

e
A funcdo u(x) definida em (3.2.h) é um fator de integracdo para a equagédo
linear. Note que ndo é preciso usar uma constante de integracdo em (3.2.9), pois (3.2.e)
ndo se altera se a multiplicarmos por uma constante. Ainda, x(x) = 0para todo x em
| , e é continua e diferenciével.
E interessante observar que a equacio (3.2.€) é ainda uma equacéo diferencial

exata mesmo quando f(x)=0. Na verdade, f(x) ndo desempenha papel algum na

determinago de x(x), pois vemos de (3.2.f) que (6/8y)u(x)f (x)=0. Logo , ambas

fwdx dy+ [P [P(x)y— F(lx e L "% by + [ P*P(x)ydx so equagdes

e e

diferenciais exatas. Agora, escrevendo (3) na forma

J.p(x)dx dy +_[ p(x)de(X)y dx = J‘ P(x)dx § (x)dX

e

e verificamos que podemos escrevé-la como
J. P(x)dxy — J. P(x)dx f (X)dX.

d[e

Integrando a ultima equacéo, temos

jP(x)dx
I Plx)dey — J. = f(x)dx+c

e

ou y = j Plx)dx j o f(x)dx+ j POdx, (3.2.1)
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Em outras palavras, se (3.2.a) tiver uma solucdo, ela devera ser de forma (3.2.i).
Reciprocamente, é imediato que (3.2.i) constitui uma familia a um pardmetro de

solugdes para a equacado (3.2.a).
3.2.2 Resumo de Meétodo e Algumas Aplicacdes

Resolvendo uma equacdo Linear de Primeira ordem:

I.  Para resolver uma equacéo linear de primeira ordem, primeiro, deve-se
coloca-la na forma (3.2.a);

Il.  Identifique P(x) e encontre o fator de integracéo

1. Multiplique a equacdo obtida em (1) pelo fator de integracéo:

dy P(x)dxy, _ [ P(x)dx
!P(xﬁx& + P(x)j y = J; f(x).

IV. O lado esquerdo da equacao em (l11) é a derivada do produto do fator de

integracdo e a variavel dependente vy, isto é
d P(x)dx,,7 _ [ P(x)dx
ol A=

V. Integre ambos os lados da equacao encontrada em (V).

Para melhor compreensao, deve-se verificar que o procedimento do célculo da

EDO, utilizando o fator de integracdo, pode ser exemplificada da seguinte maneira.

a) Sejaa EDO xﬂ—ﬂy:xﬁex. (3.2.0)
dx X
Solucédo: A equacao (3.2.1) pode ser reescrita da seguinte forma:
ﬂ—ﬂy:x%x (3.2.m)
dx x

Dividindo (3.2.m) por x. Como P(x)=—4/x, o fator de integragio é

et dyx _ e—4|n\><\ _ elnx"‘:x*‘.

Aqui, utiliza-se a identidade basica b"°*" =N, N>0. Agora, multiplique

((3.2.1)) por este termo

x“‘%—4x‘5y:xeX (3.2.n)
X
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e obtém-se %[— ax®y]= xe* (3.2.0)
X

Segue-se da integracdo por partes que:

x'y=xe*—e*+c

— 5ex_ 4ex C 4.
ou y =X x“e* +cx
Matos (2001) destaca algumas aplicacGes cuja solucdo é um resultado de uma
EDO. Séo elas:

3.2.3 Variagao de Temperatura

A lei de variacdo de temperatura de Newton estabelece que a taxa de
variacdo de temperatura de um corpo € proporcional a diferenca de temperatura
entre o corpo e 0 meio ambiente.

Denotando por T a temperatura do corpo e por 7 a temperatura do meio

ambiente, a lei de Newton é formulada matematicamente pela seguinte equacdo

diferencial:

kT -2)k>0 (3:29)
dt

ou: T +KkT =kz. (3.2.9)

O sinal negativo em (1) indica um processo de resfriamento. Nesse caso,

T > r e, portanto, %—I <0.

3.2.4 Problema de Mistura

Seja V, a quantidade inicial de salmoura dentro de um tanque que
contem Q, libras de sal. Despejamos no tanque outra solucéo de salmoura, com

Q, libras de sal por galédo, a razdo de v galGes por minuto. A mistura &€ mantida
uniforme por meio de um agitador, enquanto ela escoa a razdo de w galbes por

minuto. Denotemos por Q(t) a quantidade de sal presente na mistura, no instante
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Q(t)

t, e por V(t) a quantidade de salmoura no mesmo instante. Temos que V)

representa a concentragdo de sal na mistura no instante t e a formulagéo
matematica para esta situagao eé:

dQ .. Q) _
. Qlv — WW,Q(O) = Qo.

Notando que V(t)=Vo +tv—tw, obtemos de (3.2.2) o seguinte modelo

matém para esse problema de mistura:

Q. w o _
it Vo _wp Q= QvQ0)=0e

3.2.5 Queda dos Corpos

Considerando um corpo de massa m em queda vertical, influenciada

pela gravidade g e pela resisténcia do ar, entdo de acordo com a Segunda Lei de

Newton teremos,

Sendo que, v representa a velocidade e F a resultante das forcas que

atuam no corpo, e sdo de duas naturezas: o peso F, =mg e a resisténcia do ar

F,=—kv, k>0, .
0o
}

Entao, E—

ky = V
mg —kv= ma Figura3.2.2.a

E denotando por v a derivada de v com relagdo ao tempo t, tem-se:

k
V+—V=g,
m
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que € a equacao do movimento. Em todo o texto, a derivada de uma fungdo com
relacdo a varidvel t serd indicada por um ponto sobre a funcéo, como foi feita na
equacéo (3.2.a).

Cada modelo apresentado anteriormente foi descrito matematicamente
por uma EDO que pode ser enquadrada no seguinte modelo geral:

y' +a(x)y =b(x) (3.2.1)
Torna-se importante ressaltar que a EDO (3.2.r) é apresentada analogamente em
(3.2.s) proposta por Zill (2001).

Com relacdo a EDO (3.2.r) as funcBes a(x)e b(x) sdo supostas
continuas. Essa EDO pode ser classificada como linear de primeira ordem, é
linear porque é do primeiro grau nas varidveis y e y' e é de primeira ordem,
porque esta é a ordem da derivada que aparece na equacao.

Para resolver a EDO (3.2.r), Matos (2001) apresenta uma solucdo
analoga e bastante interessante concomitante a de Zill (2001), primeiro
multiplica-se ambos os lados da equagdo pelo fator integrante

I(x):equ a(x)dx):eja(x)dx, transformado-a em uma derivada total, e em

seguida integramos formalmente o resultado. Assim,

y'I(x)+a(x)yl (x) =b(x)I (x) =

y'exp (j a(x)dx)+ a(x)y exp (j a(x)jx): b(x)exp ([a(x)dx)<:>
d
™ [y exp (.[ a(x)dx)]: b(x)exp (ja(x)dx)
E integrando esta Ultima igualdade com respeito a variavel x, obtém-se:

y = e—ja(x)dxlic N J'b(x)e_[a(x)dxdx} ’ (325)

no qual C é uma constante arbitraria que sera determinada quando for imposta a

EDO uma condicéo lateral. A expresséo (3.2.s) engloba todas as solugdes (3.2.r),

e por esta razdo, ela recebe o nome de solucéo geral da EDO (3.2.r).

Deve-se apresentar um exemplo de Matos (2001) para a solugdo da EDO que
utiliza o procedimento do fator de integracao.

Usando a férmula (3.2.s), vamos encontrar a solugéo geral da

(senx)% +(cosx)y = cos 2x,0 < X < 7.
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Notamos inicialmente que a EDO pode ser posta na forma:

. COS 2X
y' +cotgx = :
senx
COS 2X : «
E comparando com (3.2.r) tem-se a(x)=cotgx e b(x)= . Assim a solugéo da
enx

EDO sera:

y(x)=exp (— I cotg xdx{c + I Cgsnzxx equ cot gx)dx}

e usando Insenxcomo uma primitiva de cot g x, obtém-se:

COS 2X
= -1 C I d
y(x)=exp( nsenx{ +I o exp (In senx) x}
ou seja:
y(x)= se%(c + %seanj (3.2.1)

Por exemplo, em (3.2.t) se y(7/2)=2 entdo C = 2 substituindo em (3.2.t)

tempos : y(x)= ?ix(ZJr%sean)

E muito comum a utilizacgdo de EDOs para resolver problemas de natureza
financeira, nos quais é possivel destacar um problema de juros compostos para se
efetuar uma aplicacdo do conceito abordado neste trabalho.

Problema: Seja Ao a quantidade de dinheiro aplicada a uma taxa anual de k%,

computados continuamente. Se A(t) representa a quantidade de dinheiro ao final de t

anos, qual seria a expressio que represente A(t)?
Obtém-se a seguinte formulacéo para o problema:
DA_ k

dt 100
A solucdo do problema de valor inicial (3.2.u) é obtida por integracdo com

A, A(0)= Ao. (3.2.u)

respeito a varidvel te vem dada por:

Alt)= Ao exp (%tj ou Alt)= Ao e(l%otj.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante a pesquisa e elaboracdo deste trabalho, foi possivel perceber a real
importancia do numero de Euler (e), ndo somente como significado numérico, mas sim
como demonstracdes que o caracterizam como numero irracional e suas aplicagdes
estdo presentes em diversas areas cientificas.

A pesquisa realizada nos livros da biblioteca da UCC p6de explorar conceitos e
significacGes das diversas abordagens do nimero e. No levantamento bibliogréfico
realizado verificou-se que a representacdo do numero e estad presente em diversos
ramos da Matematica.

Também, pdde-se observar que nos conceitos de logaritmos naturais (In), o

namero de Euler é apresentado com maior frequéncia devido a suas propriedades
operatorias serem bases para demonstraces em diversos teoremas, o que ficou
evidenciado nos teoremas ligados as funcdes exponenciais e logaritmicas, nas fungdes
hiperbdlicas, nos limites fundamentais e no célculo diferencial integral.

No livro de anélise matematica pesquisado, foi possivel observar uma rigorosa
demonstracdo da caracterizacdo do nimero e como sendo um namero irracional e isso
foi verificado através dos conceitos de convergéncia de séries infinitas através dos
bindmios de Newton.

Umas das aplicacGes formidaveis do nimero e, levantadas nesta pesquisa, foi
sua presenga nos modelos discretos e continuos de probabilidade. Pdde-se perceber que
nestes modelos a representacdo do nimero e esta ligada a termos binomiais, nos quais
desencadeia uma série infinita convergente.

J& nas equacdes diferenciais ordinarias, foi possivel compreender que o0 nimero
e esta presente como base de uma funcdo exponencial, cuja técnica denominada fator
de integracdo, auxilia no calculo do valor inicial de uma EDO verificada também em
algumas aplicacdes.

Foi ainda possivel concluir, através da abordagem apresentada pela pesquisa
juntamente com as andlises que foram destacadas, que a representagdo do numero e €
carregada de significados e que sua caracteristica irracional pode desencadear situagdes
de aprendizagens que favorecam uma melhor compreensdo do conjunto universo dos

irracionais.
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Tendo em vista a importancia e a necessidade deste conceito, tanto para o ensino
bésico quanto para o superior, espera-se que este trabalho sirva de subsidios para

professores e alunos que pretendam estudar o assunto.
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