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Resumo

Este trabalho aborda resultados sobre sequéncia de Fibonacci e polinbmios
cujos coeficientes sdo elementos da sequéncia de Fibonacci. Foram estudados
propriedades e algumas aplicagcdes da sequéncia de Fibonacci e resultados
sobre a localizacdo de zeros de polindbmios com coeficientes reais. Assim,
apresentaremos resultados interessantes sobre a localizacdo dos zeros dos

polinbmios com coeficientes de Fibonacci.
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Introducao

A sequéncia de Fibonacci € definida recursivamente pela férmula
FF=1F, =1e F,; = Fp_1+ E,, n = 2. Essa sequéncia tem o nome do
matematico do século Xlll, Leonardo de Pisa, conhecido como Leonardo
Fibonacci, e os termos da sequéncia sdo chamados niumeros de Fibonacci.

Segundo Boyer (1999), Leonardo de Pisa (que viveu no periodo de
1180 — 1250), mais conhecido como Fibonacci ou filho de Bonaccio, foi
comerciante e governante da cidade italiana de Pisa e escritor do livro Liber
abaci (ou livro do abaco). O Liber abaci ndo se trata de um livro sobre o dabaco,
mas de um tratado exaustivo sobre problemas e métodos algébricos em que o
emprego de numerais indo-arabicos é fortemente recomendado.

O problema no Liber abaci que mais inspirou os pensadores futuros foi,
sem duvida, o que segue: Quantos pares de coelhos serdo produzidos num
ano, comec¢ando com um s6 par, se em cada més cada par gera um novo par
que se torna produtivo a partir do segundo més? (Boyer, 1999). Esse é o
célebre problema que da origem a sequéncia de Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci tem aplicacbes na analise de mercados
financeiros, na ciéncia da computacao e na teoria dos jogos. Também aparece
em configuracgdes bioldgicas, como, por exemplo, na disposi¢éo dos galhos das
arvores, no arranjo do cone da alcachofra, do abacaxi, ou no desenrolar da
samambaia, e, também nos alvéolos de cera destinados a serem receptaculos
de mel, ver, por exemplo, Garbi (2009), Goodwin (1996), Huntley (1985) e Livio
(2002).

A sequéncia de polinbmios {PB,(x)} o=, definida por Py(x) = 1 e
P, (x) = XPy_; (X)+Fpipara n=1, ou seja, P(x) = YnroFepx™ % , &
chamada de sequéncia de polinémios com coeficientes de Fibonacci, ver,
Garth, Mills e Mitchell (2007).

Segundo Mansour e Shattuck (2012) esses polindmios foram
introduzidos por Garth, Mills e Mitchell em 2007.
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O Obijetivo, neste trabalho, & apresentar um estudo sobre a sequéncia
de Fibonacci e sobre a localizacdo dos zeros dos polindmios com coeficientes
de Fibonacci.

Para realizacdo deste trabalho fizemos pesquisas bibliograficas e
organizamos 0 mesmo da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos necessarios para o
desenvolvimento dos capitulos posteriores.

No Capitulo 2, apresentamos o que é a sequéncia de Fibonacci,
propriedades e algumas aplicacées dessas sequéncias.

No Capitulo 3, apresentamos alguns resultados sobre localizacdo dos
zeros de polinémios reais.

No Capitulo 4, apresentamos resultados sobre a localizacdo dos zeros
dos polinbmios com coeficientes de Fibonacci e encerramos o trabalho com

algumas consideracdes finais.
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Capitulo 1

NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos preliminares necessarios
para a compreensao dos estudos abordados nos capitulos posteriores. As
principais referéncias bibliograficas utilizadas neste capitulo foram Guidorizzi
(2001) e lezzi (2005).

1.1 Nameros Complexos
Seja [R o conjunto dos nameros reais. Consideremos o produto
cartesiano Rx[R = 2 assim, R%= {(x,v) /x,y € R}, isto é, K% é o conjunto
dos pares ordenados (x,y) em que x e y SA0 nUmeros reais.
Vamos tomar os elementos (a,b) e (c,d) de IR? para dar as trés
importantes defini¢coes:
a) lgualdade: (a,b) = (c,d) se, e somentese,a = ceb = d.
b) Adicao: (a,b) + (c,d) = (a + ¢,b + 4d).
c) Multiplicacao: (a, b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Definicao 1.1. Denomina-se conjunto dos nimeros complexos, e representa-se
por C, o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais para os quais estéo
definidas a igualdade, a adicdo e a multiplicacdo, conforme algebrizadas

anteriormente.

Definicao 1.2. Denomina-se unidade imaginaria e indica-se por i o numero
complexo (0,1).
Observe que dado um numero complexo qualquer z = (x,y), temos
z = (xy)
= (x,0) +(0,y)
= (x,0)+ (y.0—-0.1,y.1 4+ 0.0)
= (x,0) + (¥,0).(0, 1),
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isto é,
z = (x,0)+ (y,0).(0,1),
que pode ser reescrito sob a forma z = x + yi. Observe que estamos
considerando x = (x,0)e y = (y,0).
Assim, todo niumero complexo z = (x,y) pode ser escrito sob a forma
z = x + yi, chamada forma algébrica. O numero real x é denominado de
parte real de z e o numero real y € denominado de parte imaginaria de z. Em

simbolos, indica-se por x = Re(z) ey = Im(2).

Definicao 1.3. Denomina-se médulo de um ndmero complexo z = x + yi ao

namero real ndo negativo |z| = /x? + y?2.

Definicao 1.4. Denomina-se argumento de um numero complexo z = x + yi,

ndo nulo, ao angulo 6 tal que cos(6) = g e sen(f) = %em que p = |z|.

Teorema 1.1. Se z; e z, sdo dois numeros complexos quaisquer, entao

a) |z1. 23| = |z4].122];
A |z |
b) |—| = — (z2 # 0);
) o] = o e = O

0) 121+ 23| < |z1| + |22);
Demonstracao. A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em lezzi
(2005, p. 18).

A desigualdade
|1 + z3| < |z1] + |22]
€ conhecida como desigualdade triangular.
Agora, observe que
1z1] = [(z1s + z2) — 73| < |21 + 23| + |22],
ou seja,
|z1] = 122] < |21 + 23]
Portanto,

|z1 + z3| 2 |z1| — |22
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Definicao 1.5. O plano de Argand-Gauss é a representacao grafica de todos os
nameros complexos z = x + yi pelos pontos do plano cartesiano x0y, com a
convencao de marcarmos sobre os eixos 0x e 0y, respectivamente, a parte real
e a parte imaginaria de z.

Esses conceitos sobre nimeros complexos serao utilizados no Capitulo 3.

1.2 Outros Resultados Preliminares
Teorema 1.2. (Teorema da Conservacao de Sinal). Seja f: I — R continua em
um intervalo I com f(c) # 0 para algum ¢ € I. Entdo existe uma vizinhanca V

de ¢ tal que f(x) tem o sinal de f(c) paratodox eV n 1.
Demonstracao. Tomemos € = @ Como f é continua em ¢, temos que existe

d > 0 tal que

x€BnNn(c— 6,c+6) = |f(x)_f(c)|<lf(2c)|’

ou seja,

B If(zc)l 0 < F©O 4 |f(2c>|'

f()
com,

fe >R, sef©) >0,

flx) < lf(;)l , sef(c)<O.

Portanto, f(x)tem o sinalde f(c) sex € Bn (c— §,c + ).

A série geomeétrica é a série que se obtém quando se soma os infinitos
termos de uma progressao geométrica:

Yort=14r+r2+r° ...
n=0

Esta série € convergente se e somente se | <1 e, neste caso,
a soma vale:
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Capitulo 2

SEQUENCIAS DE FIBONACCI

Neste capitulo, apresenta-se estudos sobre sequéncia de Fibonacci,
propriedades e algumas aplicagbes dessas sequéncias. As principais
referéncias bibliograficas utilizadas foram Garbi (2009), Huntley (1985), Livio
(2002) e Domingues (1991).

2.1. A Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci esta relacionada com os estudos de
crescimento populacionais de varias espécies da natureza, como por exemplo,
crescimento populacional de abelhas, crescimento de galhos de plantas, etc.

A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de numeros naturais, na
qual os primeiros dois termos sdo 1, e cada termo seguinte corresponde a
soma dos dois termos anteriores.

Esses numeros correspondem a seguinte sequéncia de numeros inteiros

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, 233,...,
e podem ser gerados recursivamente pela formula
Fi=1,F,=1€F, 4, =F,_1+E,n22.

Podemos notar que os numeros de Fibonacci se tornam grandes
rapidamente, pois para se formar um numero, somam-se dois numeros
anteriores.

E importante observarmos que 1/1=1;2/1=2;3/2=15;5/3=
1,666...; 8/5 =1,6; 13/5 = 1,625, ou seja, a sequéncia formada pela divisdo
de dois numeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci converge para o
1++/5

nimero de ouro ¢ = = 1,6180339887 .... O numero de ouro também é

chamado de proporcao aurea, divina proporcao e se¢ao aurea.

2.2. Algumas Propriedades
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A sequéncia de Fibonacci satisfaz propriedades interessantes, a seguir
veremos algumas dessas propriedades.

Teorema 2.1. A soma S,,, n > 1, dos n primeiros numeros da sequéncia de

Fibonacci é dada por S,, = F,.;,- 1.

Demonstracao. Temos F, = F; — F,, F, = F, — F5,...,Fy_y = Fp.1— F, €
E, = F.42 — Fp41. Somando todos os membros obtemos

Fi4+ Fp+ - 4Fy1+F, =F -Fy+ Fy-F3 + Fs - Fy +... + Fyy1- Fy + Fpip- Fpyq,
ou seja, S, = Fyp- 1.

Teorema 2.2. Asoma S,, n > 1, dosn primeiros niumeros da sequéncia de
Fibonacci de ordem impar € dada por S,, = F,,,.

Demonstracao. Como F; = F,, F3 = F,—F,, Fs = Fg—F,,..., Fop_1 = Fop, — Fop_3,
entao S, =F, + F3 + Fs + Fo+ ... + Fyp_q= Fopy.

Teorema 2.3. Asomas,, n > 1, dos n primeiros numeros da sequéncia de
Fibonacci de ordem par € dada por S, = Fop401 — 1.

Demonstracao. Como a soma de todos os numeros de Fibonacci até a ordem
2néF + F,+ F3 +F, + ... +Fy_1 +F;, = F5542, — 1 € @ soma dos numeros de
Fibonacci de indice impar até 2n—1¢é Fi+ F;3+ Fs + F, + ...4F,_1= Fop,
entao, subtraindo membro a membro as duas igualdades temos, F, + F, + F4 +
+Fg +...4F,, =Fy45 — F,, — 1. Dai, como Fyp40=Fypy1 + Fopn, OU S€jJA, Fopyq
=F,54+2 — F,,, Obtemos,

Fz + F4_ + F6 + Fg + +F2n = F2n+1 - 1

Teorema 2.4. A soma S,,, n > 1 dos quadrados dos numeros de Fibonacci é
dada por S,, = F,F41.

Demonstracao. Para definir a soma dos quadrados dos numeros de Fibonacci,
observe que para todo K € N, tem-se

FiFier1= FiFim1= Fi (Firr = Feo1) = Fi Fi= (Fy)™.

Dai, F, = F,F,, F2= F,F3 — FyF,, F3?= F3F, — FsF,, F)?= F,F5 — F,F5, Fs* = FsFs —
Fs Fy,... \F?=E,Fyoq1 — EFp_q. AsSim, FZ + FZ + F2+ F}+ F2+ ... +E?>=F, +
+F,Fy — F,F, + F3F, — F3sF, + FyFs — F,F3 +... +F,F, 1 — F,F,_1, OU Seja, F? +
F2+ F2+ F}+ F2+ ... +E?= F,Fy,q.

2.3. O Problema dos Coelhos
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De acordo com Boyer (1999), o problema que deu origem a sequéncia
de Fibonacci é o seguinte: Quantos pares de coelhos serdo produzidos num
ano, comecando com um s6 par, se cada més cada par produzir um novo par
que se torna produtivo a partir do segundo més?

Suponhamos que o primeiro casal de coelhos nasceu no dia 1 de
janeiro, dessa forma, no 2° més esse casal ainda nao sera fértil. Porém, no
terceiro més ja terdo descendentes, e neste més teremos um total de dois
casais de coelhos. No inicio do 4° més, existirdo dois pares adultos (sendo que
cada um ja produziu um novo par), € um par novo que completou o 1° més,
logo teremos 3 pares: 2 pares adultos e 1 par com 1 més. No inicio do 5° més,
existirdo trés pares adultos (sendo que cada produz um novo par) e dois pares
novos que completaram 1 més de vida, assim teremos 5 pares: 3 pares adultos
e 2 pares (1 més). No inicio do 6° més, existirdo cinco pares adultos (sendo
que cada produz um novo par) e trés pares novos que completaram 1 més,
assim existirdao 8 pares: 5 pares adultos e 3 pares com 1 més. Tal processo
continua através dos diversos meses até completar um ano. No término de um
ano, isto é, no dia 1 de janeiro do préximo ano, tem-se 144 casais de coelhos.

Segue na Figura 2.1 o diagrama que representa a reprodugdo dos

coelhos ate 0 5° més.

‘Coelho adulto
(:) Coelho jovem

oY 3o

Figura 2.1. Diagrama de reproducao dos coelhos.
Fonte: hitps://sites.google.com/site/leonardofibonacci7/o-problema-dos-coelhos

O problema proposto por Fibonacci com relacdo aos coelhos nao diz
respeito ao comportamento reprodutivo dos coelhos no sentido biolégico, mas

no numérico. Neste problema considera-se que nao ha mortes e nem
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problemas genéticos. Deve-se considerar que, normalmente, a cada prole real
de coelhos, ndo ocorrem nascimentos aos pares, um macho e uma fémea,
exatamente. Além disso, o cruzamento entre irmaos e irmas leva a problemas

genéticos.

2.4 Algumas Configuracoes Biologicas em que Aparecem a
Sequéncia de Fibonacci

2.4.1 O Retangulo Aureo e sua Espiral

Os numeros de Fibonacci aparecem consideravelmente na natureza e
sao bastante usados na arte e na arquitetura. Para elucidar essa afirmacao, é
oportuno o conhecimento do retangulo dureo. Vamos construir um conjunto de
retdngulos usando os numeros de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21,e 34 que nos
levam a algumas formas encontradas na natureza.

Anexando dois quadrados de lados iguais a uma unidade, obteremos um
retdngulo 2 X 1. Se anexarmos em seguida outro quadrado de lado igual a duas
unidades vamos obter um retangulo 3 X 2. Assim, quadrados sucessivos sao
formados com bordas que sdo os lados dos dois quadrados imediatamente
anteriores. Continuando, encontraremos um retangulo como o da Figura 2.2.

Com um compasso imaginario, tracemos quartos de circunferéncias nos
quadrados de lados L=13,L=8,L=5 L=3,L=2 L=1elL=1.
Considerando as concordancias dessas curvas, obteremos uma espiral como a

que aparece na Figura 2.3.

Figura 2.2: ] Quadrados a
partir dos lados do Retangulo Aureo.
Fonte: www.infoescola.com/matematica/sequencia-de-fibonacci/



18

Figura 2.3: Espiral.
Fonte: www.infoescola.com/matematica/sequencia-de-fibonacci

A espiral assim formada se aproxima muito do cefalépode Nautilus
(Figura 2.4) e outros moluscos marinhos. No caso que apresentamos na Figura
2.4, referente ao Nautilus, tendo em conta a construcdo de sucessivos
retdngulos, as razdes sucessivas entre os comprimentos e as larguras se

aproximam do numero de ouro.

Figura 2.4: Concha do Nautilus.
Fonte: www.blog.mcientifica.com.br/o-nautilus

2.4.2 Arvore Genealdgica das Abelhas

Os ovos de abelhas operarias, quando nao fertilizados, se desenvolvem
em zangdes por um processo conhecido como partenogénese. Assim, cada
zangao nao tem pai, mas uma mae (e um avo por parte materna). Uma abelha
fémea, no entanto, possui pai € mae. Um zangéo, assim, tem uma mae, dois
avos (os pais da mae), trés bisavos (os pais da sua avdé e um do seu avo),
cinco tataravOs (dois para cada tataravdé e um para seu bisavd), e assim por
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diante, como pode ser observado na Figura 2.5. Os numeros dessa arvore

genealdgica, 1,1, 2, 3,5..., formam desta maneira, a série de Fibonacci.
25 &F

Macho Fémea
Geragdes Numero de abelhas

1 St I
: - |
; 4"‘/ N Jl— fﬁ

1,, s
& 4‘:,., -

Figura 2.5. Problema das abelhas.
Fonte: http://pt.slideshare.net/enibertolini/o-nmero-fi

"

e

2.5. Aplicacoes da Sequéncia de Fibonacci

2.5.1 Na Arte
Muitos artistas usaram a proporcdao Aurea em seus trabalhos. Leonardo

da Vinci a chamava de Divina Proporcdo e a usou em muitos de seus
trabalhos. Um exemplo pode ser visto no quadro Monalisa. Pode-se observar a
proporcdo Aurea em varias situagdes no quadro Monalisa. Por exemplo, se
construirmos um retangulo em torno de seu rosto, veremos que este possui a
proporcdo do Retangulo Aureo. Podemos também subdividir este retangulo
usando a linha dos olhos para tracar uma reta horizontal e temos novamente a

Proporcado Aurea, ver Figura 2.6.

Figura 2.6: Monalisa.
Fonte: pegasus.portal.nom.br/proporcao-aurea-e-sequencia-de-fibonacci
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Como no exemplo do quadro de Monalisa, ha varios outros exemplos do
uso da Proporcdo Aurea na arte, e, muitos livros e artigos dizem que Proporgao
Aurea é a forma mais agradavel aos olhos, apontando, como essa proporcdo é
empregada nas formas de edificios famosos, na estrutura de composicoes
musicais e no projeto de trabalhos famosos de arte.

2.5.2 Na Musica

A sequéncia de Fibonacci esta presente nos intervalos musicais, ou seja,
na relacao entre duas notas, formando as escalas que sdo a base para as
melodias e para os acordes. Esses intervalos procedem em graus a partir da
primeira nota, ou ténica. A escala basica e simples é formada por intervalos de
terca, quinta e oitava a partir da tonica, ou seja, a sequéncia de Fibonacci:
3,5,8. Essa sequéncia na escala natural, de tonalidade d6 maior (ou C, em
notacao cifrada), apresenta — se, entdo, as notas mi, sol e sé a partir da tdnica
do, E, G e C. Observe a Figura 2.7.

O acorde natural de dé maior
e a sequéncia Fibonacci

Figura 2.7. Intervalos Musicais
Fonte: whiplash.net/materias/biografias/203304.html

2.6 Numeros de Fibonacci e o Triangulo de Pascal

Os numeros de Fibonacci podem ser encontrados também no Tridngulo
de Pascal. O Triangulo Aritmético, também conhecido como Tridngulo de
Tartaglia em alguns paises, teve algumas das suas propriedades estudadas
pelos matematicos Yang Hui na China e por Omar Khayyam na Pérsia. A
propriedade mais importante do triangulo é a aplicacao do bindbmio de Newton,
onde cada linha do tridngulo representa os coeficientes da expansao binomial.
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A partir do Triangulo de Pascal podem ser obtidos os numeros de Fibonacci,

como mostra a figura 2.8.

Figura 2.8. Triangulo de Pascal.

AN

—

N

1/2 1/8 13
1/3/3 1 " 34
1/4/6/4 1/
1/5 /10/10/5 1
1/6/15/20 15 6 1
1/7/21 35 3 2 7
1/8 28 5 70 56 28

Fonte: dicasetutoriaisdematematica.blogspot.com.br/.../propriedades-do-triangulo de

Pascal.
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Capitulo 3

ZEROS DE POLINOMIOS REAIS

Neste capitulo, apresenta-se alguns resultados sobre zeros de polindbmios
reais, que serao usados no proximo capitulo. As principais referéncias
bibliograficas utilizadas, neste capitulo, foram Botta (2003), Obrechkoff (2003),
Singh e Shah (2011).

3.1 Polindbmios Algébricos
Um polindmio da forma
P(x)=ay+ a;x + ax? +--- + a,x",
com coeficientes a;, i = 0,1,...,n, reais ou complexos € a, # 0, € denominado
de polindmio algébrico de grau n.

Dizemos que o polinbmio € nulo se, e somente se, todos os coeficientes
de P forem nulos. Em simbolos, sendo P(x) = ap + a;x + a,x? +--- + a,x™,
temos

P(x) = 0&ay=a,=a,=...=a, =0.
A equacéo
ax + ax?> +--- + a,x"= 0,
com o primeiro membro sendo um polindmio P(x) de grau n e (a,, # 0), é

chamada de equacao polinomial ou equacéao algébrica de grau n.

Definicdo 3.1. Seja a € C, a é denominado raiz da equacéo P(x) = 0 ou raiz

do polinbmio P se, e somente se, P(a) = 0.

Teorema 3.1. (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polindmio P de grau
n > 1 admite n zeros.

Demonstracao. Uma demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em
Garbi (2009,p.117,118,119).
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Se o numero complexo a + bi é raiz de um polindmio com coeficientes
reais, entdo o seu complexo conjugado a — bi também é raiz desse polinébmio.
A partir desse resultado e do Teorema Fundamental da Algebra, podemos
concluir que todo polinbmio com coeficientes reais e de grau impar tem pelo

menos uma raiz real.

Proposicao 3.1. Um numero r é raiz de P(x) se, e somente se, existe q(x) tal
que P(x) = (x — r) q(x).
Demonstracao. Note que se P(x) = (x — r) q(x), entdo temos trivialmente
P(r) = (r —nq@) =
Para mostrar a reciproca, suponhamos que P(x) = X7 ¢ x) e
P(r) =0, entao
P(x)=P(x)— P(r)

=2j=0 G *) - Xj=o ¢ 7/ = Xjoo g (¥ — 1)
=Y ¢ (x — 1) Ty xirit
- j—1-i

=20 ]_ c](x—r)xr
= (x—1) I X g atrI L

Logo, sendo q(x) = Yig 27 i=1 G rJ=17t segue o resultado.

Corolario 3.1. Se P(x) tem grau n e r é raiz de P(x), entao
P(x) = (x — r)q(x),

com g(x) um polindmio real de graun — 1.

Definicao 3.2. Dizemos que r é raiz de multiplicidade m (m > 1) da equacao
P(x)= 0 se, e somente se, P(x)=(x —r)™ Q(x) e Q(r) # 0, isto é, r é araiz de
multiplicidade m de P(x) = 0 quando o polindmio P é divisivel por (x —r)™ e
nao é divisivel por (x —r)™*! ou seja, a decomposicdo de P apresenta

exatamente m fatores x — r.
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Teorema 3.2. Se r é raiz de multiplicidade m da equacgédo P(x)= 0, entdo r é
raiz de multiplicidade m — 1 da equacao P’(x)= 0, com P’ a derivada primeira
de P.
Demonstracao. Se r é raiz de multiplicidade m da equacao P(x)= 0, entao
P(x)= (x—1r)™ Q(x),comQ(r) # 0
e dai
P'()=m(x—r)"™ Q)+ (x =)™ Q"(x),
ou seja,
P()= (x—=r)™ 7 [mQ(x) + (x — 1) Q'(¥)].
Assim, como mQ(r) + (r —r)Q'(r) = mQ(r) # 0, temos que r é raiz de
multiplicidade m — 1 de P’(x)= 0.

Corolario 3.2. Se r é raiz de multiplicidade m do polinémio P, entao
P'(r) = P'(r) =+ =P™VE)=0eP™(r) # 0.

Corolario 3.3. Se
P'(r)y = P'(r) =---=P™D(@)=0eP™(r) 0,

entdo r é uma raiz de multiplicidade m do polinémio P.

3.2 Resultados Classicos sobre Zeros de Polin6mios

Notacdo: Seja agy, aq,...,a, uma sequéncia de numero reais. Por
S (ag,a4,...,a,) denotaremos o numero das mudancas fortes de sinal na
sequéncia ay,a4,...,a,. Em outras palavras, este € 0 nimero de pares da
forma (+,—) ou (—,+) na sequéncia obtida por ay,a,...,a, substituindo-se
todo numero positivo a; por +, todo nimero negativo por — e descartando-se 0s

zeros da sequéncia.
Exemplo 3.1. A sequéncia —5,-7, 3, 5, 0, 1,—3, 2 apresenta a seguinte
mudanca de sinal.

— =+ ++ -+

Logo, S™ (-5, =7, 3, 5, 0, 1,—3, 2) = 3.
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Por S* (ay,a4,..., a,) denotaremos o nimero das mudancas fracas de
sinal na sequéncia ay,ay,...,a,. Este € o numero maximo de mudancas,

obtidas substituindo-se os zeros da sequéncia a,, a4, ..., a, por +1 ou —1.

Exemplo 3.2. A sequéncia —4,0,—3,4 apresenta as seguintes mudancas de
sinal.
a) S* (—4,0, —3, 4) = 3, substituindo o zero da sequéncia por +1.

b) S* (—4,0, —3,4) = 1, substituindo o zero da sequéncia por —1.

Propriedade 3.1. Se f é uma fungcdo continua e f(c) = 0, entdo f(c—¢€) e
f'(c — €) tem sinais opostos e f(c+¢€) e f'(c + €) tem 0o mesmo sinal para
todo € > 0 suficientemente pequeno.

Demonstracao. Pela férmula de Taylor temos

Fetm =)+ T,

para todo h suficientemente pequeno e 8 algum namero do intervalo [0, 1].
Por hipétese f(c¢) = 0, dai

f(c+h):@h

Como f'(c)#0ef" é uma funcdo continua, pelo Teorema da
Conservacao de Sinal, existe uma vizinhanga U de ¢ tal que f'(t) # 0 para todo

t € U. Além disso,
Sinal [f'(t)] = sinal [f'(¢)],Vt € U,

ou seja,
sinal [f'(c + 6h)] = sinal [f'(c + h)].
Consequentemente,
f ((C -:_};l)) = sinal [h].
Assim, para h = ee h = —e obtemos que f(c — €) e f'(c — €) tem sinais

opostos e que f(c + €) e f'(c + €) tém 0 mesmo sinal.

Seja P um polinbmio algébrico arbitrario de grau exatamente n, isto €,
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P(x)=apx™+ ap_, x" 14+ + a;x + ag,a, # 0.
Aplicando o algoritmo de Euclides para achar o maior fator comum entre P e P,
obtemos
P(x) = P'(x)Qo(x) - Ry (x)
P'(x) = Ry(x) Q1(x) - Ry(x)
Ri(x) = Ry(x)Q2(x) - R3(x)

Ri—2(x) = Ri—1(x) Qi—1(x) — R; (x).

Neste processo, tomamos os restos da divisdo com sinal negativo. Podemos
observar que o grau dos polinbmios Ri(x),i = 1,2,...,k decrescem
estritamente. A divisdo é repetida até obtermos um resto R;, de grau zero, isto
€, uma constante.

Se R, = 0, entdo R;,_,é o fator comum entre P e P’, e R,_, é diferente
de uma constante.

Se R, é igual a uma constante diferente de zero, entdo P e P’, ndo tem

fator comum diferente de uma constante.

Exemplo 3.3. Considere o polinémio P(x)= x3 + x* —x+1. Dali,
P'(x) = 3x3+2x — 1.
Aplicando o algoritmo de Euclides, obtemos

x3 4+ x%-x + 1=3x*+ 2x - 1)(31x+%)—(§x—?)

3x2 + 2x — 1 =(gx— 1 (z 27

D EFx+ ) - (D

Assim, P e P' nao tem fator comum diferente de zero.

Exemplo 3.4. Considere o polinémio P(x) = x* + 2x3 — 2x — 1. Dali,

P'(x) = 4x3 + 6x% — 2. Aplicando o algoritmo de Euclides, obtemos
4 3 1 (A3 2 _ 1 N_3,2,.3 3
x* 4+ 2x°-2x — 1= (4x> + 6x 2)(4x+8) X +2x+4)

4x3 + 6x2—2=(%x2+§x+z)(%x—g)—O.
3

, 3 3
Portanto, o fator comum entre P e P’ é sz + Ex + 2
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Se P(x) nado tem zeros multiplos entdo P e P' ndo tém fator comum
diferente de constante e, consequentemente, o algoritmo de Euclides produz a
sequéncia P(x),P'(x),R; (x),..., Ry (x), sendo R, (x) uma constante diferente

de zero.

Seja [a, b] um intervalo dado. Vamos supor que R (x) € o fator comum
entre P e P' e que R, (x) # 0 em [a, b]. Obviamente R, (x) # 0 em [a, b] se, e
somente se, P ndo tem zeros multiplos em [a, b]. De fato, se P tivesse um zero
& com multiplicidade p em [a, b], entdo ¢ seria um zero com multiplicidade
(p — 1) de P’ e, consequentemente P e P’ teriam um fator comum (x — &)P~1,
onde ¢ € [a, b]. Reciprocamente, se P nao tem raizes multiplas em [a, b], entao
o fator comum entre P e P' ndo tém raizes em [a, b].

Vamos mostrar algumas propriedades da sequéncia

P(x), P'(x), Ry (x),..., Ry (%),

quando P(x) ndo tém raizes multiplas em [a, b].

Assim, temos a seguinte propriedade.
Propriedade 3.2. Se P ndo tem zeros multiplos em [a,b] e Ry (x) é o fator

comum entre P e P’', entdo Ry (x) # 0 em [a,b].

Propriedade 3.3. Se P nao tem zeros multiplos em [a,b] € R; (c) = 0 para
algum i, i = 0,1,2,...,k — 1, entdo R;_;(c¢) #0,R;;1(c) # 0 e R;_1(c) e
R;;1(c) tém sinais opostos, onde
R_i(x) =P(x) e Ry (x) = P"(x).
Demonstracdao. Essa afirmacdo é consequéncia imediata da relacdo
Ri_1 (x) = R; (x). Q; (x) — R;+1(x). De fato, fazendo x = ¢ na relagdo anterior,
obtemos R;_; (¢) = — R;;1 (¢). Suponhamos que R;_; (¢) ou R;,; (c¢) seja zero,
entdo pela relacao de recorréncia, obtemos
Ri_1(¢c) =Ri2(c) =...= Ri(c)=P'(c) = P(c) = 0.

Assim, ¢ seria raiz multipla de P, o que é uma contradicao.

A sequéncia P(x), P'(x),R, (x),..., Ry (x) € denominada de sequéncia de

Sturm.
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Vamos denotar por S (x) o numero de mudancas fortes de sinal na
sequéncia de Sturm, isto é, S™(x) = ST(P(x), P'(x), Ry (x),... Ry (x)).

Teorema 3.3. (Sturm). Seja P(x) um polinbmio algébrico de grau n, com
coeficientes reais e que nao tem raizes mdultiplas em [a, b]. Entdo, o numero de
zeros de P em [a, b] € igual a S (a) — S™(b).
Demonstracao. Vamos acompanhar a variagao do nimero S™(x) de mudangas
de sinal na sequéncia de Sturm, quando x varia de a até b. Note que todas as
funcdes desta sequéncia sao polinbmios algébricos e, portanto, sdo fungdes
continuas, entdo a mudanca do numero S™(x) pode ocorrer somente quando
x passa por uma raiz de uma das fungdes P(x), P'(x), R, (x),..., Rj—1 (x).

Suponhamos que ¢ € [a,b] e P(x) = 0. Assim, para € >0
suficientemente pequeno, P(c — €) e P' (¢ — €) tém sinais opostos, P(c + €)
e P'(c + €) tétm o mesmo sinal. Consequentemente, entre P(x) e P'(x) existe
uma mudanca de sinal antes de ¢ e esta mudanca desaparece depois de c. Em
outras palavras, o nimero S™(x) diminui de um, quando x passa pela raiz de P.

Vamos observar 0 que acontece quando x passa por uma raiz de R; (x)
para algum i = 0,1...,k — 1. Seja, R;(c) = 0. Entdo neste caso, pela
Propriedade 3.2 da sequéncia de Sturm, R;_;(c)#0, Ri;1(c) # 0 e
Ri_1 (¢)R;4+1 (c) < 0. Isto significa que R;_; (x)R;4+1 (x) < 0 paratodo x em uma
vizinhancga suficientemente pequena de ¢, mostrando que quando x passa por
um zero de uma funcdo intermediaria da sequéncia de Sturm o numero de
mudangas S (x) ndao muda. Assim, mostramos que S (x) diminui de um
somente quando x passa por um zero de P(x). Consequentemente, 0 numero
de mudangas de sinal que se perde quando x percorre o intervalo [a,b] €
exatamente igual ao nimero de raizes de P em |[a, b].

Observe que a demonstracao do Teorema de Sturm é baseada somente
nas Propriedades 3.1, 3.2 e 3.3 da sequéncia

(3.1) P(x),Ry(x), R (x),..., Ry (%).

Assim, teremos 0 mesmo resultado sobre o numero de zeros de P se

considerarmos uma outra sequéncia
P(x), Py(x), Py(x),..., Py (x).
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que satisfaz as Propriedades 3.1,3.2 e 3.3. Essa sequéncia também sera uma
sequéncia de Sturm. Entao, como (3.1) é uma sequéncia de Sturm e P(x) nao
tem zeros multiplos em [a, b], 0 nUmero de zeros de P em [a, b] é exatamente
igual a S™(a) — S (b).

Assim, veremos que qualquer polindmio P(x) independente de ter ou
nao zeros multiplos em [a, b], 0 numero S (a) — S (b) é exatamente igual ao
namero de pontos distintos de [a, b], onde P(x) se anula. De fato, se P(x) néo
tem zeros multiplos, esta é a afirmagdo do Teorema de Sturm. Seja P com
zeros multiplos em [a, b]. Entéo, P e P’ tem um fator comum R, (x), que nao é
uma constante e também é fator de R;(x), R,(x),..., R (x). Por isso, as funcdes

P(x) P'(%) Ry_10 Ry

(3.2) R.()'R,(0)’ """ R0 'R,

sao definidas em [a,b] e satisfazem as Propriedades 3.1,3.2 e 3.3. Assim, é

uma sequéncia de Sturm para f; (x) = :(—(xx)) e, pelo Teorema de Sturm,
k

__(P@ __(P)
§=S (Rk(a)""'1> S <Rk(b)""'1>

P(x

) L . )
em [a, b], isto €, 0o numero de raizes de
Rk (x)

fi(x) em [a, b]. Note que o numero de mudangas de sinal em (3.1) é igual ao

€ 0 numero de raizes simples de

namero de mudancas de sinal na sequéncia P(x), P'(x), Ri(x),..., Rx(x),
S = S (a) — S7(b). Consequentemente, o Teorema de Sturm, aplicado a
qualquer polinbmio P fornece o numero de raizes de P em [a,b] sem contar

suas multiplicidades.

Exemplo 3.5. Seja um polindmio P(x)= x3 + 3x? — 1. Pela divisdo de Euclides,

temos a sequéncia de Sturm
9
P(x)=x3+3x2—1,P (x) =3x% + 6x, Ri(x) = 2x + 1eR,(x) = "

Vamos analisar a variacdo de sinal da sequéncia de Sturm
em-—4,-3,-2,-1,0,1, 2,

S(P(=4), P'(-4), Ri(=4), R;(-9)=S"(—+,—+) =3

ST(P(=3), P'(=3),R1(=3),R2(=3)) =5 (—,+,—,+) = 3
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S(P(=2),P'(=2),R1(=2),R(=2)) = S7(+,0,—,+) = 2
ST(P(=1),P'(-1),Ri(-1),R,(-1)) =S"(+,—,—+) = 2
S7(P(=0),P'(=0),R1(=0),R(=0)) =57(—,0,+,+) = 1
S(P(—1),P'(—1),R(—1),R,(-1) =S (+,+,+,+) =0
ST(P(—2),P'(=2),Ri(=2),R;(-2)) =S (+,+,+,+) = 0.
Portanto, P possui raizes nos intervalos [—3,—2],[—1,0] e [0,1]. Como P é um
polinbmio de grau 3, temos que todas as raizes de P s&o reais e estdo no

intervalo [-3, 1].

Notagao: Por Z(P; (a,b)) denotaremos o numero de zeros de P em (a,b),

contando as multiplicidades.

Teorema 3.4. (Budan-Fourier). Seja P(x) um polinbmio algébrico de grau

exatamente n com coeficientes reais. Entao
Z(P; (a,b)) =57(P(a), P'(@), P"(a), ..., P™(a) ) +

—S*(P(b), P'(b),P" (D), ..., P™ (b)) — k,
onde k é zero ou um ndamero par.
Demonstracao. Veremos o que acontece com o numero de mudangas de sinal
na sequéncia V (x) = S (P(x), P'(x), P”'(x), P""(x),..., P™(x)) quando x varia
de a até b. E claro que uma mudanca em V(x) pode ocorrer somente quando x
passa por uma raiz de um dos polindmios P(x), P'(x),..., P™ Y (x), sendo P™
(x) uma constante. Seja ¢ uma raiz com multiplicidade k de P(c), ou seja,
P(c)= P'(c)= P"(c)=...= P& V()= 0, P® (c) # 0.
Suponhamos que P™ (¢) > 0, entdo, pelo Teorema 1.2, P (t) > 0 para
todo t em uma vizinhanga U de c. Assim, para € > 0 suficientemente pequeno,
temos
P& (¢ —€) > 0eP*V(c +¢€) > 0.
Analogamente,
PE2D(c —¢e)>0eP* 2 (c +¢€) >0,...
Dessa forma,
S (P(c — €),P'(c — €),....,.P® (c —€) =k
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S (P(c + €),P'(c + ¢€),...,P® (c + ¢€)) = 0.
Assim, se x passar por uma raiz de P, o niumero V(x) diminuira exatamente da
multiplicidade desta raiz. Suponhamos, agora, que c seja uma raiz de
multiplicidade k da derivada de alguma ordem, mas néo seja um zero de P.
Dai, se
PED (¢) # 0, P (c) =PHY (¢) =PWD (¢) =...= PV () =0,
PER (¢) # 0
para algum 1 < i < n — k. Pela Propriedade 3.1 para € > 0 suficientemente
pequeno, temos
Ry =S (P (¢ — €), PO (¢ — €),..., PLO (¢ — €))
=S(PED (c =€), PO (c =€)+ S (P" (c-¢), ..., P
(c — €),..., PER (c — €))
=S (PEY (c — €),PD (c — ) +k

R, =S (P Y (c+ €), PD(c+ €),..., PU*H (c+ ¢€))
=S PED (c+ €), PO(c+ €)) + S (P* (c-¢), ..., PA+0 (¢ +
€))
=S(PE Y (c+ €), PH) (¢ + €)

Como PUD(c+ e)e PUtM(c+ €) sendo funcdes continuas, P~V e

P9 n3o se anulam em uma vizinhanga U de c. Logo,

ST(PED (1), P (1) = 6,
para todot de U, sendo § = 1 ou é = 0, isto é, entre estas derivadas pode

haver ou ndo mudancas de sinal.

Analisaremos quatro casos dependendo do valor de § e da paridade de

k.
Sejam § = 1 e k um namero par. Dai,
Ry = kR, =1eV(c —€) —V(c+ €)= k(par).
Quando § = 1 e k um numero impar, temos
Ri =k+ 1R, =1eV(c—¢€) —V(c+¢€) =k —1(par).

Quando § = 0 e k um nimero par, temos
Ry = kR, =0eV(c—¢€) —V(c+ €)= k(par).
Quando 6 = 0 e k um namero impar
Ri=k+ 1R, =0eV(c—€)—V(+e€) =k + 1(par).
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Portanto, quando x passa por um zero de P®, V (x) sempre diminui de um
numero par. Entdo, para todo e > 0 suficientemente pequeno,

Z(P; (a+€b—€)=V(a+e)—V(b—oe¢
ou menor que esse valor por um numero par. Mas

éi_r)r(l)V (a+€) = S~ (P(a),P (a),P"(a), ...,P™(a))

limV (a—€) = §* (P(b), P'(b), P"(b), ., P (b)),

0 que conclui a demonstracao do teorema.

Como

S(P(x), P'(x), P”(x),...,PM (x)) < S*(P(x), P'(x), P (%), ..., P™ (x)),
temos
Z(P; (a+€b—¢€) < S(P(a),P'(a),P”(a),...,P™ (a))— S (P(b),P’(b),P”(b),
..., PM (b)),

que é a forma mais comum do Teorema de Budan-Fourier.

A regra de Descartes é uma consequéncia do teorema de Budan-
Fourier. Essa regra fornece o niumero de raizes reais positivas de um polinémio

com coeficientes reais.

Teorema 3.5. (Regra de Descartes). Seja

P(x) = ag + ayx + apx?+...+a,_, x" 1 + a,x™, coma, # 0 e a, # 0.
Entao Z(P; (0,)) = S™(ag, ay...,an) — k,com k zero ou um nimero par. Isto
€, 0 numero de raizes positivas de P é igual ao numero de mudancas fortes de
sinal da sequéncia de seus coeficientes ou menor que este nimero por um
namero par.
Demonstracao. Suponha que P é um polinémio algébrico de grau n, entdo P’,
P”,..., P D tédm um ndmero finito de raizes positivas. Por isso, podemos
escolher um nimero M > 0, tal que nenhum polinémio P’,P”,...,P" ! se anula
para x = M. Portanto,
(3.3) Z(P; (0,00)) = Z(P; (0, M)).
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Pelo Teorema de Budan-Fourier,
(3.4) Z(P; (0,M)) < S (P(0),P'(0),..., P™ (0)) — S (P(M),P'(M),...,PM (M)).
Note que P(x) #0paraM < x < oo,

sinal [P(M)] = sinal [(Am& P(x))] = sinal [a,]

A Ultima igualdade é consequéncia do fato de que o sinal de P, para x muito
grande, é o mesmo sinal de a,x™. Analogamente, temos
sinal [P®(M)] = sinal [(7111—{130 P("))] = sinal [a,]
isto €,
sinal [P(k) (M)] = sinal [n(n — 1)...(n — k + 1)a,x™ — k] = sinal [a,],
para todo k = 1,2,...,n — 1. Para k = n, sinal[P™(x)] = sinal [n!a,] =
sinal[ay].
Logo, todos os numeros da sequéncia P(M),P'(M),P"(M),..., P™ (M),
tém o mesmo sinal do coeficiente a,,. Entao,
(3.5) S™(P(M),P'(M),P"(M),..., P™ (M)) = 0.
Considerando que P® (0) = a™ ¥ k!parak = 0,1,...,n, obtemos
(3.6) S (P (0),P' (0),...,P™ (0) =S (ay, ay_1,...,00) =S (ag,...,an).
Entdo, (3.3),(3.4), (3.5) e (3.6) implicam na desigualdade
Z(P; (0,0)) <S (any an_1,---,09)-
Pelo Teorema de Budan-Fourier, e pela desigualdade anterior, a diferenca
entre os dois lados de (3.4), S (an, an_1,---,a9) — Z(P; (0,00)),€ um numero

par, conforme queriamos demonstrar.

A Regra de Descartes pode ser usada também para encontrar a
guantidade de raizes negativas de um polinémio, bastando para isso substituir
x por —x e, elevando —x as diferentes poténcias, obter um novo polinémio

q(x) = P(—x), cujas raizes positivas sao as raizes negativas de P.

Exemplo 3.5. Considere o polindmio
P(x) =3x° — 3x* — 3x3 + 2x + 3.
Os sinais dos coeficientes de P sao
+ - -+ +
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Pela Regra de Descartes, segue que P tem duas ou nenhuma raiz
positiva.

Analogamente, concluimos que P apresenta uma ou trés raizes
negativas.

Note que se P tem duas raizes positivas, as outras trés raizes de P
serao negativas ou uma delas negativa e as outras duas serdo complexas.
Caso P nao tenha nenhuma raiz positiva, entdo tera quatro raizes complexas e

uma negativa ou duas complexas e as outras trés negativas.

Teorema 3.6. (Enestrdm-Kakeya). Seja P(2) = a, + a;z+...+a,z", um

polinbmio  cujos coeficientes reais a;, i = 0,1,2,...,n, satisfazem

a, = a; =...2 a, > 0.Entdo, todos os zeros de P estdo fora do disco

unitario aberto.

Demonstracao. SejaP(z) = a, + a;z+...+a,z" um polinémio com

coeficientes reais.
Multiplicando ambos os membros de P por (1 — z) temos

(1 - 2)P(2)=a,- apz + a1z- a1z* + ayz? - a,z% + ... + ay,z™ — a,z"*?

ou seja,

(1 — 2)P(2) = a, — [(a, — a1)z + (a; — a3) z2 +... + (Ap_1— ap) 2" + a,z"*1].
Agora, aplicando o médulo em ambos os lados da equacédo anterior,

temos

|(1 = 2)P(2)| = |a|-{l(ao—ar)llzl+|(a1-a2)||z[*+...+|(an_1—an) ||| 2]"+]ay| lz|*1].

Como os coeficientes a, = a; =>...> a, > 0, entéo

I(1 = 2P| = a, - [(a,-a1)|z] + (a1 = a3)IzI* +... + (an-1-03) |2]" + ap|lzI™*"].
Assim, para |z| < 1, temos

(1 — 2)P(2)|> ap — (ap — a;) — (a1 — az)—...—(Ap-1 — @) — @ =0
Portanto, se |z| < 1, entdo |(1 — z)P(z)| > 0, ou seja, P(z) # 0,dai os

zeros de P s6 podem ser tais que |z| = 1.

O préximo teorema mostra um circulo centrado na origem que contém
todos os zeros de um determinado polinémio.
Teorema 3.7. (Teorema do Disco contendo todos os Zeros). Seja

B,(x) = apx"+ ap_1x"" 1+ -+ a;x +a,um polindmio real de grau n e
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se

M = max{la,l, |a4l, ..., la,—1|}. Entdo cada zero de B,(x)pertence ao circulo
centrado na origem e raio R = 1+Iaﬂnl'
Demonstracao. Considere |z| > 1. Deste modo,
M = max{|a,l, |a,l, ..., |a,—1|}, temos
|P(2)| = lag + a1z + a,z* + -+ + a,z"|

= lapz™ — (_an—lzn_l — Q2" == a2 — ao)|

2 |apz"| = |=ap_12""" — an_2" 7 — = ayz — a

= |apz™| — |ap_12"" 1+ ap_2z"" % + -+ a1z + ag

> |an|lz" = (lan-1112"7| + lag—2 112" 72| + - + |as|1z] + |acl)

> lagllz|® = M1z + 272 + - + |z] + 1)

M 2
= |an|lz]" <1——ZZ )
k=1

|ax|
_k>

e
> |ay|z|" (1—m D1z
k=1

Note que a série acima é bastante parecida com a série geométrica,

diferenciando-se apenas no indice inicial, onde k varia de 0 até oo; e ainda

1 s . e .
como — < 1, tem-se que a série geométrica converge, ou seja,

|z]
-(1) _ 1 12|
;(H] IS Py

|z|

Assim, tem-se

lan|\|z] =1

= |ay|lz[" [1 - |Z| <|z|1— 1)]

M |z|
|P(2)| > |ay||z]™ !1 - <| 1>]

Agora observe que se |z| > 1+aﬁ segue que P(z) >0, isto é,P(z) #0 e

portanto, os zeros de P(z) estaoem |z| < 1 + aﬂ
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O teorema a seguir € um caso mais geral do Teorema de Ernestrom-
Kakeya, que exibe uma regido anelar contendo todos os zeros de um
determinado polindbmio. Esse resultado encontra-se em Anderson, Saff e Varga
(1979).

Teorema 3.8. Sejam P(z) = a,z" + a,_1z" ' ..+ a;z+ ay um polindmio com

coeficientes reais positivos,

. Ak ak
ad = min e ,8 = max
Osk<n QAp41 0<k<n QAl41

Entéo os zeros de P(z) satisfazem
a<|z| <p.
Demonstracao. Temos que

n-—1

P(az) = a,a™z™ + ap_a™ z" 1+ -+ ajaz + a,.

Observe que,

ag

>a o apa® > apaft?t.

Ak+1

Dai, obtemos que os coeficientes de P(az) satisfazem o Teorema de
Enestrém-Kakeya e, portanto os zeros de P(az) séo tais que |z| > 1. Se z, é
zero de P(z) entdo z,/a é zero de P(az), dai, |z,/a| = 1 e, portanto |z,| > a.
Logo, os zeros de P(z) séo tais que |z| > «a.
Por outro lado,
P(Bz) = a,f"z" + an_f" 2" 1+ -+ a1 Bz +ay

Ak

——=fe aB* < ap B
k+1

Analogamente, temos que os coeficientes de P(Bz) satisfazem a proposicéao

anterior e, portanto os zeros de P(z) séo tais que |z| < 8.
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Capitulo 4

POLINOMIOS COM COEFICIENTES DE FIBONACCI

Neste capitulo, apresenta-se alguns resultados sobre a localizacao dos
zeros de polinbmios cujos coeficientes sao elementos da sequéncia de
Fibonacci. Para isso, usamos os resultados sobre localizacdo de zeros de

polinbmios algébricos apresentados no capitulo anterior.

4.1. Sequéncia de Polinémios com Coeficientes de Fibonacci
A sequéncia de polindmios {B,(x)} -, definida por
Py(x)=1eP,(x) =xP,_1(x) + Fyq1, paran > 1,
eF,i=1,..,n+1 os numeros de Fibonacci, € chamada de sequéncia de
polinbmios com coeficientes de Fibonacci, ver, Garth, Mills e Mitchell (2007).
Observe que o polinémio B, (x) € dado por P,(x) = Xr—o Fk+1x"‘k.
Dessa forma os seis primeiros polinbmios com coeficientes de Fibonacci
sao:
Pox)=F, x°=F, =1
Ppx)=Fx +F, =x+1
P(x)=Fx?+ Fx+ F; = x> +x+2
P()=Fx3+ FLbx*+ F;x +F, = x3+x?>+2x+3
P)=Fx*+ Fx3+ F3x2+ F,x +Fs=x*+ x3+ 2x>+3x+5
Ps(x)= Fix>+ F, x*+ F3x3+ F, x? + Fsx + Fy
=x°+x*+ 2x3+3x2+5x+8

4.2. Localizacao dos zeros

O problema de determinar uma regiao limitada que contém os zeros de
um polindmio é bastante importante, pois ao utilizar métodos numéricos dentro
dessas regides, pode-se reduzir consideravelmente o tempo que um algoritmo

numeérico leva para encontrar uma aproximagao para esses zeros.
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Nesta secdo, apresentamos um estudo sobre a localizacdo dos zeros

dos polinbmios com coeficientes de Fibonacci.

-k

Como os sinais dos coeficientes de PB,(x) = ) F,,x"* sdo todos

k=0

positivos, pelo Teorema de Descartes, P,(x) ndo tem nenhuma raiz positiva.

Além disso, como os coeficientes F;, i = 1,...,n + 1 de B,(x), satisfazem
Fpo1> E, > Fypoy > -+> F, > F; >0,

Pelo Teorema de Enestrém—-Kakeya todos os zeros de B,(x) estdo fora do

disco unitario aberto.

Seja
A == max{Fn_l_l, FTL' ...,Fz} = FTL+1J
entdo, pelo Teorema 3.7, os zeros de P,(x) = > F,,,x"" pertencem ao circulo
k=0
centrado na origem e raio
R=14F,,,.

Exemplo 4.1. Seja Ps(x) = Fix° + F,x* + F3x3 + F;x? + Fsx + F,. Pelo Teorema
de Enestrom-Kakeya e o Teorema 3.7, segue que os zeros de Ps(x) estdo na
regido B = {z € C: 1 < |z| < 9}. llustramos a localizagao dos zeros do polindmio

Ps(x) = Fix° + Fox* + F3x3 + Fy;x? + Fsx + Fg na Figura 4.1.

Figura 4.1: Localizagéo dos zeros do Polindmio
Ps(x) = Fix° 4+ Fox* + F3x3 + Fyx? + Fsx + F,.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Agora, sejam

: Fk+1 : Fn+1 Fn F3 F2
X = min = min ) 9eeey s
Osk<n F, F, F,

Fn Fn—l
F

: n+l Fn 2 1
= min , veey—s—p =1
F, F_, 11

entdo, pelo Teorema 3.8, os zeros de P,(x) = Y F,,x"" pertencem a regido
k=0

anelar a < |z| < B, isto é, os zeros de B,(x) = ZFMXH estdo na regido anelar
k=0

1<|z| <2

Exemplo 4.2. Seja Ps(x) = F;x° + Fx* + F3x3 + F,x? + Fsx + F¢, o polinémio
apresentado no Exemplo 4.1. De acordo com o Teorema 3.8, 0os zeros de Ps(x)

estdo naregidao anelar 1 < |z| < 2, como podemos ver na Figura 4.2.

Figura 4.2: Regido anelar 1 < |z| < 2, que possui a localiza¢do dos zeros de
Ps(x) = Fix° 4+ Fox* + F3x3 + Fyx? + Fsx + F,.
Fonte: Elaborada pela autora.
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12
Exemplo 4.3. Seja P;,(x) = ZFMX"_k- De acordo com o Teorema 3.8, 0s
k=0

zeros de P;,(x) estdo na regido anelar 1 < |z| < 2. llustramos a localizagdo dos

12
zeros do polinémio P;,(x) = Y F,,,x"* na Figura 4.3.
k=0

Figura 4.3: Regido anelar 1 < |z| < 2, que possui a localiza¢do dos zeros do

12
polindmio Py, (x) = > F,,x"".
k=0
Fonte: Elaborada pela autora.

Note que a regido anelar do Teorema 3.8 que contém o0s zeros dos
polinbmios com coeficientes de Fibonacci é fixa independente do grau do
polinbmio, j4 a regiao dada pelo Teorema 3.7 que contém os zeros dos
polinémios com coeficientes de Fibonacci depende do grau do polinémio.

Além disso, utilizando o Teorema 3.8 é possivel obter uma regido mais
refinada do que a regiao obtida pelo Teorema 3.7 para a localizagao dos zeros
de B, (x).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos alguns resultados interessantes sobre a
sequéncia de Fibonacci, como, por exemplo, algumas configuracdes bioldgicas
em que aparecem a sequéncia de Fibonacci e algumas de suas aplicacoes.

Além disso, fizemos um estudo sobre zeros de polinémios reais, mais
precisamente estudamos alguns resultados classicos sobre zeros de
polinbmios reais, para depois aplica-los aos polinbmios com coeficientes de
Fibonacci.

Dentre os resultados classicos estudados sobre zeros de polindbmios
reais, estdo a regra de Descartes que permite obter o nimero de raizes reais
positivas de um polinbmio, apenas utilizando os sinais dos coeficientes do
polinbmio; o Teorema de Enestrém-Kakeya que trata da localizacao de zeros
complexos de polinbmios reais e 0 Teorema do Disco contendo todos os zeros.

Assim, neste trabalho, utilizando resultados classicos sobre localizacao
de zeros de polinbmios reais, determinamos uma regido limitada que contém
todos os zeros dos polinbmios com coeficientes de Fibonacci, e, conforme ja
mencionamos no Capitulo 4 deste trabalho, o fato de determinamos uma regiao
limitada que contém todos os zeros de um polinbmio é bastante importante,
pois ao utilizar métodos numéricos dentro dessas regides, pode-se reduzir
consideravelmente o tempo que um algoritmo numérico leva para encontrar

uma aproximagao para esses zeros.
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