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Resumo

Este trabalho trata da importancia das transformadas integrais para a matematica e
suas aplicagdes. Para isso, sdo detalhadas duas importantes transformadas, a de Fourier e a de
Laplace. Tais transformadas estdo entre as mais usadas quando a matematica ¢ envolvida no
dia a dia tecnoldgico. Assim, sdo apresentadas aqui as defini¢des de tais transformadas, suas
defini¢des e diferentes versdes, bem como suas principais propriedades. Com isto, apresenta-
se um trabalho que servirda de base para aqueles que desejam iniciar estudos sobre

transformadas integrais.

Palavras-chave: Transformada integral, Fourier, Laplace, Aplicagdes.



Abstract

This work deals with the importance of integral transforms for mathematics and its
applications. For this, two important transforms are detailed, the Fourier and Laplace
transforms. Such transforms are among the most used when mathematics is involved in the
day-to-day technology. Thus, we present here such transforms, their definitions, main
proprieties and their different versions, when existing. This work is presented in a way to be

the basis for those wishing to start studies on integral transforms.

Keywords: Integral transform, Fourier, Laplace, applications.
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Introducao

Desde o inicio do século XVIII, com os estudos a cerca da eletricidade feitos por
Benjamin Franklin (1706 — 1790), a humanidade passou em ter grande interesse nas formas
em que a energia elétrica pode ser usada em beneficio do homem, bem como estudar outros
eventos naturais tais como as ondas eletromagnéticas como forte influéncia dos estudos de
Nicola Tesla (1865 — 1943), mesmo que seu objetivo fosse transmitir energia sem a utilizacao
de cabos, “acidentalmente” descobriu o que conhecemos por ondas de radio e, posteriormente,
wireless. Com intuito de descrever tais eventos, e outros mais, através de equagdes
diferenciais podemos estudéd-los através do que chamamos de transformadas integrais.
(MENDONCA, 2007)

Transformadas integrais sdo ferramentas importantes para resolucdo de equacdes
diferenciais, estudaremos a Transformada de Fourier e a Transformada de Laplace, a primeira
¢ usada em fungdes ndo continuas, isto ¢, em intervalos determinados da reta, ¢
principalmente utilizada quando tratamos da varidvel tempo, j4 a segunda ¢ fortemente
utilizada em para a solugdo de equagdes diferencias lineares. (NOS, 2011)

A transformada de Fourier tem aplicagdo na area de processamento de sinais e
comunicagdes, apesar, destas transformadas estarem relacionadas a solug¢do de problemas
semelhantes, apresentam algumas diferencas que facilitam a resolu¢do nas areas em que sdao
destacadas pelos livros que tratam de célculo avangado, bem como na solugdo de equacdes
diferenciais ordindrias e parciais (FIGUEIREDO, 1977; FECHINE, 2010)

A colaboragdo das transformadas de Fourier para o processamento de sinais ¢
relativa ao espectro da amplitude do sinal, fase da transformada de Fourier explorando a ideia
de Gauss a cerca do conjunto dos niimeros complexos e o plano gaussiano. Tem grande
importancia pois, entender o comportamento de ondas eletromagnéticas e descrevé-lo através
de equacdes tem papel fundamental na resolucao de problemas, tais como, interferéncias no
sinal as quais causam danos ao receptor.

J& a transformada de Laplace tem maior destaque que envolve o calculo diferencial
e integral, sua principal utilizacdo ¢ para a solucdo de problemas integro-diferenciais
(BOYCE e DIPRIMA, 2002).

Este trabalho tem como objetivo apresenta um estudo das transformadas de Fourier e
Laplace. Para isso, serdo dadas as suas defini¢cdes e suas principais propriedades. E, por fim,

serdo apresentadas algumas de suas aplicagdes.
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O restante do trabalho ¢ organizado da seguinte forma: No Capitulo 1 ¢ apresentada a
transformada de Fourier e suas principais propriedades, bem como as transformadas de seno e
cosseno e integral de convolugdo; no Capitulo 2 sdo apresentadas algumas aplicagdes da
transformada de Fourier; a transformada de Laplace e suas propriedades sdo apresentadas no
Capitulo 3; e suas aplicagdes sdo apresentadas no Capitulo 4; e, por tltimo, sdo apresentadas

as consideragdes finais.
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Capitulo 1

Transformada de Fourier

Apresenta-se agora a transformada de Fourier e suas principais propriedades. Para
isso, primeiro € preciso conhecer a defini¢do da integral de Fourier. A teoria aqui exposta foi

retirada de Figueiredo, 1977, Nos, 2011, Quintino, 2013 e Neves, 2015.

1.1- Integral de Fourier

A integral de Fourier de uma fun¢do f(x)¢é definida no intervalo (—oo0,00) e ¢

representada por:

f(x) = %fooo[A(a) cos(ax) + B(a)sen(ax)]da (1)

sendo
Ala) = foof(x) cos(ax) dx

B(a) = f_oooof(x)sen(ax)dx.

A integral na equacdo (1), ao contrario de sua série, descreve uma fungdo nao
continua, como um pulso de forca, ou mesmo, uma voltagem em um intervalo finito. E uma
ferramenta importante para resolucao de problemas para os quais antes ndao havia solugao,

consiste basicamente em escrever a fungao de uma curva através de senos e cossenos.

1.2- Integral cosseno de Fourier
Se uma fung¢io f(x) € par no intervalo (—oo, o) entdo:

Ala) = f_cto f (%) cos(ax) dx =2 fooo f (%) cos(ax) dx

B(a) = ffooof(x)sen(ax)dx =0.
12



Sua integral cosseno de Fourier ¢ dada na equagdo (2).
flx) = %foooA(a)cos(ax)da. )

1.2.1- Integral seno de Fourier

Se uma fungdo f(x) ¢ impar no intervalo (—oo, ) entdo:

Ala) = foof(x) cos(ax)dx =0

B(a) = fjooof(x)sen(ax)dx =2 fooof(x)sen(ax)dx,

com integral seno de Fourier igual a

fx) = %fooo[B(a)sen(ax)]da. (3)

1.3- Transformada de Fourier

Assim como a integral de Fourier a transformada de Fourier também ¢ deduzida a

partir da famosa série de Fourier, sendo por sua vez, definida como transformada de Fourier
de fuma funcdo F(a) ou f que associa a cada fungio absolutamente integravel f: R — C ou

F(a):R - C (f : R = C) e é definida pela seguinte expressao:

S @) = F@) = | fGetdx
= ffooo f(x)[cos(ax) + isen(ax)dx. 4)
A transformada inversa de Fourier ¢ fun¢do que associa a cada fungdo F(a):R = C

(ou f: R = C) pertencente ao conjunto imagem I{f(x)} a funcio absolutamente integravel

f:R — C e ¢ definida na equagdo (5),

STHF(@) = f(0) =5 J2 F()e™da. 5)
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Se a fungdo f(x) for par entio J{f(x)}=F(a) = f_oooof(x) cos(ax) dx, logo
teriamos um real puro, ja se fosse impar entdo I{f(x)} = F(a) =i fjooo f (x)sen(ax)dx, isto

¢ um imaginario puro.

1.4- Transformada cosseno de Fourier e Transformada cosseno de
Fourier inversa

Considerando a fung¢do f(x) , par no intervalo (—oo, o), sua integral cosseno de

Fourier é

f(x) = %fooo[fooof(u) cos(au) du] cos(ax) da.

E sua transformada cosseno de Fourier é

Sclf ()} = Fe(a) = fooof(x) cos(ax) dx.

1.5- Transformada cosseno de Fourier inversa

A transformada cosseno de Fourier inversa ¢ dada por

S HFe(@)} = f(0) = 2 [ F(a)cos(ax)da.

1.6- Transformada seno de Fourier e Transformada seno de Fourier
inversa

A integral seno de Fourier de uma funcao ¢ definida por

flx) = EJO Uo f(u)sen(au)l sen(ax)da.

Com transformada seno

Sslf (0} = Fs(a) = f £ (x)sen(ox)dx,
0

€ inversa
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3 H{Fs(a)} = f(x) = %foooF(a)sen(ax)da.

1.7-  Funcio de Heaviside
A fungdo unitaria de Heaviside ¢ definida como:
H:R—{0} >R
1, x>0

HE ={y w20

Na Figura 1¢ apresentado o grafico da funcdo de Heaviside

Figura 1 - Gréfico da funcdo de Heaviside

1.8-  Espectro, amplitude e fase da transformada de Fourier

Como sabemos o conjunto dos numeros complexos (C) ¢ dotado das seguintes

propriedades:
a) Igualdade: (a,b) = (c,d) @ a=ceb=d
b) Adigdo: (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)
Cc)  Multiplica¢ao: (a,b).(c,d) = (ac - bd,ad + bc)
Sabemos que f:R — C ou F(a):R - C (f: R - C). Podemos reescrever a

15



transformada de Fourier como:

F(a): Fr(a) + iF;(a) ou F(a):|F(a)|e®

onde i = vV—1, Fg(a) é a parte real de F(a) e F,;(a) ¢ sua parte imaginaria.

IF(a)| = {Fp(a)? + Fy(a)?

FI(“))

0 = arctg (FR @

A forma polar da transformada de Fourier ¢ a amplitude da transformada de Fourier
ou o espectro da amplitude do sinal f{x), 8 ¢ o angulo de fase da transformada de Fourier ou

do espectro do sinal de f{x) e
P(a) = F(a)® = Fr(a)? + Fi(a)?
¢ o espectro da poténcia de sinal.

1.9- Propriedades operatdrias da transformada de Fourier

As principais propriedades da Transformada de Fourier sdo apresentadas a seguir.

P1 - Funcgoes de rapido decrescimento

Uma fungdo f: R— C ¢ de decrescimento rapido se ela for infinitamente diferenciavel

e se
lim x™D"f(x) =0
X—00

Ou seja, f(x) e suas derivadas decrescem mais rapidamente do que as poténcias x™

tendem ao infinito quando |x|— oo (Nos, 2011)
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P2 - Comportamento de F(a) quando a - <©

A transformada de Fourier F(a) de uma fun¢do f(x) absolutamente integravel

quando:

lim F(a) =0

a-t

Teorema 1.1

Se f:R - C ¢ uma fungdo absolutamente integravel, entdo sua transformada de
Fourier F(a):R - C ¢é uma fun¢do continua e limitada. Se, além disso, F(a) for

absolutamente integravel, entdo f é continua.

P3 - Linearidade

Se f,g : R = C sao funcdo absolutamente integraveise a a,b € R, entdo

S{af(x) + bg(x)} = a3{f(x)} + b3I{g(x)} = aF (a) + bG(a)
Prova:

Pela definicao da transformada de Fourier e pela propriedade da linearidade

S{af (o) + bg(0)} = [ [af (x) + bg(x)]e " dx

= aj f(x)e "tdx + bJ g(x)e 1t dx

P4 - Simetria (ou dualidade)

Se 3{f (x)} = F(a), entdo IJ{F(x)} = 2nf (—a)

Prova :

17



o)

STHF(@)} = f(x) = %f F(a)e “*da = 2nf (x)

Temos que,

fooF(a)e‘ix(‘“)da = 2nf(—a)

fOOF(a)ei“xda = 2nf(—a)

S{F(0)} = 2nf (—a)

PS5 - Conjugado

Se f: R — C ¢ uma fun¢@o absolutamente integravel, entdo J{f * (a)} = F * (—a) ,

onde J{f(x)} = F(a) e * é o conjugado complexo

Prova

J{f(x)} = foof * (x) e dx = foof * (x) [cos(ax) + isen(ax)]dx
=+ [, f() e dx = F » (~a)

P6 - Translacido (no tempo)

Se f: R — C ¢ uma funcao absolutamente integravel, entdo

3{f(x — )} = e"*F(a), onde F(a) = I{f (x)}

Prova:x —a=u

S{f(x — a)} — f f(x) eiaxdx — f f(u)eia(u+a)

18



= foof(u)eiaaeiaudu = plaa foof(u)eiaudu — e—iaaF(a)
onde F(a) = 3{f (x)}

P7 - Translacao (na frequéncia)

Se f: R — C ¢ uma funcdo absolutamente integravel, entdo
3{e!®*f(x)} = F(a + ), onde F(a) = 3{f(x)}

Prova:a+a=u
S{e*f(x)} = joo el f(x)e'*dx = joof(x)ei(aw)xdx =
= [0 fe)e™dx =F(u) = F(a + a).

P8 - Similaridade (ou mudanca na escala) e inversao de tempo

Se f: R — C ¢ uma fungao absolutamente integravel e a # 0, entdo
o~ 1 o~

3{f(ax)} = 1 F (£), onde F(a) = S{F ()}

Prova:

u du
(1) a>0,ax=u,x=;,dx= —/ XD 0DUD0,X > —0DU

— 00

%) . 1 r® u
S(f (ax)} = j flax) elordx = - f ) e du



rilf_oof(u) eiu%du = iF (E)

la|” ‘a

u du
(2) a<0,ax=u,x=;,dx= —, XD 0DU> WY D —0DU >

—00

* i 10 io.'E
S{f(ax)}zf f(ax)ew‘xdxzaf f(u) e adu

if_oooof(u) elady = L F (g)]

la| la|

1.10- Convolucio

A convolugdo ( ou produto de convolucdo) de duas fungdes absolutamente

integraveis f'e g ¢ definida como sendo a fungao
F*)) =" flx—wgwdu=["_fwglx—wdu. (6)

Na integral impropria que define a convolu¢do na equagdo (6) para todo x se as
fungdes f e g, além de absolutamente integraveis, também sdo de quadrado-integraveis, isto €,

seus quadrados também sao absolutamente integraveis
f:olf(u)|2du < o, fjom|g(u)|2du < oo. (7)

Pela desigualdade de Schwarz prova-se a veracidade da equacao (7):

a’? b2
|lab| < —+ —, paratodo a,b € R,
2 TP

o

If (x —wI*g(wdu +

< f_o:of(x—u)g(u)du S%f

| rec-wgodn
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+f lgw)|?du < oo.

1.11- Transformada de Fourier de uma convoluc¢ao

Se f,g: R = C sdo fungdes absolutamente integraveis com transformadas de Fourier

definidas conforme a equacgao (4), entdo

S{(f *9) ()} = F(a)G(a), onde F(a) = J{f(x)} ¢ G(a) = I{g(x)}.

Prova:

St g} = | Z(f - el dx = fo:o { | Zf(u)g(x - u)du} el y,

iax iaueia(x—u).

sabendo que e'** =e

3{f*g}= J-_OO {f_oof(u)g(x — u)du} elaugia(x—w) gy

mudando a ordem de integracao
S{f*g}= f fw {f g(x —u)eldx—w dx}ei“”du.
Considerandox —u=v =2x=u+v =2>dx =dv:

I{f+g}= f f(w) {f g(x —u)e'® dv} el®tdy
S+ gh= | rastgledu

S+ g} =g} | fwpeidu

3{f * g} = 3{g}3{f}
3{f * g} = F(@)G(a).
21



Para a convolugao sdo validas as seguintes propriedades:

C1 - comutativa: (f *xg =g *f)

C2 - associativa: (f * (g xh) = (f * g) * h),

C3 - distributiva: (f * (g + h) = (f xg) + (f * h)),
C4 - elemento nulo: f * 0 = 0,

CS - elemento neutro: (§ x f) = f
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Capitulo 2

Aplicacbes da Transformada de Fourier

Originalmente foi aplicada para resolver problemas de condutividade térmica, mas
seu uso se estende a processamento de sinais, criptografia, estatistica, entre outras areas,
consistindo, como ja citado, reescrever uma fungdo através de senos e cossenos,
aproximando-se dessa fungdo. Isto €, o conceito de transformada uma estimativa (com erro
proximo de zero) de uma funcdo, para que possamos entender melhor seu comportamento

(FIGUEIREDO, 1977; FECHINE, 2010).

Exemplo 1

Equacdo do Calor (EDP parabdlica), o primeiro caso em que foi aplicada a

transformada de Fourier, para ser mais exato um problema de condutividade térmica.

Temos o seguinte problema:

ou _ Kazu
at ax*’
u(x,0) = f(x),—0o<x < o0

—o<x <o t>0

@®)

1,se|x| <0

Onde k ¢ a constante de difusibilidade térmica e f(x) = {O se |x| > 0

O problema do valor inicial (8) é o problema de Cauchy. Em que assumimos que a
fungdo f(x) ¢é limitada e absolutamente integravel e que |u(x,t)| < M (a solugdo ¢ limitada

para t > 0). Sabemos que se trata de uma barra homogénea, isolada termicamente e infinita.
Solugdo: u(x,t)

S{u(x, )} = foou(x, t)e'*dx = U(a,t)

S (0} = Sulx, 00} = U(a,0) = 222 a % 0. )
23



Aplicando a transformada de Fourier em (8) temos que

d 02
R {au(x, t)} =3 {Kﬁu(x, t)}

au(a,t)
— = kaU(a,t)

Separando as variaveis em (9), obtemos

1 dU(at)
U@t dt ¢

2

d 2
E[lnlU( a,t)|] = —ka

f%[an( a,t)|]dt =f—ica2dt

[In|U( a,t)|] = —ka’t + C,

U(a,t) = Ceka't

Para determinar a constante C em (11), usamos a condi¢do inicial (2) t =0

2sen(a)

U(a,0) =C =
Substituindo (12) em (11), temos

U(a,0) = 20D gra’t

(10)

)

(12)

(13)

Aplicando a transformada inversa de Fourier em (13) encontramos a solucdo

procurada

2sen(a) e"‘“zt}

S 1U(a, t) = 3-1{ -
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1 [(*® 2sen(a )
u(x,t) = —J. Zsen(a) )e"‘“zte‘l“"da
2T a

— 00

1 (* sen(a .
u(x, t) = —f ( )e"‘“zte““xda
i a

—00

u(x, t) = %f‘x’ @e‘mzt[cos(ax) + isen(ax)]da

— 00

1 j‘” sen(a) cos(ax) .

u(x,t) =—
/i1 a

—00

u(x,t) =2 sen(@) cos(ax) ,—xa®t g
TY— a

Exemplo 2

A equacdo da onda em uma corda infinita, o problema consiste em calcular as
vibragdes transversais de uma corda infinita, homogénea e com massa desprezivel.
Uy (w,t) = ¢? + w*li(w, t)

i(w,0) = f(w),
U (w,0) = g(w).

A solugdo geral desta equacao é:
U(w,t)=A (w)cos(cwt)+B(w)sen(cwt).

Usando as condi¢des iniciais, temos que:

f(w) = i(w,0) = A(w),
J(w) =0;(w,0) = cwB(w).
Portanto,

(w,t) = f(w) cos(cwt) + % = cwB(w).
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Aplicando a Transformada de Fourier inversa, chegamos a conclusdo do problema
g(w)

w lwt
sen(cwt)| et
cw

u(x,t) = \/%.[-00 If(a)) cos(cwt) +
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Capitulo 3

Transformada de Laplace

Equacdes integro-diferenciais do tipo:
L%i(t) +Ri(t) + %fot i(t)dr = E(t), (13)
bem como, equagdes diferenciais como, por exemplo,
LL g +RiL+1q(t) =E®) (14)
dt at ' ¢

Em ambas equacdes (13) E (14), i(t) ¢ a intensidade da corrente, q(t) ¢ a carga
instantanea no capacitor ¢ E(t) é a forga eletromotriz em um circuito elétrico em série L-R-C,

isto ¢, indutor — resistor — capacitor, representado abaixo pela ilustragao.

Este problema pode ser resolvido usando a transformada de Laplace (Boyce e Diprima, 2002).

A teoria que segue pode ser encontrada em Boyce e Diprima, 2002, Nos, 2011 e

Cordona, 2015.

A transformada de Laplace ¢ definida por

LFOY=F(s) = [~ HOf(®)e*te¥tdt = [Z H(t)f (e *dt, (15)
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Sendoque s = —(x +iy)e

f(t) é a fungdo original

F(s) ¢ a funcdo transformada

e ™St & o nucleo da transformacao

f:R->C

F:C-C

H(t) é a fungdo de Heaviside u(t — a) para t = 0, definida por

0,se0<t<a
u(t—a)—{ 1,set>a

A integral | Ooo f(®)e~stdt échamada de transformada unilateral de Laplace que existe

se sua integral impropria convergir para algum valor de s.

3.1 Propriedades da transformada de Laplace

Algumas das propriedades da transformada de Laplace sdo apresentadas a seguir.

L1 - Comportamento da transformada de Laplace F(s), quando s —» <©

Se f(t) é uma fungdo seccionalmente continua para t € [0,N] e de ordem

exponencial para t > N, entdo

lim F(s) = 0.
S—00

L2 - Linearidade

A transformada de Laplace ¢ um operador linear. Assim se a € b sdo constantes
quaisquer, entdo

L{af(t) + bg (1)} = aL{f ()} + bL{g(t)} = aF(s) + bG(s)

Prova:
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Pela definicao da transformada de Laplace

L{af () + bg(t)} = f [af (©) + bg(D)]e~ dt

=a f_o:of(t)e‘“dt +b f_o:og(t)e‘“

= aF(s) + bG(s).

L3 - Primeira propriedade da translacio ou deslocamento

Teorema 3.1

Se L{F(D)} = F(s), entio L{e®f(t)} = F(s — a)

Prova:
L{e®f(t)} = fjoooeatf(t)e_“ = fjooof(t)e_(s_a)t =F(s —a).

L4 - Segunda propriedade da translacio ou deslocamento

Teorema 3.2
f(t—a),t=a _

Se L{f(t)} =F(s) e g(t) = { 0 f<q f(t —a)u (t — a), sendou(t — a)

0, 0t<a

a fungdo degrau unitirio, definida por u(t—a)= { 1 r>aq entdo

L{g(t)} = e"*F(s).
Prova:

t—a=u=>t=u+adt=du,t >a=>u—->0,t>0=>u—>

L{g(t)} =f g(t)e stdt =f f(t—a)e stdt

= j;oof(u)e‘s(”+a)du =j;o:of(u)e‘5”e‘sadu
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=e 50 [7 f(we S*du = e S*F(s).

LS - Similaridade (ou mudanca de escala)

Teorema 3.3
1 S

Se L{f ()} = F(s), entdo L{f (at)} = F (2), a > 0.

a a

Prova:

d
at=u$t=%,dt=7u,t—>0=>u—>0,t—>oozu—>oo

Lif@0) = | flanedt
0
[ rayes@ L f " rae @
| raoe@T=2 [ pane @
=2F )
3.2- Transformada de Laplace unilateral de derivadas
Teorema 3.4

Seja L{f (t)} = F(s), entdo

L{f'(t)} = sF(s) — f(0),s >0 ¢ f(t) ¢ continua para t € [0,N] ¢ de ordem
exponencial t > N, enquanto f'(t) ¢é seccionalmente continua para t € [0, N]

Prova:

0 b
L@ = [ e tde = Jim [ f/©ede
0 0

Integrando por partes, temos
b
L{f' ()} = le‘“f(t)lf)’ + Sf f(t)e‘“dtl
0
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b
= e SPf(b) — f(0) + sf f(t)e‘“dtl

Observacio: e P f(b) - 0
= sF(s) — f(0).

Teorema 3.5

Se no Teorema 1 f(t) deixa de ser continua em t = 0, mas tlirgl+ f() =f(Q0,),

existe, entdo

LIF'(©} = sF(s) = f(0).

Teorema 3.6

Se no Teorema 1 f(t) ¢ descontinua em t = a, entdo

L{f' ()} = sF(s) — f(0) —e™*[f(ay) — f(a-)]

Onde f(a,) — f(a_) é o salto de descontinuidade t = a.

Teorema 3.7

Seja L{f (t)} = F(s), entdo
L{f" ()} = s*F(s) — sf(0) — f'(0)

Se f(t) e f'(t) sdo continuas para t € [0,N] e de ordem exponencial t > N,

enquanto f''(t) ¢é seccionalmente continua para t € [0, N].

Prova:
LI (O} = sL (O} - £7(0)
= s[sF(s) = f(0)] = f'(0)
= s?F(s) — sf(0) — f'(0).
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Teorema 3.8

Seja L{f (t)} = F(s), entdo

L{F®(©) = s"F(s) = s"LF(0) = s"2f/(0) = "3 f7(0) = - = sF"2(0) = F771(0)

Se f(t), f'(t), f"(t), ..., f ™ 1sdo continuas para t € [0, N] e de ordem exponencial

t > N, enquanto f"(t) é seccionalmente continua para t € [0, N].

3.3- Transformada de Laplace unilateral de integrais

Seja L{f (t)} = F(s), entdo

c{f; Fadu} =2,

Prova:
t
9(0 = f Fdu= g'(t) = £
0

g(0)=0
L{g' ()} = L{F ()}
sL{g(®)} — g(0) = F(s)

Lig (t)}__%{f fFwdu } Fs)

3.4- Derivadas de transformadas de Laplace unilaterais (multiplicacao por
th)
Teorema 3.9

Se L{f (t)} = F(s), entdo

L{f (1)} = (—D“%F (s) = (=D"F™(s).
Prova:
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F(s) = foof(t)e_“ dt

Utilizando a regra de Leibniz, temos

d d [© © 0
EF(s)=EfO f(t)e—“dtc=fO 55 (e de

= [y —tf(®e~tdt = — [7[t f(©)]e*dt = —L{t f(D)},

ou seja,

Lt f(D} = =5 F(s) = ~F(s).

O que demostra o Teorema para n = 1, para findar a prova utilizaremos a indug¢do

matematica.

Agora, suponhamos que o teorema seja verdadeiro para n = k, ou seja,

LI F )} = (FDFFP(s)

Temos que:

= eroar = o)

0

<[ erar = orpencs)
0

Lm%t“lf(t)dt = (—DFF¥H(s)

—fooo%tk“f(t)dt = (—DFFE(s)

fooo%tk-l-lf(t)dt — (—1)k+1F(k+1)(S).

Assim, mostramos que o teorema ¢ valido para n = k + 1, isto é, fica provado que é

verdadeiro para qualquer valor inteiro positivo de n.
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3.5- Integrais de transformadas de Laplace unilaterais (divisiao por t)

Se L{f (t)} = F(s), entdo

L {%t)} = fsoo f(w)du, desde que tl_ig1+ @ exista.

Prova:
Seja,
00 =L00pw =90
L{f ()} = L{t g()}
LU} = ~2-6(6)
F(s) =— % G(s)
d
&G(s) = —F(s)
Segue que,

J:o;—uG(u)du = —LOOF(u)du

gim G|y = —f F(u)du
S

I (61~ 66)) = - | Fdu

Sabemos que gim G(b) = 0, logo,
—G(s) = —f F(u)du
S

G(s) = fOOF(u)du

Portanto,
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£{g®} = £{f = [7 fwydu.

3.6- Convolucio e transformada de Laplace

Sejam f(t) e g(t) fungdes seccionalmente continuas em [0, 0) e em ordem

exponencial, com transformadas de Laplace definidas conforme a equagao (15), entdo,

LIS+ 9) (0} = LIF(OIL{(g(O)} = F(s)G(s).

Prova:

(f*g®) = f f(u)g(t—u)duzf ft—wgdu.
0 0

Sejam,

F(s) = LUF(0)} = f F@e~dr, G(s) = LIF(D)} = f g(Be=Fdp.
0 0

Temos que:

F(S)G(S)=f f(T)e‘STdT<f g(ﬁ)e—sﬁdﬁ>:
0 0

- [ [ G@ew)eehands.
0 0

Fixando 7 e considerandot =7+ = f =t —te dt = df, assim,

F()G(s) = [" fO{[," gt —v)e™t dt}dr.

Por se tratar de fungdes seccionalmente continuas podemos inverter a ordem de

integragdo. Logo
F(s)G(s) = e~st —7) dttd
(s)G(s) fo {fo f()gt—1) I} t
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~ [ e
= £{(/ + 9))

3.7- Valor final

Se os limites a seguir existem, entdo eles sao iguais, ou seja,
lim f(t) = lim sF(s).
t—0 S—00

Prova:

L'} = sF(s) — f(0) (16)
Como sabemos f'(t) ¢ seccionalmente continua e de ordem exponencial t > N, entdo
lim L{f'(t)} = 0.
S—00

Tomando o limite s —» o em (16) e supondo que f(t) é continua em t = 0, temos que

lim L{f"(6)} = lim[sF (s) — £(0)]
0 = lim[sF(s) - £(0)]
lim sF(s) = £(0)

lim f(t) = lim sF(s).
t—0 S—00

3.8- Valor final 2

Se os limites a seguir existem, entdo eles sdo iguais, isto &,
lim f(t) = limsF(s)
t—oo 5-0

Prova:
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LI (D} = [, f/(x)e~stdt = sF(s) — f(0) (17)

O limite do lado esquerdo de (17) quando s — 0 &,

- o b
Eggfo f'(x)e-stdt=f0 £(x) dt=gi_r)r010j; £/(x) dt
= lim [f(©)]} = lim [(f(b) — £(0)]
= lim[(f(£) = £(0)]

= lim[(F()] - £(0).

O limite do lado direito de (17) quando s — 0 ¢

lim[sF(s) — £(0)] = lim[sF(s)] — £(0).
Logo,

lim [(F(8)] - £(0) = lim[ sF()] - (0).
Portanto,

Jim [((£)] = lim[ sF (5)]
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Capitulo 4

Aplicacdes da transformada de Laplace
As aplicagOes para a transformadas de Laplace e Fourier sdo ambivalentes, isto &,
elas podem ser aplicadas nas mesmas situagdes, no entanto, destaca-se o uso da Transformada

de Laplace em situagdes como equacdes integro-diferenciais (BOYCE e DIPRIMA, 2002;
NOS, 2011; CORDONA, 2015).

Exemplo 1

A equagdo de Volterra ¢ dada por
(&) = 1 — senh(t) + [, (6 + Dy(t — 6)d6.
Solugao:
Ly} =Y(s)
y(t) =1 —senh(t) + (t+ 1) *y(t)

Aplicando a transformada de Laplace unilateral, obtemos

1 1 1
Y(t) ==—— 1+(s—2+—>Y(s)
1 1 _ 1
(-5 ©=5-77
s?2—1—s s2—1-s
2 Y=y
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Como y(t) = L71{Y(s)} temos que
y(t) = cosh(t).

Exemplo 2

Seja f(t) =1, t = 0. A transformada de Laplace de f¢:

L{}=[Cetdt==, s20.

N

Exemplo 3

Seja f(t) = e%, t =0, pode-se determinar sua transformada de Laplace como:

aty _ [(® ,-stpat 34 — (P ,—(—a)t gy — 1
L{e®}= [ e teMdt=[ e dt=—, s>a.

S—a

Exemplo 4

Usando a transformada de Laplace, vamos resolver o seguinte problema de valor

inicial (PVI), (BOYCE e DIPRIMA, 2002),
y'—y' —=2y=0, y(0)=1, y'(0)=0.

Trata-se de um problema simples, resolvido com facilidade, pelo método apropriado

de resolugdo de equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem. A equagado caracteristica ¢
m> —-m-2=(m-2)(m+1) =0,
e entdo a solucao geral da EDO de segunda ordem dada no problema ¢
y =ce”t + cye?t.

Para que as condicdes iniciais sejam satisfeitas, devemos ter c; + ¢, = 1 e —c; +

2c, = 0;logo, c; = 2/3 e c, = 1/3. E assim, a solugdo para o PVI neste exemplo é
y=¢(t) = %e‘t + %eZt.

Para resolver o PVI dado usando a transformada de Laplace, precisamos admitir que
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o problema tenha uma solugdo y = ¢(t), que com a suas duas primeiras derivadas obedece o
Teorema 4.5. Assim, tomando a transformada de Laplace da EDO de segunda ordem dada no
problema, temos
L{y"} = L{y'} - 2L{y} = 0.
A propriedade da linearidade (L2) ¢ usada para escrever a transformada de uma soma
como a soma das transformadas das parcelas. Pelo Teorema 4.8 podemos exprimir L{y"} e

L{y'} em termos de y e a equagdo anterior assume a forma

s2L{y} — sy(0) — y'(0) — [sL{y} — y(0)] — 2L{y} = 0
ou
(s?=s—=2)Y(s) + (1 = s)y(0) —y'(0) = 0,
sendo que Y(s) = L{y}. Substituindo y(0) e y'(0), na dltima equagdo, pelas

condi¢des iniciais, e depois resolvendo em Y (s), obteremos

s—1 s—1
s2—s—2  (s=2)(s+1)

Y(s) =

A ultima expressdo ¢ a transformada de Laplace Y (s), da solu¢do y = ¢(t) do PVI
proposto. Para determinar a fungdo ¢(t) temos que encontrar a fun¢do cuja transformada de
Laplace seja a Y (s) obtida anteriormente.

Isto pode ser feito facilmente, desenvolvendo o segundo membro de Y (s) em fragdes
parciais. Ou seja,

s—1 _a b _a(s+1)+b(s—2)
(s—2)(s+1)_s—2+s+1_ (s—2)(s+1)

Y(s) =

Igualando os numeradores das fragdes, obtemos a =1/3 e b =2/3. Com tais

valores de a e b temos

1/3 2/3
Y =— .
(5) s—2+s+1

Finalmente, com o resultado do exemplo 3, fazendo primeiro @ = 2 e depois a =

—1, teremos que %ezr tem transformada de Laplace igual a % (s—2)te %e‘t tem
transformada de Laplace igual a % (s + 1)71. Portanto, pela linearidade da transformada de

Laplace,

2 1
— _ 2 -t 2t
y = ¢(t) 3e +3€

Tem transformada de Laplace igual a ultima expressao de Y (s).
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O Exemplo 4 é um caso simples de aplicagdo da transformada de Laplace. Como
visto, ele pode ser resolvido de forma bem mais simples por um método apropriado para
resolucdo de EDOs. Porém, para EDOs de ordem superiores a 2, o uso da transformada de

Laplace, por vezes, ¢ bem mais apropriado.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusdo de curso foram estudadas duas das principais
transformadas integrais, a de Fourier e a de Laplace. Tais transformadas estdo presentes em
varias aplicagdes da matematica. Algumas delas apresentadas no corpo do texto.

Pode-se perceber algumas similaridades entre a Transformada de Laplace e¢ a
Transformada de Fourier que, inclusive, podem ser aplicadas em diversas areas. Mas pelas
aplicagdes percebemos que o uso de cada um tende a lados diferentes, apesar de poderem ser
utilizadas em ambos os casos. Porém, percebe-se que ha facilidade em resolver um
determinado problema em cada exemplo usando a ferramenta que melhor se adapta a
situacao.

A Transformada de Fourier destaca-se nos casos onde ha ondas, sejam de uma
vibragdo ou em uma transmissdo de onda eletromagnética, pela sua caracteristica de ser
transformada (como o proprio nome sugere) em uma equacdo de senos € cossenos, isto €,
muito mais simplificada do que a inicial.

A Transformada de Laplace salienta-se em situagdes envolvendo EDOs, tais como, os
circuitos elétricos L-R-C e outras situagdes, pois por ser transforma em algo muito proximo
ao que temos nas equagdes que descrevem a poténcia, resisténcia e intensidade de corrente.

Vale ressaltar a importancia dessas duas ferramentas para a solucdo de problemas que
por outros métodos seriam extenuantes ou até mesmo impossiveis e suas incontaveis
possibilidades de utilizagdo para resolver problemas.

O estudo das transformadas integrais propicia uma visao matematica do ponto de vista
de aplicagdes, tendo em vista, que tais transformadas sdo altamente aplicaveis. Isto serve

como respostas dos “porqués” estudar Matematica.
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