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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre Equacoes Diferenciais de primeira e segunda or-
dem, onde apresento suas principais propriedade, e alguns exemplos com valores iniciais, e com
seus respectivos graficos das solugoes. E por fim apresento a transformada de Laplace, uma
ferramenta util para resolugao das equacoes diferenciais com valores iniciais.

Palavras-chave: Equacoes Lineares de primeira ordem , Equacoes Lineares de segunda ordem
e Transformada de Laplace.
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Abstract

This work is a study of first and second order differential equations, where present
its main property, and some examples with initial values, and with their graphics solutions.
Finally introduce the Laplace transform, a useful tool for solving differential equations with
initial values.

Keywords: Linear Equations of the first order, second order linear equations and Laplace
transform.
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Introducao

Neste trabalho estarei desenvolvendo um estudo sobre Equacoes Diferenciais. Onde
no primeiro capitulo apresento as equagoes diferenciais de primeira ordem, onde introduziremos
os conceitos basicos das equacoes diferenciais, tais como, classificacao, ordem, linearidade, etc.
Por sua vez esta dividida em equagoes lineares, separaveis e exatas, determinando assim a
equagao geral para solugao das equagoes diferenciais. Apresentando a teoria e o método para
a resolucao de problemas de valores iniciais, e seus respectivos graficos.

No segundo capitulo apresentaremos equacoes diferenciais de segunda ordem, onde
as raizes destas equagoes sao reais e distintas, reais e iguais e raizes complexas, podendo entao
encontrar a solucao geral da equacao diferencial dada. Apresentando a resolucao de problemas
de valores iniciais, e seus respectivos graficos.

No 1ltimo capitulo estudaremos sobre Transformada de Laplace, onde transforma-
mos uma Equacao Diferencial em uma Equacao Algébrica, de modo a obter uma solugao geral
da Equagao Diferencial. Apresentamos a solugao de transformadas elemetares, em seguida a

solucao de problemas de valores iniciais, e seus respectivos graficos.



Capitulo 1

Equacoes Lineares de Primeira Ordem

1.1 Introducao

Uma equacao algébrica é uma equagao em que as incognitas sao numeros, enquanto
uma equacao diferencial é uma equacao em que as incognitas sao fungoes e envolve derivadas
destas func¢oes. Numa equacgao diferencial em que a incégnita é uma func¢ao da forma y(t), t é
a variavel independente e y é a variavel dependente.

As equacoes sao classificadas quanto ao tipo, a ordem e a linearidade. Quanto
ao tipo uma equacao diferencial pode ser ordinaria ou parcial. Ela é ordindria se as funcgoes
incégnitas forem funcgoes de somente uma variavel. Caso contrario ela é parcial. Portanto
uma equacao diferencial é ordinaria se as derivadas que aparecem na equacao sao derivadas

ordindarias. Por exemplo, as equagcoes que podem ser escritas na forma.

F(t,y, v, y",..) =0

em que y é funcao apenas de t.
Quanto a ordem, uma equagao diferencial pode ser de 1?, de 22, ..., de n-"esima
ordem dependendo da derivada de maior ordem presente na equacao. Uma equacao diferencial

ordindria de ordem n é uma equacao que pode ser escrita na forma

F(t7 y7 y,7 y”? R y(n)> = O'



Quanto a linearidade uma equacao diferencial pode ser linear ou nao linear. Ela é
linear se as incégnitas e suas derivadas aparecem de forma linear na equacao, isto €, as incégnitas
e suas derivadas aparecem em uma soma em que cada parcela é um produto de alguma derivada
das incégnitas com uma funcao que nao depende das incégnitas. Por exemplo, uma equagao
diferencial ordinéria linear de ordem n é uma equacao que pode ser escrita como:

day

ao(t)y + al(t)cji—gt/ + ag(t)d—t2 + ..+ an(t)% = f(t).

As equagoes diferenciais ordindrias que nao podem ser colocadas nessa forma sao
nao lineares.

As equagoes diferenciais sao usadas para construir modelos matematicos de fenomenos
fisicos, tais como na dinamica de fluidos e em mecanica celeste. Deste modo, o estudo de
equagoes diferenciais é um campo extenso na matemaética pura e na matematica aplicada.

As equagoes diferenciais tém intimeras aplicagoes praticas em medicina, engenharia,
quimica, biologia e outras diversas areas do conhecimento. As solugoes destas equagoes sao
usadas, por exemplo, para projetar pontes, automdéveis, avioes e circuitos elétricos.

Descreveremos varios métodos, aplicavéis a determinada subclasse de equacoes de
primeira ordem. As mais importantes delas sao as equacoes lineares, as equagoes separaveis e

as equagoes exatas.

1.1.1 Equagoes em que p(t) =0

Dada a equacao il + p(t)y = q(t). Se a fungao p(t) = 0 a equagao torna- se:

dt

Y~ () (1.1)

Integrando os dois lados obtemos a solugao geral desta equagao, ou seja:

mw—/ﬁmﬁ+c

Exemplo 1.1. Encontre a solugcao geral da equacgao diferencial, que satisfaca o valor inicial

1

y(0) = —5-



d
d—ZZ = sen(2t).

Como q(t) = sen(2t), entdo a solugao geral desta equagdo é:

y(t) = /sen(Qt)dt +c

y(t) = +ec (1.2)

Na figura (1.1) estd representado o grdfico da solu¢ao da equacgio (1.2) , onde a

constante assume valor ¢ = 0.

Figura 1.1: Solucao da Equacao (1.2)



1.2 Equacoes Lineares - Caso (eral

Vamos considerar a equagao geral na forma:

dy

2+ pltyy = alt), (13)

onde p e q sao fungoes dadas da variavel independente t. Vamos definir uma func¢ao auxiliar,
u(t), de forma que ao multiplicarmos a equagao (1.3) por esta fungao, a equagao obtida é uma
equagao linear com p(t) = 0. Uma funcdo com esta propriedade é chamada fator integrante da
equacao linear.

Vamos mostrar agora que pu(t) = e/ P04 & um fator integrante da equacio (1.3) .

De fato, note que:

e _ rmoad ( / p(t)dt) = eIPO%p(1) = (t)p (o). (14)

Agora, multiplicando a equagao (1.3) por u(t), obtemos:

dy

)=+ ut)p(t)y = p(t)a(t). (1.5)

A equagao (1.5) pode ser reescrita como:

dy du

wt) + -y = ut)a().

Mas o lado esquerdo dessa equacao é a derivada de um produto, o que faz com que

ela possa ser reescrita na forma:

() = nlo)a(t). (1.6

A equagao (1.6) é uma equacgao do tipo;

dy

onde Y (t) = u(t)y(t) e f(t) = pu(t)q(t). Assim, a solucao geral da equagao (1.6) é dada por:



u(Oy(®) = [ nat)it+ e

Como p(t) # 0, para todo t € R, dividindo-se a equagao anterior por p(t) obtemos

que a solugao geral da equacao (1.3) é dada por:

w0 = o ([ watvar+ o).

O fator integrante da equacao (1.3) pode ser obtido da seguinte forma:

Primeiramente, precisamos que p(t) satisfaca a equagao diferencial
dp
— =p(t)u(t).
L p(t)(t)
Esta é também uma equacao linear, mas com ¢(t) = 0, e supondo-se u(t) # 0, vamos

1
multiplicar esta equacao por ——. Obtemos:

1(t)
1 du
P ot
L D ) 5o suterior pod it
como —— = —(tn IU y a equa(;a,o anterior pO € Ser reescrita comao:
u(t)  dp

il = o),

Assim, pela regra da cadeia esta equacao é equivalente a:

L inlu(t))) = p(t).

Esta equagao é do tipo da equagao (1.1) que pode ser resolvida integrando-se ambos

os membros em relagao a t, obtendo:

In|u(t)] = /p(t)dt +c.

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros e eliminando-se o valor absoluto

obtemos:



wu(t) = +ecel PO — (o P(t)dE

Como queremos apenas um fator integrante podemos tomar ¢ = 1 e obtemos:

Como a solucao geral obtida ¢ igual a:

)=t [ utontar +).

substituindo u(t) por e/ PM% temos a equacao geral:

y(t) = e~ Jrt)dt ( / el POt (1) dt + c) . (1.7)

Exemplo 1.2. Encontre o fator integrante da equacao linear a sequir:

y/_y — €2t‘

Note que p(t) = —1 e q(t) = €*, usando a equagao geral (1.7) e substituindo os valores obtidos

da equacao temos:

y(t) = e~ J 1t {/ el T2t gr 4+ c] .

Resolvendo as integrais temos:
y(t) = el {/ e*etdt + c}

y(t) = e U etdt + c}

y(t) = e'le’ + ¢]. (1.8)

Na figura (1.2) estd representado o grdfico da solu¢ao da equacdio (1.8) , onde a

constante assume valor ¢ = 0.



Figura 1.2: Solugao da Equagao (1.8)

Exemplo 1.3. Encontre a solugao geral da sequinte equacao linear:

y — 2zy —x = 0.

Note que y' — 2zy = x. Assim p(x) = —2z e gq(x) = x sendo o caso geral e

substituindo estes valores na equagdao geral (1.7), obtemos:

y(t) = e ) ~2wde {/ el ~2wa(@)de gy 4 c]

y(t) = e/ = {/ R c]

222 [ —222

y(t):e7 /:Ue 2 de+ec

y(t) = e /:ve_g’zdx + c} :

Para resolver essa integral usamos o método de substituicdo:



U
substituindo u = —x% e du = —2xdr e — = xdx. Assim:

entao temos:

y(t) = == 4+ ce®”
1
y(t) = —560 + ce”’
1 .
y(t) = —3 + ce”. (1.9)

Na figura (1.3) estd representado o grdfico da solu¢ao da equacgdo (1.9) , onde a

constante assume valor ¢ = 1.

as]

Figura 1.3: Solucao da Equacao (1.9)



1.3 Equacoes separaveis

Uma equacao diferencial ordinaria separavel é aquela em que vocé consegue separar

todos os termos que tem a variavél y de um lado da equacao e todos os termos que tem a

variavél x para o outro lado, ou seja, vocé separa x de y. E sao equagoes que podem ser

escritas na forma;:

o) = 1) (1.10)

Considere h(y) = [ g(y)dy, entao

ah _
dy N
dh

9(y)-

Substituindo-se g(y) por 7y ha equagao (1.10) obtemos:
Y

Assim, pela regra da cadeia,

dhdy

% do f(z). (1.11)

d dh dy
) =75

o que implica que a equagao (1.11) pode ser escrita como:

d

—h(y(a)) = f() (112)

Ou seja, a equagao (1.12) é do tipo (1.1), é da forma

dy

dr = f(z),

em que Y (x) = h(y(x)). Assim,integrando-se (1.12) dos dois lados obtemos que a solugao geral

(1.10) é dada implicitamente por;

hy(e) = [ fa)dn+ e

10



Podemos obter a solucao da seguinte forma. Integrando-se em relagao a x ambos

os membros da equagao (1.10), obtemos

[ow s = [ syt +c

que pode ser reescrita como

/g(y)y’dm = /f(a:)da:+ c.

Fazendo a substituicao y'dr = dy, obtemos

/Q(Z/)dy = /f(x)dx +c.

Exemplo 1.4. Dado a equagao y'(x)(x + 1) = y(x) encontre a solug¢do da equagio separdvel:

Yy .
Podemos escrever 2 ©T Ve de i/ (x), assim:
x

dy
Z(r+1) =q.
dx( )=y

d
Isolando o termo d—y em um lado da equag¢ao obteremos:
x

dy _ Y
de z+1

(1.13)

Como nao existe divisao por zero entao, x +1 # 0 , entdo,x # —1. Podemos escrever (1.13)
por
(x 4+ 1)dy = ydux.

Agora vamos separar as incognitas x ey, ou seja,

dy  dz
y  ax+1

Integrando ambos os lados de forma independente, obtemos

dy dx
f?—ln|y|+cl e fx+

Igualando as duas equacgao obtidas, e fazendo co — ¢y = ¢, teremos:

. =ln|z+ 1| + ¢

11



Inly| = In|z+ 1| + c.

Exemplo 1.5. Encontre a solu¢ao da equagao separdvel y'(x) — x = 0.

d
Primeiro passo vamos substituir y'(x) = d_y Temos entdo:
x
dy
)
dz  *
dy
Isolando o termo — obteremos:
dx
dy
— =1. 1.14
o =0 (1.14)

Podemos escrever a equagao (1.14) por dy = xdx. Integrando ambos os lados:

[dv= [ zds

Sendo assim:

oz
Y= 9
Ou seja,
22
y(x) = 5 +ec. (1.15)

Na figura (1.4) estd representado o grdfico da solu¢ao da equagdo (3.3) , onde a

constante assume valor ¢ = 0.

12



|~

Figura 1.4: Solucao da Equacao (3.3)

1.4 Equacoes exatas e fator integrante

Existem varios métodos de integracao aplicaveis a diversas classe de problemas para
resolver equacoes de primeira ordem e os mais importante sao equagcoes lineares e separaveis,
ja discutido anteriormente. Vamos considerar, as equagoes conhecidas como equagoes exatas,

para as quais existe, também, um método bem definido de solugao.

1.4.1 Equacao exata

Uma equagao diferencial exata, ¢ uma equacao da forma

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0,

onde P e () sao fungoes continuas, satisfazendo

oP  0Q
dy  Ox’
Agora supomos que P(z,y) é a derivada de alguma fungao f(z,y) em relagao a z,

ou seja:

13



0
L~ Pla,y)

Agora podemos encontrar f facilmente integrando P(z,y) com rela¢do z,mantendo

y constante.

f@w%=/P@wa+mw-

Tomando ¢(y) como a constante de integragao, sabemos também que:

B—‘;j = Q(l‘,y)} ,

Logo;

L%/P(g;,y)da: +g(y) = Q(%y)] :

Dessa maneira segue que;

ﬂw=m3w—%/k@@m.

Integrando com relacdo a y e substituindo o resultado na equacao [8_ / P(z,y)dx+
Y

9(y) = Q(x,y)] teremos f(x;y) = ¢, onde f é a nossa fungao solugao.

Exemplo 1.6. Encontre a funcgdo solucio da equacdo diferencial exata y?dx + 2zydy;

Tomando P(x,y) = y* e Q(x,y) = 2xy, conforme temos acima;

o, 0
_— = — 2
{ayy (991:( xy)],

Sendo assim, a equacdo € uma FEquacdo Diferencial FExata e erxiste uma funcdao
solugao tal que sua derivada em relagdo a x seja igual a P(x,y), ou seja, existe uma fun¢ao

WY, tal que

14



Portanto

Uz, y) =y + g(y).

Pela equacao, nesse momento, a funcao ja € solu¢ao da nossa Equagao Diferencial

FEzata, porém precisamos achar g(y). Sabemos que;

{g—z = Q(fv,y)} :

logo
P al) = 20

2yr +¢'(y) = 2zy.

Removendo o 2yx dos dois lados da equacao acima, obtemos:

g'(y) =0,
9(y) = / 0dy,
9(y) =C

Onde C € uma constante, substituindo g(y) na equagdio V(x,y) = y*x + g(y), obtemos

U(z,y) = y'x +C,
onde a funcdo € a funcao solucao da nossa Equacao Diferencial Fxata.

Exemplo 1.7. Determine a solucdo geral da equagdo diferencial

15



1. dx

2xy* + cosw + (22%y + —)— = 0.
Y

dy_

1
Note que, P = 2zy? + cosx e Q = 2x%y + —, entdo;
Y

P

(Z_y =4zy e a7 = 4xy, ou seja,
orP  0Q 9
oy ax>v($,y)€R-

A equagao € exata, assim

U(z,y) = /Pdm = 2%y + senz + g(y).

1
Q=22"+ - 22°y + ¢'(y).

g(y) = Infyl.

Y(z,y) = 2%y + senx + Inly| = c.

Exemplo 1.8. Determine a equagdao diferencial:

(Bry +v°) + (2° + 2y)y = 0.

Note que P =3zy+y*> e Q=2%+zy.

Calculando a integral de P em relagao a y e a integral de Q) em relagao a x, temos:

[Bay+y?dy=3c+2y e [a’4zy=2x+y.

Como P, # Q.,a equagao diferencial dada ndao é exata. Para ver que ela nao pode

ser resolvida pelo método descrito anteriormente, vamos procurar uma funcao v tal que:

V(. y) = 3wy + ¢

16



%(iﬁ, y) =2+ zy.

Integrando a primeira das equacoes em rela¢ao a x, temos:

3
Vu(z,y) = 5962?; + 2y* + g(y)

Onde g € uma fun¢ao arbitraria dependendo apenas de y. Para tentar satisfazer a

sequnda equagao, vamos calcular ¢, da sequnda equagao e iguald-la a @Q),obtendo;

3
/x2 + zydy = §x2 + 22y + ¢ (v).

Sendo assim temos:

3
50+ 2wy +9(y) =’ +y
ou seja,

L,

, —_— e — —_—
J(y) = 5~ TY.

Como a expressao a direita do sinal de igualdade na equacdao depende tanto de x
quanto dey, € impossivel resolver a equagao para g(y). Portanto, nao existe 1 (x,y) satisfazendo

as equacoes.

1.4.2 Fatores Integrantes

Em alguns caso é possivel transformar uma equacao que nao é exata em uma exata
multiplicando-se a equacao por um fator integrante apropriado. O objetivo é multiplicar a
equacao;

P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0 (1.16)

que nao é exata por uma funcao u(x,y) de forma que a nova equagao seja exata. Chamamos

a funcao u(z,y) de fator integrante para equacao exata.

17



p(z,y)P(x, y)dr + p(r, y)Q(z,y)dy = 0

Teorema 1.1. Suponha que as fungoes P,Q),P, e Q);, onde os indice denotam derivadas par-

ciais, sao continuas a regiao retangular R:a < x < B,v <y <. Entao, a equagao.

P(z,y) + Q(z,y)y’ =0

€ uma equacdo diferencial exata em R se, e somente se,

em cada ponto de R. Isto €, existe um funcdo 1 satisfazendo as equagoes.

balz,y) = Plr,y)  Yy(z,y) = Qz,y)
se,e somente se,P e Q) salisfazem a equacao (1.17).

Entao podemos dizer que pelo teorema (1.1) que a equagao é exata se, (uP), =

(1Q)s-

Assim, para que (uP,) seja igual a (u@),),é necessario que:

dp _ Py = Qa
dx Q H-

Se (P, — Q.)/Q depende apenas de z o fator integrante p também depende s6 de
x, que é ao mesmo tempo linear e separavel.

Por exemplo, considere a seguinte equagao diferencial:

2
2y2+?y+(2xy+2+%)y’20 (1.18)

Note que a equagao diferencial (1.18) nao é exata, pois e que u(x) = x é um fator

integrante da mesma.

2y
i

Y

Note que P = 2y° + e Q=2zry+2+ =,
T

derivando ambos as equagoes temos;

18



gy 2
dy y+x
0Q y
Y, VR
ox 2
opr , 04

oy ' Ox

A equagao nao é exata. Por outro, u(x) = z, é um fator integrante para a equagao

(1.18), pois multiplicando a equacao P e @) por u(z) = x obtemos,

221y? + 2y + (22%y + 2z +y)y’ = 0.

Logo P = 2P =22y + 2y, Q = zQ = 222y + 2z + y, ou scja,
OP

0Q
— =4 2 -~ =4 2
ay Y + e oy Ty +
Portanto;
oP _0Q
dy  Ox

Logo a nova equacao é exata. A solucao geral para esta equacao é dada pela funcao

Y(x,y) = /2963/2 + 2ydr = 2*y* + 2zy + g(y),

~ 0
e como, ) = 222y + 2z +y = L4

5y 220%y 42z + ¢ (y), entdo ¢'(y) = y implica g(y) = ¥2/2+c;.
Y
A solucao geral da equacao é dada implicitamente por:

v2y% 4+ 2zy + /2 = C.

(1.19)
Uma solugao particular para x =1 e y = 1, ou seja, y(1) =1 é
1+2+1/2=0C,
ou seja, ¢ = —. Logo a solugao do problema de valor inicial y(1) = 1, é dada implicitamente
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por:

o2y + 20y + /2 =17/2

Na figura (1.5) estd representado o grafico da solugao da equagao (1.19) , onde a

constante assume valor ¢ = 7/2.

687.5
589.1
490.8
392.4
2941
1957
97.4

-1.0

-5.0

Figura 1.5: Solugao da Equagao (1.19)
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Capitulo 2

Equacoes Lineares de Segunda Ordem

2.1 Introducao

Muitas ideias na area da matematica nasceram dos estudos dessas equacoes lineares
de segunda ordem, pois estas equacao tém aplicagoes em muitos problemas de Engenharia,
Fisica, Quimica e até mesmo da Biologia. Recebem grande destaque na Mecanica de Vibragoes
e na Teoria dos Circuitos Elétricos.

Podemos representar estas equacoes da seguinte forma:

y'+ @)y + g(t)y = h(?), (2.1)

onde as fungoes f(t), g(t) e h(t) poderao estar em funcao de ¢ ou sdo apenas constantes. Para
obter a solucao destas equagoes, devo determinar a funcao incognita y = y(t), que satisfaga a
equagao (2.1).
Vale destacar também que se h(t) for igual a zero chamaremos as equagoes acima
de homogéneas e se h(t) for diferente de zero teremos, portanto equagdes nao homogéneas.
Vamos considerar primeiramente a equacao homogénea, com f(t) = a e g(t) = b

com a e b constantes, ou seja,

y' +ay +by=0. (2.2)

O objetivo é encontrar a solucao y(t) para esta equagao. A fungao exponencial e,
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possui a propriedade de que suas derivadas sao constantes multiplicadas por elas mesma. Assim
y(t) = €™, com r escolhido de maneira que satisfaca a solugdo da equacao homogénea acima
2

citada. De fato, derivando y(t), obtemos ¢/ = re* e  y” =r?e".

Substituindo na equacao diferencial (2.2) obtemos;

re™ 4+ are™ 4+ be = 0

ou seja,

et (r* 4 ar +b) =0

Note que e nunca é nulo portanto;

r* +ar+b=0. (2.3)

A equagao (2.3) é conhecida como equagao caracteristica da equagao diferencial.
Por ser uma equacgao do segundo grau, ela possui exatamente duas raizes no conjunto dos
numeros complexos. Detalhando um pouco mais, observamos que quando os valores de a.,b e ¢

sao reais, existem trés possibilidades para a obtencao das raizes.

2.2 Raizes reais e distintas

A equacao é representada da seguinte forma;

ay” + by +cy =0, (2.4)

onde denotaremos as raizes da equacao (2.4) por 7 e 7o, onde r; # ry. Entdo procuramos

uma fun¢ao com a propriedade de que a derivada segunda dessa mesma funcgao seja igual a ela

t

mesma. Sabemos que uma bem conhecida do calculo é a y;(t) = ¢ do mesmo modo y,(t) = e™?,

e se revelarmos um multiplos constante como cie! e coe™t, da mesma forma ciy;(t) = cie' e

c2y2(t) = coe™ tambem o satisfaz. Portanto
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y = cyi(t) + caya(t) = cre’ + coe™". (2.5)

pode ser calculado, verificando a derivada segunda 3", obtemos

Yy =ciet —cet e " = ciet + coet.

Logo y” é igual a y e é satisfeita. Suponhamos, que y(t) = €', onde r é um pardmetro
a ser determinado. Segue que y' = re" e y” = r?e". Substituindo y, 3’ e y” na equagao (2.4)
por essa expressao obtemos;
ar’e™ + bre™ 4 ce™ =0

(ar* +br +c)e™ =0

como €' # 0

ar® +br +c = 0. (2.6)

A equacdo (2.6) é chamada de equagao caracteristica da equagao (2.4). Sendo as

rafzes reais e ditintas. Entao, y;(t) = €™ e yo(t) = €. Segue pela equagdo (2.17) que

y(t) = cre™" + cpe™".
com ¢ e co constantes é a solucao geral.

Exemplo 2.1. Determine a solucdo geral da equagdo diferencial:

y' +2y =3y =0,
Supondo que y = €™, entao r tem que ser raizes da equacgdo caracteristica:

r?+2r—3=0.

Resolvendo a equacdao do sequndo grau, temos que as raizes sio 1y =1 e r9 = =3,

portanto a solucao geral é:
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y(t) = cre’ + cye™. (2.7)

Na figura (2.1) estd representado o grdfico da solug¢ao da equacgdio (2.7) , onde as

constante cy = co=1et =0

a5

Figura 2.1: Solugao da Equagao (2.7)

Exemplo 2.2. Encontre a solugcao do problema de valor inicial dado

y" + 4y + 3y =0,

com y(0) =2 e 4/ (0) = 3 Supondo que y = €™, entdo, r € raiz da equagao caracteristica

2 +4r+3=0 (2.8)
Assim, os valores possiveis de r sdo 11 = —1 e ro = =3, e a solugdo geral da equacdo (2.8) é
y=cie " + e (2.9)
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Para saitisfazer a primeira condi¢do inicial, fazemost = 0 e y = 2, na equacdo
(2.9) assim, c; € co tém que satifazer
C1+ Cy = 2 (210)

Para usar a sequnda condigdao inicial, precisamos primeiro derivar a equa¢ao (2.9).

Isso nos da:

t 3t

Yy = —cre”" — 3coe”

Fazendo, t =0 ey = 3, obtemos

—C1 — 302 =3 (211)

Resolvendo as equagoes (2.10) e (2.11), vemos que ¢; = 5/2 e ¢co = —1/2. Substi-

tuindo esses valores na equagdo (2.9), obtemos a solugdo de valor inicial

y=—-e —-e (2.12)

Na figura (2.2) estd representado o grdfico da solu¢ao da equagao (2.12).
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lan)

-4t

Figura 2.2: Solugao da Equagao (2.12)

2.3 Raizes reais e iguais

Agora vamos considerar quando as raizes sao reais e iguais, o discriminante de

b? — 4ac da equacao é zero. Assim,

—b
rE=Ty=—,
1 2= 5,
Logo ambas raizes geram a mesma solucao:
—b
—t
y(t) =e2a .

Exemplo 2.3. Determine a solucao geral da equacao diferencial:

y" — 6y + 9y = 0. (2.13)

A equacao caracteristica é
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r? —6r+9=(r—3)°=0,

de modo que

rL=ry = 3.

Sendo assim a solugao geral da equagao (2.13) igual;

yi(t) = e

Para encontrar a solug¢do geral da equagao (2.13), precisamos de uma sequnda

solugao que seja multiplo de y,(t), essa pode ser encontrada de vdrias maneiras. Como yi(t) é
uma solucao da equacao;

ay” + by +cy =0, (2.14)

c1y(t), tambem o € para qualquer constante c. A ideia bdsica € generalizar essa observa¢ao
substituindo-se ¢; por uma fungao v(t), e depois determinar v(t) de modo que o produto
v(t)y1(t) seja solugao da equagao (2.14).

Substituindo a y = v(t)yi(t), na equagdo (2.14) e usar a equagao resultante para
encontrar v(t), obtemos;

y = v(t)y(t) = v(t)e*. (2.15)

Derivando esta expressao obtemos;

y =V (t)e* + 3u(t)e. (2.16)

FE derivando novamente temos:

Y =" (t)e* + 60/ (t)e® + Ju(t)e*. (2.17)

Substituindo as equacoes (2.15), (2.16) e (2.17) na equagao (2.13);
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[V (1)e* + 60 (t)e* + Ju(t)e™] — 6[v(t)e* + 3u(t)e™] + 9u(t)e* = 0.

Temos entao:

[V (t) + 6V (t) + 9u(t) — 60/ (t) — 18v(t) + Ju(t)]e* = 0,

ou seja,

V'(t) =0
Portanto

V' (t) = ¢,
e

v(t) = 1 + cat,

onde ¢y e ¢y sdo constante arbitrdria. Substituindo v(t) na equacao (3.2), obtemos a solugdo

geral da equacdo:

y(t) = (c1 + Czt)egt = 1% + cyte’.

Onde as raizes sao iguais.

O procedimento usado no exemplo 2.3 pode ser estendido a uma equagao geral cuja

a equacao caracteristica tenha raizes repetidas, satisfazendo b?> — 4ac = 0, portanto

—bt
¢ uma solucao. Depois, supomos que
—bt
y=v(t)y(t) =v(t)e 2a , (2.18)

e substituindo na equagao (2.14) para determinar v(t). Obtemos
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"= (t)e 2a — —v(t)e 2a
y =/t 20 — Jult)e
e
—bt ; —bt ) —bt
"o /
y' =1"(t)e 2a — v (t)e 2a + @v(t)e 2a .
Entao, substituindo na equacao (2.14), obtemos
{a |V"(t) — bv'(t) - i v()| +b |V (t) — b u(t)
a 4a? 2a
bt
+cv(t)te 2a =0.
bt
Cancelando o fator e 2a, que nao se anula, e rearrumando os termos restantes,
encontramos

av” (£) + (—b + b)v'(t) + (i = b—z + c) u(t) = 0. (2.19)

A parcela envolvendo v'(t) é obviamente nula. Além disso, o coeficiente de v(t) é
b2

c— 1 que também é zero, pois b®> — 4ac = 0 no problema em consideracio. Assim, como no
a

exemplo 2.3, equagao (2.19) se reduz a

logo,

v(t) = it + co.
Portanto da equagao (2.18), temos

—bt —bt
y(t) = cite 2a + coe 2a .

Entao y é combinacao linear de duas solucoes
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—bt

yi(t) =e2a.

e
—bt
yo(t) = te 2a .

Exemplo 2.4. Encontre a solugao geral da equagao diferencial:

y' +4y +4y =0

Temos entao a equacao caracteristica:

4+ 4r+4=0

Portanto temos que:

7'1:7’2:—2

substituindo agora na solugcao geral da equacao diferencial de raizes iguais temos:

y(t) = cre™ + cote”™

y(t) = cre 2t 4 cote™?

Portanto essa € a solugdo geral da equacdo diferencial y" + 4y’ + 4y = 0.

2.4 Raizes complexas

Se temos uma equacao diferencial;
" /
ay’ +by +cy=0.
Onde a, b e ¢ sa0 nimeros reais. Vimos que a solugao é da forma y(¢) = €™, onde r

30



¢ as raizes da equacao caracteristica:

ar? +br +c¢ = 0.

Sendo 7, e ry reais e distintos e b? — 4ac > 0 entao a solucao geral é:

y = cre™t 4 cpe’?t.

Mas se b> — 4ac < 0 entdo as raizes sao ntimeros complexos conjugados. Vamos
denotar as raizes complexas por:

ri=A+iu e T9o=\—1il.

Neste caso temos como solucao geral:

Aiut A—iput
y = cre T eyt T

com c; e ¢y constantes, como eM it = eMeitt pela férmula de Euler temos:

e = cosput + isenpt,

substituindo na equagao acima temos:
6)\+z,ut — e>\t (

cospt + isenyt)

ATt = eM(cosut — isenyut)

Substituindo entao na solucao geral temos:

y — CleTlt + C2€T2t

Y = cr et | Ot

y = creM(cospt + isenut) + coe™(cosut — isenput)
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y = (c1 + co)eMcosut + i(cy — co)eMsenpt.

Como ¢ e ¢y sao constantes temos entao:
A

y = creMeosput + coeMsenput

ou ainda

y = eM(cicosut + cosenyut)
Portanto chegamos na equacgao geral de duas raizes complexas.

Exemplo 2.5. Encontre a solugao geral da equacao diferencial:

y" + 6y + 13y = 0.

Supondo que y = €', entao r tem que ser raizes da equacao caracteristica:

r? +6r 4+ 13 = 0.

Resolvendo a equacao do sequndo grau temos que:

r=—3 %12

Como, A = =3 e u = 2, temos que a solugcao geral da equacao é dada por:

Yy = cle”cosut + CQC)\tSCTLMt

3

y = cre tcos2t + cye " sen2t (2.20)

Na figura (2.3) estd representado o grdfico da solug¢do da equagdo (3.7) , onde as

constante c; = co =1
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-5+

Figura 2.3: Solugao da Equagao (3.7)

Exemplo 2.6. Encontre a solugcao do problema de valor inicial dado

y' +4y + 5y =0,

onde y(0) =1 e y/(0) = 0. Portanto a equagio caracteristica é r* + 4r +5 = 0, e suas raizes

saor = —2=+1. Assim a solugdo geral da equacao diferencial €

y = cre *'cost + coe * sent. (2.21)

Para usar a primeira condi¢ao inicial, fazemost = 0 na equagdo (2.21) isso nos dd

y(0) =c; = 1.

Para a sequnda condigdo inicial, precisamos derivar a equagao (2.21) e depois fazer t = 0.

Desse modo, encontramos

y'(0) = —2¢; + ¢ = 0,
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onde co = 2. Usando os valores encontrados de ¢; e co na equagao (2.21), obtemos;

y = e *cost + 2e % sent, (2.22)

como solucao do problema de valor inicial.
Na figura (2.4) estd representado o grdfico da solu¢ao da equagao (2.22) , onde as

constante c; =1 ecog =2

Figura 2.4: Solugao da Equagao (2.22)
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Capitulo 3

A Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um método simples que serve para transformar uma
Equagao Diferencial com condiges iniciais (PVI: Problema com Valores Iniciais) em uma
equacao algébrica, de modo a obter uma solucao deste PVI de uma forma indireta sem o
calculo da solucao geral da Equagao Diferencial. Como isto ¢ 1itil em Mateméatica, Computagao
Engenharia, Fisica e outras ciéncias aplicadas, o método passa a representar algo importante
neste contexto. A transformada de Laplace é muito usada em diversas situacoes, porém aqui

trataremos de suas aplicacoes na resolucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares.

3.1 Definicao da Transformada de Laplace

Suponhamos que temos um problema de valor inicial na variavel ¢, o que fazemos é
transformar em outro problema, em que ele vira uma equagao algébrica de solucao mais facil,
e essa equacao é na variavel s,ai resolvemos e voltamos para variavel t.

Dado uma funcao que é f : [0,00] — IR. O resultado da transformada de Laplace,

¢ dada pela integral:

L{f()} = F(s) = / " ftyet,

onde o e~*¢ é chamado de nicleo da transformada, e os limites de integracao é dado, podendo
ir de —oo a +00. E 86 terd transformada de Laplace se essa equagao convergir. E resultado da

integral é uma funcao na varidavel s. Portanto tem parte real maior que 0,
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L{f(t)} = F(s),

e na maior parte das aplicacoes esse s é considerado um ntumero real. A transformada de Laplace
das fungdes por letra minuscula f(t), g(t) e h(t) serdo representada por letras maitscula por
F(s), G(s) e H(s).

A transformada de Laplace é definida por uma integral de zero a infinito, sendo
assim. Em primeiro lugar, uma integral definida em um intervalo ilimitado é chamada de

integral imprépria e é definida como um limite de integrais definidas em intervalos finitos:

= i [
/ /

A—+o00

onde A é um numero real positivo. Se a integral de a existir para todo A > a e se o limite
quando A — oo existir, entao dizemos que a integral imprépria converge para aquele valor

limite. Caso contrario, a integral diverge ou nao existe.

Exemplo 3.1. Encontre a transformada de Laplace da fun¢ao f : [0,00] — IR definida por
f(t) =1 ¢é dada por:

F(s) = /000 f(t)e*tdt

F(s):/ le *'dt
0

_st |00
e—%

) e—sT e—sO e—sO 1

= lim — =0- = -

T—o0 —S8 —S —S S

para s > 0.

Exemplo 3.2. Encontre a transformada de Laplace da fungdo f : [0,00] — IR definida por
f(t) =e™ é dada por:

F(s) = /0 h f(t)e *dt
F(s) = /0 h e e dt

36



a—S 0
—(s—a)T —(s—a)0 1 1
— lim & _C =0- = ,
T—oo a— S a—Ss a—S S—a

para s > a.

Exemplo 3.3. Encontre a transformada de Laplace da fung¢ao f(t) = senat, t > 0 é dada por:
L{senat} = F(s) = / f(t)e * sen at dt,
0

s> 0. Como
A

F(s) = lim e *tsen at dt,

A—oc0 0

integrando por partes, obtemos

A

g [A
- —/ e st cos at dt
o aJo

1 [oe)
= - — f/ et cos at dt.
0

a a

e—stcos at
F(s) = /}im {——
—00 a

Uma segunda integracao por partes fornece

1 82 00
F(s)=-—-—= e *'sen at dt
a a® ),

L5 ps).

a a?

Portanto, resolvendo para F(s), temos

para s > 0.

3.2 Solucao de Problemas de Valores Iniciais

A transformada de Laplace pode ser usada para se resolver problemas de valor inicial

para equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes, no fato de que a transformada de
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/! esté relacionado da maneira simples a transformada de f. Que estd explicitada no teorema.

Teorema 3.1. Suponha que f seja continua em t > 0 e que f' seja seccionalmente continua,
ou seja, uma funcdao que pode ter um numero finito de pontos de descontinuidade, em qualquer
intervalo 0 <t < A. Suponha, além disso, que existam constantes K,a e M tais que |f(t)] <

Ke®™ para t > M. Entao L{f'(t)} existe para s > a e, além disso,
L{f'(t)} = sL{f(t)} — f(0).
Para provar esse teorema, vamos considerar a integral

A
/ e St f(t)dt.
0

Se f’ tem pontos de descontinuidade no intervalo 0 < ¢t < A, vamos denotd-los por

ty,ts, ..., t,. Podemos, entao, escrever essa integral como

/OA €Stf'(t)dt=/otl 6Stf'(t)+/t2 eStf’(t)dtJr...Jr/A et f(t) L.

t1 tn

Integrando cada parcela a direita do sinal de igualdade, obtemos

A
/ e (t)dt = e f(O)]G + e T F)E 4+ e‘stf(t)m
0

+s [/Otl e S f(t)dt + /t2 et f(t)dt + ... + /A e‘“f(t)dt} :

t1 tn
Como f é continua, as contribui¢oes nos extremo ti,ts, ..., t, se cancelam. Combi-

nando as integrais, obtemos

/0 e St f'(t)dt = e A f(A) — f(0) + s /0 e St f(t)dt.

Quando A — oo, e 4 f(A) — 0 sempre que s > a. Logo, para s > a,

L{f' ()} = sL{f(t)} — f(0),
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0 que prova o teorema.
Se f" e f" satisfazem as mesmas condi¢bes impostas em f ef’, no teorema (3.1),

entao a transformada de Laplace de f” tambem exite para s > a e é dada por

L{f"(t)} = s*L{f (1)} — sf(0) — f/(0).

De fato, desde que a funcao f satisfaca as condigoes adequadas, e podemos obter uma expressao

para a n-ésima derivada f™. O resultado é dado no coroldrio a seguir

Corolario 3.1. Suponha que as fungées f,f,....f™ 1 sejam continuas e que f™ seja sec-
cionalmente continua em qualquer intervalo 0 < t < A. Suponha, além disso, que existam
constantes K, a e M tais que |f(t)| < Ke®,|f'(t)] < Ke™,...,|f" V()| < Ke® parat > M.

Entdo, L{f™(t)} existe para s > a e é dado por

LU0} = "L O = 577 £(0) = = 5f072(0) = 17700,

Exemplo 3.4. Determine a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial

dado

y'—y —6y=0 (3.1)

com condi¢oes iniciais, y(0) = 1, e y'(0) = —1. Suponha que a solu¢ao y = ¢(t) satisfaca as
condigoes do coroldrio (3.1), para n = 2. A transformada de Laplace da equagdo diferencial
(5.1) é
L{y"} = L{y'} = 6L{y} = 0 (3.2)
Usando o coroldrio (3.1) para expressar L{y"} e L{y'} em funcio de L{y}, a
equagdo (3.2) fica

s L{y} — sy(0) — /' (0) — [sL{y} — y(0)] — 6L{y} = 0

ou

(5" =5 = 6)Y(s) + (1= s)y(0) —y/(0) =0
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onde Y(s) = L{y}. Substituindo os valores de y(0) e y'(0) dados pelas condigoes iniciais, e

depois resolvendo para Y (s), obtemos

(s—1)—1 s—2
s2—s5—6 (s—3)(s+2)

Y(s) =

Obtemos uma expressao para a transformada de Laplace Y (s) da solugdo y = ¢(t)
do problema de valor inicial dado. Fxpandindo-se a expressao do lado direito do sinal de igual
em fragoes parciais. Escrevemos, entao

s—2 a b a(s+2)+b(s—3)

Y(s) = G TY =3 3t333° (s —3)(s+2)

onde os coeficientes a e b tém de ser determinados. Igualando os numeradores da sequnda com

a quarta expressao, obtemos

s—2=ua(s+2)+b(s—3)

uma equacao que tem de ser satisfeita para todos valores de s. Em particular, fazendo s = 3,

1 4
temos que a = 5 Analogamente,se s = —2, entdo b = £ Substituindo esses valores para a e
b, temos
1/5 4/5
¥ (s) = / /
s—3 542

Portanto temos que (1/5)e3 tem transformada (1/5)(s — 3)71, e a transformada

(4/5)e™% € (4/5)(s +2)~'. Entao pela linearidade da transformada de Laplace,

1 4
y=09(t) = gegt + 56_%

Y= (1) = £ +ae) (3.3)

Na figura (3.1) estd representado o grdfico da solugdo da equacao (3.3).
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Figura 3.1: Solucao da Equacao (3.3)

Existe uma bijecao entre as funcgoes e suas transformadas de Laplace. Com esse fato
sugere a compilac¢ao de uma tabela,como a tabela (3.1) que fornece as transformadas das fungoes
com mais frequéncia. As fungdes na segunda coluna da tabela (3.1) s@o as transformadas das
funcoes na primeira coluna. Assim, por exemplo, se a transformada da solugao de uma equacao
diferencial é conhecida, a solucao pode ser encontrada, muitas vezes, olhando-se, simplesmente,
na tabela (3.1). Com frequéncia uma transformada de Laplace F'(s) pode ser expressa como a

soma de diversas parcelas,

F(s) = Fi(s) + F(s) + ... + F,.(s).

Suponha que fi(t) = LY Fi(s)}, ..., fu(t) = L7{F,(s)}.Entao,a funcao

f@&) = fi(t) + ... + fu(d),

tem transformada de Laplace F'(s). Pela unicidade enunciada anteriormente, ndo existe outra

funcao continua f tendo a mesma transformada. Assim,
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LHR(s)} = LR} + .+ LTHEF(s)),

isto é, a transformada de Laplace inversa também é um operador linear.

Transformada de Laplace Elementares

7@ = L Fe)} | Fls) = L0}
1 %, s>0
e L s>a
t" nely 2, s> 0
sen at 521#@27 s>0
cos at =, s>0
senh at =4, 5> |af
cosh at ==, 5> |d
e sen bt m, s>a
e cos bt e S>>
e nel, W,s>a
ue(t) <=, s>0
wWfi—d | cFG)
e f(t) F(s—c¢)
flct) 1F(2), ¢c>0
(=" f(t) F™(s)

Tabela 3.1: Tabela de Laplace

Exemplo 3.5. Encontre a solugao da equacdao diferencial

y' +y=t (3.4)

que satisfaz as condigoes iniciais y(0) = 1 e y'(0) = —2 Suponha que a solu¢io y = ¢(t)

satisfaca as condi¢oes do coroldrio (3.1), para n = 2. A transformada de Laplace da equagdo

diferencial (3.4) é

L{y"} = L{y'} = L{y}. (3.5)

=

Usando o coroldrio (3.1) para expressar L{y"} e L{y'} em funcio de L{y},

equagao (3.5) fica

SLY — 0(0) ~ () + L{y) =
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ou

1
(32+1)Y(s):3—2+?

onde Y (s) = L{y}. Substituindo os valores de y(0) e y'(0) dados pelas condigoes iniciais, e

depois resolvendo para Y (s), obtemos

(3 —2s%+1)
Yis)= 2 — 5T
(s) (s2+1)s?
Obtemos uma expressao para a transformada de Laplace Y (s) da solu¢ao y = ¢(t)

do problema de valor inicial dado. Fxpandindo-se a expressao do lado direito do sinal de igual

em fragoes parciais. Escrevemos, entao

(P25 +1)
Yis) = (s2+1)s?
y(s)= 4L otd (3.6)

s s2 5241

(5" =25 +1)  as(s*+1)+b(s*+ 1)+ (cs + d)s?
Yis) = (s2+1)s2 (s2+1)s?

onde os coeficientes a,b,c e d tém de ser determinados. Igualando os numeradores da sequnda

com o numerador da quarta expressao, obtemos

s =25 +1=uas(s* +1)+b(s>+ 1) + (cs + d)s*

uma equacao que tem de ser satisfeita para todos valores de s. Em particular, fazendo s = 0,

temos que b = 1. Analogamente,se s = 1, entdao 2a + ¢+ d = —2,fazendo s = —1, temos que
—2a —c+d = —4,se s = 2, entao ba + 4c + 2d = —2,resolvendo o sistema encontrado temos,
a=0,b=1,c=1ed= —3. Substituindo esses valores na equacao (3.6) para a, b,c e d, temos
0 1 1s—3
Y(s)=-

s s s241

0 1 1s 1
Y(s)=—-4+ —= -3 )
(5) s+52+32+1 s24+1

Pela tabela (3.1) temos, a solugdo do problema de valor inicial dado é
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Y(s) =y = ¢(t) =t + cost — 3sent. (3.7)

Na figura (3.2) estd representado o grdfico da solug¢do da equagdo (3.7).

Figura 3.2: Solucao da Equacao (3.7)
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Consideracoes finais

O desenvolvimento deste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) consistiu no estudo
das Equacoes Lineares de primeira e segunda ordem e a Transformada de Laplace . Através
deste estudo, foi possivel obter o conhecimento de diversos tipos de equacoes e como encontrar
a solucao para cada uma delas. A elaboracao deste trabalho foi de grande valor, uma vez
que propiciou o aprendizado de muitos conceitos, e muitos contetidos de calculo precisaram ser
recordados. Houve certamente,um grande aprimoramento por parte da escrita, obrigando nos
a desenvolver um pensamento mais formal e detalhista. Temos a consciéncia de que apresen-
tamos aqui, apenas uma pequena parte do complexo e importante assunto, tendo assim, uma
motivacao para continuar os estudos sobre esse tépico. Por fim, esperamos que este trabalho

possa ser 1til a outras pessoas como um material de auxilio e consulta.
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