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EPIGRAFE

“E preciso forca pra sonhar e perceber que
a estrada vai além do que se vé”. (Los
Hermanos)



RESUMO

O presente trabalho de concluséo de curso traz um breve historico da geometria espacial visando
0 estudo dos poliedros de Platdo. Foi utilizado o estudo da teoria de VVan Hiele na intencéo de
realizar um levantamento do nivel de conhecimento geométrico espacial no que se refere aos
poliedros de Platdo de uma turma de primeiro ano do curso de Matematica, Licenciatura ficando
como sugestdo o uso do origami para ajudar no ensino deste conteido de maneira prética e
visual, para que os alunos possam avancar pelos cinco niveis da teoria dos Van Hiele.

Palavras-chave: Geometria Espacial; Poliedros de Platdo; Origami.



ABSTRACT

This course conclusion work brings a brief history of spatial geometry in order to Platao’s
polyhedra study. It was used Van Hiele’s theory because of the intention to carry out a survey
of spatial geometric knowledge level due to Platdo’s polyhedral of a first-year classroom of the
mathematics course, so it has as a suggestion the use of origami to help in teaching of this

content in a practical and visual way, so that students could advance the Van Hiele’s theory
levels.

Keywords: spatial geometry ; Platdo’s Polyhedra; Origami.
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INTRODUCAO

Este trabalho faz um resgate histérico da geometria espacial com o objetivo de situar
historicamente os estudos com os poliedros de Platdo além desse resgate realizamos o estudo da
teoria de Van Hiele que teve inicio nas teses de doutorado de Dina Van Hiele-Geldof e de seu
marido, Pierre Van Hiele, na Universidade de Utrecht, Holanda, em 1957, os Van Hiele
propuseram um teoria tedrico para a construcdo do pensamento geométrico, segundo eles o
ensino da geometria leva o aluno a adquirir uma rede de relacGes que propicia enunciar o seu
pensamento, de uma forma légica e dedutiva. O pensamento geométrico contribui para a
construcdo de uma rede de representacOes relacionais, que é formada pouco a pouco, essa
construcdo se da segundo um grau de dificuldades crescentes em diferentes niveis: visualizagéo,
analise, deducdo informal, deducéo e rigor. Este pensamento geométrico propde um meio de
identificar o nivel de maturidade geométrica dos alunos e indicam caminhos para ajuda-los a
avancar de um nivel para outro, tendo por base as dificuldades apresentadas por alunos do curso
secundério na Holanda.

Como sera possivel observar a teoria de Van Hiele diz respeito a geometria plana, porém
0 pesquisador Angel Gutiérrez Rodriguez utiliza-se da teoria de Van Hiele aplicando ao estudo
da geometria espacial e utilizando-se deste estudo propomos um questionario para identificar o
nivel de pensamento de estudantes do curso de Matematica para fins diagndsticos.

O trabalho sera subdividido em trés capitulos sendo que no primeiro veremos um pouco
da Historia das Grandes Civilizagbes Antigas que ajudaram o desenvolvimento da Matematica
e da Geometria, enfatizando a Geometria Espacial e os poliedros de Platdo, onde Platdo descreve
0s poliedros platdnicos em seu livro Timeu. Posteriormente falaremos um pouco da histéria do
origami, que inicialmente era focado nas tradicdes religiosas e hoje utilizada na aplicacédo de
Artes e na Matematica. Esses topicos da Histria da Geometria espacial e do origami, podem
ser utilizados como recurso metodologico em sala de aula.

Em seguida veremos as propriedades e definicdes dos Poliedros, Angulos de um
poliedro, os Poliedros Platdo e como Euler demonstrou que existem apenas cinco poliedros

regulares e finalizaremos este capitulo com a construcéo dos poliedros Platéo através do origami
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que podera ser usado em sala de aula para o ensino da geometria espacial com uma sequéncia
de atividades bem elaboradas e com objetivos claros.

Apesar dos conceitos relacionados a Geometria Espacial estarem mais elencados nas
séries do Ensino Médio, no segundo capitulo veremos a Teoria de Van Hiele que afirma que a
aprendizagem dos conceitos geométricos deve-se mais a boa elaboragdo de uma sequéncia de
atividades por parte do professor, do que a faixa etaria do aluno (CROWLEY, 1994).

Nas consideracdes finais do desenvolvimento do trabalho, teceremos uma breve analise
das discussdes apresentadas no trabalho de conclusao de curso e uma andlise dos resultados da
aplicacdo da atividade na turma do 1° ano de Matematica, Licenciatura da Universidade Estadual

de Mato Grosso do Sul, de acordo com os cinco niveis da Teoria de VVan Hiele.



CAPITULO 1

Um Breve historico da geometria espacial e do origami.

1.1 - A Geometria Espacial

Quando paramos para observar o mundo a nossa volta, nos deparamos com Varias
construcdes e invencdes, feita pelo homem ao longo do tempo.

Na maioria dessas construcdes e invencfes foram e ainda sdo usadas a geometria
espacial, que serd um dos pontos a serem estudados neste trabalho, em particular os poliedros
de Platéo.

Geometria Espacial é o estudo da geometria no espaco, onde estudamos as figuras que
possuem mais de duas dimens@es, essas figuras recebem o nome de sélidos geométricos ou
figuras geométricas espaciais, sao conhecidas como: prisma (cubo, paralelepipedo), piramides,
cone, cilindro e esfera.

A definicdo de geometria espacial é o estudo do espaco tridimensional (trés dimensdes
(altura, profundidade e largura)).

Para entendermos melhor como surgiu a geometria espacial vamos nos reportar para a
historia das antigas civilizacbes, onde as primeiras consideracdes que o homem fez a respeito
da geometria parecem ter se originado das simples observacdes provenientes da capacidade
humana de reconhecer configuracbes fisicas e comparar formas e tamanhos, que pode ser
chamada de geometria subconsciente (EVES, 2011, p. 693).

No periodo Paleolitico podemos observar algumas pinturas encontradas em cavernas
datadas 1.400 a.C., nos mostrando que os homens primitivos da idade da pedra ja utilizavam

conhecimentos geométricos para fazerem armadilhas.
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Figura 1 - Pinturas encontradas na caverna de Lascaux na Franca
Fonte: http://fmanha.com.br/blogs/imaginar/2010/10no-neolitico/

A pintura mostra que na época ja havia uma no¢do do espaco tridimensional, pois ao
construir essas armadilhas para capturar animais para o0 seu sustento, 0 homem neolitico utiliza
a geometria espacial, mesmo sua proje¢édo sendo no plano ( na pedra).

Com o passar do tempo e de acordo com EVES, (2011, p. 693), depois veio a geometria
cientifica ou experimental, caracteristica de uma fase em que a inteligéncia humana tornara-se
capaz de, a partir de um conjunto de relagcdes geométricas concretas, extrair relagdes abstratas
gerais (leis geométricas) que incluiam as anteriores como casos particulares, ou seja, com as
necessidades de descrever a natureza ao seu redor, 0 homem desenvolveu o estimulo e dominio
de dimensdes fisicas como &reas, volumes e distancia.

Assim com a modificacdo do clima e do tempo, a humanidade sofreu algumas transigdes
como o fim do periodo paleolitico e o inicio do periodo Neolitico. No inicio do periodo neolitico
0 homem passa de cacador para agricultor, aprende a assegurar a sua alimentacdo pelo préprio
trabalho e torna-se sedentario formando aldeias.

Surge a producéo de ceramica, a fiacdo e a tecelagem, assim como métodos basicos da
construcdo arquitetural em madeira, tijolo e pedra. Apesar do homem neolitico construir uma
sociedade, continua a ndo ter muito lazer, porém seus desenhos e figuras sugerem preocupacdes
com as relagdes espaciais que sdo registradas por meio de potes, tecidos e cestas mostram
exemplos de congruéncias e simetrias, que em sua esséncia sao partes da geometria elementar
(Boyer, 1999, p.05).


https://pt.wikipedia.org/wiki/Alimenta%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Trabalho
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sedentarismo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Aldeia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Cer%C3%A2mica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Constru%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Arquitetura
https://pt.wikipedia.org/wiki/Madeira
https://pt.wikipedia.org/wiki/Tijolo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pedra
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N&o se sabe ao certo a origem exata da geometria, mas segundo Boyer (1999, p. 05), ha
duas grandes teorias sobre o assunto a partir de documentos de Herddoto! e Aristdteles? |
historiadores do século V a.C, acreditavam que a geometria surgiu antes da civilizagéo egipcia,
mas também ndo se arriscaram em datar sua origem, porém discordavam do local de seu
surgimento.

Para Herddoto a geometria teve origem as margens do rio Nilo através da necessidade
de medir terras.

Para Gongalves Junior:

Segundo Herddoto, um rei dividira o territério do Egito entre todo o povo,
dando a cada egipcio um lote quadrado e de mesmo tamanho. Essa divisdo veio
acompanhada da imposicdo de pagamento de tributo anual. Entretanto,
qualquer homem que o rio Nilo despojasse de uma parte da sua terra poderia
dirigir-se ao rei e expor-lhe o fato. O rei mandava entdo que seus funcionarios
medissem a extensdo do decréscimo do lote, para que fosse concedida a seu
detentor uma reducéo no tributo proporcional a perda. Gongalves Junior (1995,
p. 07)

Ja para Aristoteles a geometria surgiu do lazer da classe sacerdotal. Segundo Boyer
(1999) podemaos considerar as ideias de Herodoto e Aristdteles como representacdo duas teorias
opostas quanto a origem da matematica, um acreditando que a origem fosse da necessidade
pratica, outro que a origem estivesse no lazer sacerdotal e ritual.

Embora houvesse discordancia entre os grandes filosofos e historiadores da época, séo
notaveis os conhecimentos geométricos do Egito para a construcdo de obras, controlar
enchentes, remarcar os limites das propriedades agricolas, construcéo de piramides e outras.

Entre os feitos mais notaveis do conhecimento da geometria espacial no Egito, destaca-

se as trés piramides de Gizé foram construidas no Egito que serviram de tumbas para os farads

1 Gedgrafo e historiador grego do séc V a.C. que escreveu sobre a invasao da Pérsia na Grécia.
2 Filosofo grego, aluno de Platdo e professor de Alexandre, o Grande. Um dos fundadores da filosofia
ocidental.



18

Quéops, Quéfren e Miquerinos, a maior dela, media 146,7 metros de alturas e 230 metros
nas arestas de base.

Figura 2- Piramides de Gizé
Fonte:https://www.epochtimes.com.br/piramides-de-gize-uma-das-sete-maravilhas-
mundo-antigo/#.VNUETS6-VIk

Além das piramides, outro destaque dentre os varios feitos egipcios sdo o “papiro de
Rhind” e “papiro de Moscou™.

O papiro Rhind e uma fonte primaria rica sobre a matematica egipcia antiga; datado por
volta de 1.650 a.C., o papiro de Rhind com 0,30 metros de altura e 5 metros de comprimento,
escrito por um escriba de nome Ahmes® detalha a solugio de 80 problemas de aritmética,
fracOes, calculo de areas, volumes, progressdes, reparticGes proporcionais, regra de trés simples,

equac0es lineares, trigonometria basica e geometria.

SAhmes foi um escriba do Antigo Egito que viveu durante o Segundo Periodo Intermediério e inicio da
XVIII dinastia egipcia (a primeira dinastia do Império Novo). Escreveu o papiro de Rhind, uma obra
da matemaética egipcia antiga datada de aproximadamente 1650 a.C.; € o mais antigo contribuidor da
matematica cujo nome é conhecido


http://pt.wikipedia.org/wiki/Aritm%C3%A9tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fra%C3%A7%C3%B5es
http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81rea
http://pt.wikipedia.org/wiki/Volume
http://pt.wikipedia.org/wiki/Progress%C3%B5es
http://simples/
http://linear/
http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Escriba
http://egito/
http://intermediário/
http://egípcia/
http://novo/
http://rhind/
http://pt.wikipedia.org/wiki/Antigo_Egito#Egito
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Figura 3— Papiro de Rhind
Fonte:http://jv-egiptologia.blogspot.com.br/2015/05/a-matematica-no-egito-antigo-

fernando.html

De acordo com Eves:

26 dos 110 problemas dos papiros Moscou e Rhind sdo geométricos. Muitos
deles decorrem de formulas de mensuragéo necessarias para o calculo de areas
de terras e volumes de grdos. Assume-se que a area de um circulo é igual a de
um quadrado de lado igual a 8/9 do didmetro e que o volume de um cilindro
reto e o produto da area da base pelo comprimento da altura. Investigagdes
recentes parecem mostrar que 0s egipcios sabiam que a area de um triangulo
qualquer e o semiproduto da base pela altura. Alguns dos problemas parecem
envolver a cotangente do angulo diedro entre a base e uma face da piramide, e
outros mostram algum conhecimento da teoria das proporgoes.( EVES, 2011,
p. 75)

J& o papiro de moscou foi datado aproximadamente 1.850 a.C., com 0,08 metros de altura
e 5,5 metros de comprimento, escrito por um escriba desconhecido detalha 25 problemas
matematicos, da vida pratica ndo diferindo muito dos Rhind, mas o papiro de Moscou continha
a formula correta para o célculo do volume de um tronco de piramide, que indica nogdes de

geometria espacial.
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Figura 4— Papiro de Moscou
Fonte:https://pt.wikiversity.o
Apesar de tantas realizacGes notaveis no Egito, somente gracas aos gregos € que a
Geometria, especialmente a espacial, se libertou de sua énfase a mensuracéo e de seus vinculos
aritméticos.
Tales* de Mileto foi um dos primeiros matematicos gregos e teria levado a Geometria
do Egito para a Grécia no século V a.C.. A geometria egipcia baseava-se em experiéncias e
regras 0 que na Grécia era inaceitavel. Para os gregos era necessario provar resultados obtidos
por meio do metodo dedutivo, da razdo. Quando falamos do estudo da matemética na Grécia
podemos destacar alguns filésofos e gebmetras, como Euclides, Pitagoras, Platdo e Arquimedes.
Em sua obra os Elementos, que foi descrita em 13 livros, Euclides®, sistematizou toda a
Matematica até entdo conhecida. Segundo Eves (2011, p. 167) logo que o trabalho de Euclides
apareceu, ganhou o mais alto respeito e dos sucessores de Euclides até os tempos modernos, a
mera citacdo do numero de um livro e o de uma proposicao de sua obra-prima e suficiente para
identificar um teorema ou construgdo particular.
Euclides abordou a geometria espacial, nos trés altimos livros dos Elementos. Segundo
Boyer (1999, p. 81), o material no livro X1, que tem trinta e nove proposi¢des sobre geometria

4 Supostamente um dos sete sabios da Antiga Grécia, Tales instituiu a Escola Jonica e estabeleceu sélidos
conhecimentos sobre a verdade, a totalidade, a ética e a politica, temas ainda atuais em nossos dias

5 Euclides, fundador da famosa Escola de Matematica de Alexandria, nasceu na Siria (c. 330 a. C. - 260
a. C.) e estudou em Atenas. Foi um dos primeiros gedmetras e é reconhecido como um dos matematicos
mais importantes da Grécia Classica e de todos os tempos.
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em trés dimensdes. No livro XI1I sdo dezoito proposicoes referente a medida de figuras, usando
0 método de exaustdo, calculando volumes de pirdmides, cones e esferas. E o ultimo livro
contém o tratamento dos poliedros regulares e os sélidos de Plat&o.

No entanto ha evidéncia de que os Povos Neoliticos que viveram na Escocia tinham
esculpidos alguns destes sdlidos 1000 anos antes de Platdo os descreve-los, como mostra a figura
5. Alguns destes solidos encontram-se no Museu Ashmolean em Oxford, Reino Unido

Figura 5- Modelos Neoliticos dos Solidos Plat6nicos
Fonte:http://www.notapositiva.com/pt/trbestbs/matematica/10_solidos_platonicos_d.htm

Porém Eves (2011, p.114) afirma que foram assim chamados erradamente, pois segundo
ele “[...] trés deles, o tetraedro, o cubo e o dodecaedro se devem aos pitagdricos, ao passo que o

octaedro e o icosaedro se devem a Teeteto®”.

Percebe-se que Platdo ndo demonstrou a existéncia de nenhum dos poliedros regulares,
mas como afirma Boyer (1999, p. 58): “Embora o proprio Platdao ndo tenha dado nenhuma
contribuicdo especifica digna de nota a resultados matematicos técnicos, ele era o centro da

atividade matematica da época e guiava e inspirava seu desenvolvimento”.

Platio’ descreve os sdlidos que eram considerados perfeitos por ele, pelo fato de serem
esteticamente harménicos. Em um diadlogo chamado de Timeu 350 a.C ou Timaeus, apresentou
uma descri¢édo dos cinco poliedros regulares e mostrou como construir modelos desses sélidos,

juntando triangulos, quadrados e pentagonos para formar suas faces.

® Teeteto de Atenas foi um dos melhores matematicos do século IV a.C. Foi o fundador da Geometria
solida, sendo o melhor da Academia e discipulo de Plantdo

" Platdo foi um dos principais filosofos gregos da Antiguidade. Ele nasceu em Atenas, por volta de
428/27 a. C. e viveu até 348/47 a. C.
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Descreve ainda a construcdo do universo a partir dos elementos terra, ar, fogo e agua,
correspondendo a cada um desses um poliedro regular, respectivamente, o hexaedro (cubo), o
octaedro, o tetraedro e o icosaedro, elementos que juntos formam o Universo, por sua vez

representado pelo dodecaedro, conforme figura abaixo.

Tetraedro
Fogo 2 Octacdro

lsosacdro Dodecaadro
Agua Universo

Figura 6- Os Elementos de Platdo
Fonte: http://www.notapositiva.com

No entanto, observando em Eves a indicacédo destes elementos:

Johann Kepler (1571-1630), mestre da astronomia, matematico e
numerologista, deu uma explicacdo engenhosa para as associa¢fes de Timeu.
Intuitivamente ele assumiu que, desses solidos, o tetraedro abarca o menor
volume para sua superficie, ao passo que o icosaedro o maior. Agora, essa
relacdo volume - superficie sdo qualidades de secura e umidade,
respectivamente, ¢ como o fogo e o mais seco dos quatro “elementos” e a agua
0 mais Umido, o tetraedro deve representar o fogo e o icosaedro a agua.
Associa-se 0 cubo com a terra porgue o cubo, assentando quadradamente sobre
uma de suas faces, tem a maior estabilidade. O octaedro, seguro frouxamente
por dois de seus vértices opostos, entre o indicador e o polegar, facilmente
rodopia, tendo a instabilidade do ar. Finalmente, associa-se o dodecaedro com
0 Universo porque o dodecaedro tem 12 faces e o0 zodiaco tem doze secdes.
(EVES, 2011, p.114 e 115).
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Outro grande cientista da antiguidade foi Arquimedes® que também deu sua contribuigio
para a geometria. Dois dos trabalhos remanescentes de Arquimedes dizem respeito & Geometria
Espacial: Sobre a esfera e o cilindro, que é constituido de dois livros e mostra, entre outras
relacBes, que o volume da esfera é exatamente dois tercos de um cilindro circular reto
circunscrito a ela. Em Sobre os cones e os esferdides se encontra, por exemplo, o problema de
seccionar uma esfera com um plano de maneira a obter dois segmentos esféricos cujos volumes
estejam numa razdo dada, problema este que nos leva a uma equacédo cubica (EVES, 2011,
p.194).

Grandes estudiosos das Ciéncias Exatas conceberam e formalizaram o0s estudos
relacionados a Geometria Espacial. Além dos ja citados temos Leonardo Fibonacci, Joannes

Kepler, entre outros.

1.2 - Origami

Ao pesquisarmos em artigos e trabalhos ou até mesmo em site na internet, encontraremos
a origem da palavra “origami” advém do japonés e € composta por dois caracteres: o primeiro
“Ori” deriva do desenho de uma mao e significa dobrar. O segundo, “Kami”, deriva do desenho
da seda, significa papel de Deus, indicando a importancia do papel para os japoneses.

Apesar do Japdo ser considerado o berco do origami, diz - se também que ele pode ter
surgido na China, onde a historia do papel é bem mais antiga.

A invencdo do papel foi creditada ao chinés Tsai Lun, funcionério da corte real, por volta
de 105 d.C, na tentativa de substituir a sofisticada seda que era usada para escrever, COmegou a
misturar casca de amoreira, pedacos de bambu, rami, redes de pescar, roupas usadas e cal, dessa
mistura surgiu o papel.

O império chinés manteve segredo sobre as técnicas de fabricacdo do papel durante
séculos, pois exportava este material a precos altos e de cunho religioso, a técnica do origami

(dobradura) ndo foi amplamente difundida.

8 Arquimedes (287 a. C. — 212 a.C.) foi um matemético, fisico, engenheiro, inventor, e astrbnomo
grego.
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Por volta dos séculos V e VI, a técnica da fabricacdo de papel foi difundida a monges na
Coréia e em seguida no Japdo. Contudo os japoneses desenvolveram sua propria tecnologia para
a fabricacéo de papel, usando fibras vegetais extraidas de plantas nativas: “o kozo” para papel
resistente, “o gampi” para os nobres e “mitsumata ”, para os mais delicados.

O papel tipicamente japonés ficou conhecido como washi e sobre ele podia-se escrever
ou usa-lo para outras finalidades, inclusive para o origami. Um século depois os arabes
obtiveram o segredo desse processo que contribuir na propagacgéo da arte de se dobrar papel.

No periodo compreendido entre os séculos XVII e XIX que o origami se tornou
realmente popular, e com a publicacdo: “Hidem Sembazuru Orikata” por Akisato Rito (1797) e
“Kayaragusa” por Adachi Kazuyuki (1845), que contém orientag0es para a execucdo do
origami.

Foi gracas a essas obras que o origami passou a ser uma matéria regular nas escolas
japonesas a partir do ano de 1876.

De acordo com Barreto (2013, p. 18), ndo foi apenas no Japao que se dobrava papel. Os
mouros, de origem muculmana, que ja conheciam a producéo de papel eram eximios dobradores
e influenciaram fortemente a cultura espanhola.

Os muculmanos, por motivos religiosos, ndo utilizavam o origami para construir
desenhos, mas como tinham um espirito matematico muito forte e enraizado na sua cultura
usavam as técnicas de dobradura para realizar demonstragdes matematicas.

Acredita-se que no Brasil, a arte do origami foi introduzida de duas maneiras: uma
através de nosso pais vizinho, a Argentina que possui muita influéncia da cultura espanhola e
outra, através dos imigrantes japoneses®, que aqui vieram, a partir de 1908.

Os japoneses que emigraram para o Brasil procuraram preservar diversos costumes de
sua terra natal, entre eles a pratica do origami. No que se refere ao ensino oficial do origami no
Brasil, Barreto (2013, p.19) afirma que o origami foi inserido oficialmente pela Alianga Cultural
Brasil-Japdo e, com o apoio do Consulado Geral do Japao em Séo Paulo pela Professora Yachiyo
Koda.

® O Kasatu Maru foi o primeiro navio a chegar ao Brasil (Santos) em 18 de Junho de 1908. A Comunidade
japonesa hoje, é composta por 1,5 milhdes de nikkeis (japoneses e seus descendentes).
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De 24 de outubro de 1870 a 5 de abrll de 1971, a proff. Koda deu aulas de Ongém.
na TV Cultura, canal 2

Figura 7- Aula de origami
Fonte: http://www.kamiarte.com.br/breve_historico2.htm

O uso do origami no @mbito escolar permitiu o desenvolvimento de atividades voltadas
para a construcdo de figuras planas e espaciais. Com a construcdo do origami o aluno, ao
manipular (dobrar) o papel, estara trabalhando com angulos, segmentos de reta, paralelismo,
perpendicularissimo, aresta, face, vértice, entre outros.

Sé&o ricas as possibilidades de construgdes de formas, pois a manipulacdo de objetos
permite a construcdo dos modelos mentais dos diversos elementos geométricos, é possivel para
o professor incluir um importante recurso metodoldgico que € o origami e de baixo custo.

Neste trabalho iremos construir os sélidos de Platdo, atraves do origami e assim, sera
possivel utiliza-los como recurso na sala de aula se for realizado um bom planejamento e com
0 auxilio da teoria de Van Hiele, analisaremos os diferentes niveis de pensamento geométrico
em que o académico do curso de Matematica do 1° ano da Universidade Estadual de Mato
Grosso do Sul, se encontra.

Para isso veremos no proximo capitulo a teoria de Van Hiele e como Gutiérrez adaptou

esta teoria para geometria espacial.
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1.3- Definicdo Sélidos dos de Platéo e sua construcao através do origami

Primeiramente antes de definirmos os poliedros de Platdo, é necessario definir angulo

poliédrico para as proximas demonstragdes.

1.4 - Poliedros

Poliedro é toda figura geométrica de trés dimensdes, cuja superficie € formada por um
namero finito de faces que sdo as superficies planas que constituem um solido, pelos
vértices que sdo os pontos de encontro das (arestas) formados por trés ou mais pontos e as

arestas sdo 0s segmentos de reta que sdo a interseccdo de duas faces

(eixo dos "X", "Y", "Z",...) em que cada uma poliedros das faces é um poligono.

Figura 8 _ eiXO dOS IIXII7 IIYII’ IIZII
Fonte: A autora


https://pt.wikipedia.org/wiki/Face
https://pt.wikipedia.org/wiki/Face
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Os seus elementos mais importantes sdo as faces, as arestas e 0s vértices.

FACE

ARESTA
VERTICE

Figura 9 - llustracdo do Vértice, aresta e face
Fonte:http://brasilescola.uol.com.br/matematica/poliedros.htm

1.5 - Angulo poliédricos

Definicéo:

Dado um namero finito n (com n > 3) de semirretas Vaj, Va2, Va3z, -+, Van de mesma
origem V, tais que o plano de duas semirretas consecutivas (Vaj e Va2, Va2 e Va3z,---
, Van e Va1) deixa as demais num mesmo espaco; considere n semiespacos E1, E2, E3,:*- , Ep,

cada um deles com origem no plano de duas semirretas consecutivas e contendo as restantes.

Chama-se angulo poliédrico convexo (DOLCE, 1993) determinado por Vai, Va2,

Va3z, -+, Vap a intersecdo dos semiespacos E1, E2, E3, -+, Ep, ou seja,

V (a1,a2, -+, an) =E1 N E2N--- N Ep.
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A figura abaixo representa um angulo poliédrico de vértice V, de semirretas

Vaj,Vaz,Vag, -, Van en faces (angulos, a1a2, a2ags, -+, anai).

Figura 10- Um angulo poliédrico.
Fonte: Fundamentos de Matemética Elementar p.119

Assim um Angulo poliédrico convexo é regular, se somente se, as faces sdo todas

congruentes entre si. De cada vértice parte 0 mesmo nimero de arestas.

1.6 - Teorema de Euler®°:

Para todo poliedro convexo, vale a seguinte relacéo:

V = nUmero de vértices
A = nUmero de arestas
F = nlimero de faces

10| _eonhard Euler (1707-1783) foi 0 matematico suico de maior expressdo em todos 0s tempos e 0
teorema que recebe seu nome é aplicavel a todos os poliedros convexos, que sdo chamados de
poliedros eulerianos.
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Se V e o nimero de vértices de uma superficie poliédrica convexo, A o nimero de arestas

e F o nimero de faces.

Demonstracao:

Num poligono plano simples, em particular os convexos, que é uma superficie

poliédrica, 0 numero de vértices € igual ao nimero de A arestas e como F = 1, vem

V—-—A+F=1

Suponhamos agora que a relagdo seja verdadeira para uma superficie poliédrica de K —
1 faces, (F= K — 1) com um sé contorno de m aresta e m vértices.
Acrescentamos a esta superficie uma nova face de n vértices e n arestas e suponhamos

que h arestas desta face coincidam com h arestas das m do contorno.
Teremos uma nova superficie poliédrica, com k faces.
Designemos os numeros de faces, arestas e vértices da superficie por F', A", V'.

O numero V de vértices da primeira superficie poliédrica aumentade n—(h+ 1) =

n — h — 1, pois coincidem h arestas, o0 numero de vértices coincidentes ¢ h + 1.

Dai temos:
Vi=V4+n—h-1.

O nimero A de arestas aumenta de n — h, pois h coincidem.

Dai temos:

A =A+n-—nh.

E claro que
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Vi=F+1.

Calculemos entdo:

V- A+ F

Assim,

V'—A+F =V+n—-h—-1A+n—-h)+F+1=V—-A+F,
que é igual a 1, pela hipétese de inducéo.

Assim por hipétese, V! — A" + F' = 1 0 que prova a relacdo preliminar.
Agora considerando agora uma superficie poliédrica fechada e suprimindo-se uma das

faces, teremos uma superficie poliédrica aberta, para a qual vale

V—-—A+F=1.
Entdo recolocando a face, V e A ndo se alteram, mas F aumenta uma unidade

Temos:
V'—A"+ F' =1, como
V=V ,A=A

F'=F + 1, vem que

V—-—A+ (F—1)=1,ouseja,

V-A+F=2
Figura 11 - Figura poliédrica aberta .
Fonte: Fundamentos de Matematica Elementar p.122.
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1.7 - Poliedros de Platao

Definigao:

Chama-se poliedro de Platdo todo poliedro que satisfaz as seguintes condicdes:

a) Todas suas faces ttm o mesmo namero (n) de arestas,
b) Todos os angulos poliédricos possuem 0 mesmo nimero (m) de arestas,

C) satisfaz a Formula de Euler (V — A + F=2) em que V é 0 nUmero de

veértices, A é o nimero de arestas e F, o numero de faces.

O teorema de Euler afirma que, o nimero total de vértices, de qualquer poliedro convexo,
somado ao numero total de faces, serd igual ao nimero total de arestas, somado de duas
unidades.

No entanto observa-se, como exemplo, que uma pirdmide pentagonal satisfaz a Férmula

de Euler (pois é um poliedro convexo), porém ndo pode ser considerada um poliedro de Platdo
pois ndo satisfaz as condi¢es a) e b) da definicéo.

Figura 12 - Pirdmide Pentagonal
Fonte:http://www.notapositiva.com/pt/trbestbs/educvisual/imagens/08_planificacao_solidos_geom_revol_01_d.j
Pg
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Demonstracéo:

Usando as condigOes que devem ser verificadas por um poliedro de Platdo temos:

Considere entdo um solido platénico cujas faces sdo poligonos regulares de n lados.

a) Admitindo que cada uma das F faces do poliedro possui n arestas (n > 3) e, pelo

fato de cada aresta ser concomitante a duas faces. Desta maneira;
nF=24 - F=2 1)

b) Cada um dos vértices V dos angulos poliédricos possuem m arestas (m >3).
Como cada aresta contém dois vertices:

V (a1,a2, -, an) =E1 N E2N-- N Ep.

A figura abaixo representa um angulo poliédrico de vértice V, de semirretas

m.V = 24 N y=24 )
m
c) Para o poliedro ser classificado como Poliedro de Platdo deve satisfazer também

a Formula de Euler. Logo, substituindo a equacdo (1) e (2) na Férmula de Euler:

V=A+F=2 ?)
tem-se:
24 4o 24_, 1 1.1 _1
m n m 2 n A
24 24 1 1 1 1
2 _pg4Bop 1t
m n m 2 n A 4)
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O numero de lados de cada poligono n e o nimero de arestas de um angulo poliédrico m
a principio se n, m > 3 satisfazem a equagao (1) e (2). No entanto, se m > 3 e n > 3 fossem maior

que 3, ndo satisfaz (4).

De fato:

i

m=3 -m =4 —

I
'PIH-PIH

n=3 -n=4 -

;5|r-g|,_.

_} —

_|_

2=

=

B | et

—

b |
4
g |-
A
=

1 1

™m m

0 que contraria a igualdade (4), pois o numero A de arestas deve ser um valor inteiro positivo.
Desta forma, existem duas situacdes a serem consideradas: m = 3 (e o poliedro de Platdo

possui apenas triedros) ou n = 3 (as faces do poliedro de Platdo sdo triangulares). Assim,

1°). Supondo que o poliedro de Platdo seja apenas triedros (m = 3), de substituindo na

equacao (4) temos:

Logo, tem-se que 3 <n < 6, sendo n 0 nimero de lados dos poligonos que
compde o poliedro de Platdo. Em outras palavras, caso o poliedro de Platdo possua apenas

triedros ele devera apresentar faces triangulares, quadrangulares ou pentagonais.

2°) Supondo que o poliedro de Platdo tenha faces triangulares (n = 3), substituindo

na equacao (4) temos:



[
N| =
+
[N
Il
NI

SRl

N[ =
NI
Sl
N =

S|
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Logo se for m = 3 ou m < 6, sendo m o numero de arestas de um angulo poliédrico que

compdem o poliedro de Platdo, e que possuam faces triangulares entdo seus angulos seréo

triedros, tetraédricos ou pentaédricos.

{m, n} determinando as caracteristicas pertinentes a cada classe.

na equacdo (4) o valor de m, n encontrados e depois trabalhar com a equacéo (1) e (2).

angulos poliedricos. Substituindo em (4):

| =

classes, denominadas de acordo com o nimero de faces:

Com as informacdes obtidas pode-se classificar os poliedros de Platdo através do par

Consequentemente para saber essas caracteristicas do poliedro de Platdo basta substituir

Por exemplo {3,5} apresenta todas suas faces pentagonais e triedros como sendo seus

sz
z =

| =

Em (2):

2.30
V="F— - V=120

Fazendo os mesmos calculos para os demais poliedros de Platdo obtermos as seguintes
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NOME ' TIPO DE N©° DE N©° DE Nf’ DE
1 FACE FACES ARESTAS | VERTICES
Tetraedro Triangulo 4 6 4
| Hexaedro | Quadrilatero 6 ' 12 8
Octaedro | Triangulo ' 8 12 ' 6
Dodecaedro | Pentdgono 12 30 20
Icosaedro | Triangulo 20 30 ’ 12

Tabela 1- tabela para os poliedros de Platdo
Fonte:http://www.colegioweb.com.br/poliedros-de-platao-e-regulares.html

1.8 - Poliedros de Platdo de Origami

Nesta secdo faremos a construcdo dos mddulos para posterirormente montar os poliedros
de Platéo

1.8.1 Construcdo modulo do hexaedro

1° passo: Partindo de um quadrado de dimensao 15 x 15, dobre ao meio de modo que 0s

lados AB e CD coincidam (note que a dobra que se determina é a mediatriz do lado AD).

Figura 13 - 1° passo construcéo hexaedro
Fonte: : http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html


http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

36

2° passo: Desfaca o primeiro passo, ou seja, a dobra anterior. Agora fagca uma dobra,
levando os lados AB e CD até a mediatriz. Note que as dobras representam retas paralelas a

dobra inicial;

Figura 14 - 2° passo construcéo hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

3° passo: em seguida mantendo um dos vertices fixo, dobre de modo a formar um

triangulo retangulo, conforme a figura

Figura 15 - 3° passo construgdo hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

4° passo: Faca 0 mesmo passo anterior com o vértice oposto obtendo um paralelogramo

cuja base é a metade do lado do quadrado inicial.

A M=
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Figura 16 - 4° passo construcdo hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

5° passo: Desdobre. Observe que as extremidades dos vincos, formam dois triangulos

retangulo (cinza) .

Figura 17-- 5° passo construcdo hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

6° passo: Cologue um vértice do retangulo por dentro da fenda obtida até que o vértice

toque a dobra interna; repita o procedimento com o outro vértice (ndo adjacente) do lado oposto.

2

A

Figura 18- 6° passo construcdo hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

7° Passo: Agora faga o passo 3 e 4, mas de forma a colocar o vértice do tridngulo dentro

da parte superior da peca, formando um paralelograma.


http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html
http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html
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Figura 19 - 7° passo construcéo hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

8° passo: Vire 0 médulo. Dobra o modulo de modo que coincida os dois vértices da

base do paralelogramo. Faga 0 mesmo com 0 com 0s Veértices superiores.

&

Figura 20 - 8° passo construgdo hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

9° passo: No ultimo procedimento obtivemos uma figura com o formato de um
quadrado. Desfaca o Gltimo passo.



39

Figura 21 -9° passo construcao hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

Ap0s desfazer o Gltimo passo o aluno percebera que o quadrado formado pelas dobras
possui dois bolsos que servirdo para o encaixe das abas dos médulos.

/S

bolso

Figura 22 - Modulo pronto hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html

Para a construcdo do cubo é necessario seis madulos.

Montagem do cubo:
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Figura 23 - Montagem do hexaedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/cubo.html
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1.8.2 - Construcdo modulo do dodecaedro

1° passo: Numa folha tamanho 15x15, dobre em trés partes iguais e nos dois retangulos

que ficam nas pontas do papel marque as diagonais e dobre como mostra a figura abaixo:

Figura 24 - 1° passo constru¢do dodecaedro
Fonte: A autora

2° passo: Dobre na diagonal menor do paralelogramo.Use o auxilio de uma régua.

Figura 25 - 2° passo constru¢do dodecaedro
Fonte: A autora
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3° passo: Dobre cada triangulo indicado para baixo, um sera dobrado do lado oposto
do outro.

Vire para tras

Figura 26 - 3° passo construgdo dodecaedro
Fonte: A autora

4° passo: Abra e esconda cada triangulo dobrado para dentro de maneira a que um se

sobreponha ao outro e forme um tridngulo perfeito na figura como segue na figura abaixo:

Figura 27 - 4° passo constru¢do dodecaedro
Fonte: A autora

Observe que ficara naturalmente pelas dobras ja realizadas o segmento AB.
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5° passo: Unir o ponto A com o ponto B. Em seguida una o ponto C ao D e estara
dobrado seu médulo do dodecaedro.

C

Figura 28 - 5° passo construcdo dodecaedro
Fonte: A autora

Para a constru¢do do dodecaedro é necessario doze modulos.

Montagem dodecaedro:




Figura 29 - Montagem dodecaedro
Fonte: A autora
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1.8.3 - Construcéao do Icosaedro

1° passo: Partindo de um quadrado de dimensdo 15 x 15, faca vincos de forma a dividir
0 quadrado em 4 partes iguais e também a metade do quadrado como mostra a figura. Em
seguida leve o ponto C no segmento de reta AB de forma que um dos pontos do tridngulo seja

0 ponto D. Observe a figura abaixo:

Figura 30 - 1° passo construgdo icosaedro
Fonte: A autora

2° passo: Dobre o ponto E sobre o segmento de reta GH de forma que o ponto F seja

um dos pontos do triangulo a ser formado. Observe:

Figura 31 -2° passo construcéo icosaedro
Fonte: A autor
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3° passo: Vire o papel, naturalmente pelas dobras realizadas havera um vinco no meio
do papel dobre nesta marca.

\

kY

Y

Figura 32 - 3° passo construgdo icosaedro
Fonte: A autora

4° passo: Dobre o lado o segmento AB sobre o lado BC como mostra a figura abaixo.

Figura 33 - 4° passo construgdo icosaedro
Fonte: A autora

5° passo: Vire a folha e repita 0 passo 4 para o outro lado. A figura abaixo mostra
como ficara a peca.

Figura 34 - 5° passo construgdo icosaedro
Fonte: A autora
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6° passo: Dobre o segmento BD sobre o segmento AB para formar um vinco de 90°.

o/ N/

A A

Figura 35 - 6° passo construgdo icosaedro
Fonte: A autora

7° passo: Dobre o segmento BD sobre 0 segmento perpendicular criado.Vire a peca e repita o
processo 6° e 7°.

'f;h"‘-s

s

T

S

Figura 36 - 7° passo construgdo icosaedro
Fonte: A autora

8° Passo : Distorcer a peca e estara pronto o modulo do icosaedro.
§

Figura 37 - Modulo icosaedro
Fonte: A autora



Para a construgdo do icosaedro sdo necessarios trinta modulos.

Montagem icosaedro:

Figura 38 - Montagem Icosedro
Fonte: http://perfectorigami.blogspot.com.br/2012/01/
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1.8.4 - Construcdo do modulo tetraedro e octaedro.

1° passo: Com um quadrado de 15cm de lado divida a folha em quatro partes iguais e

dobre para baixo o retangulo A e para cima o retangulo B.

Figura 39 - 1° passo construgdo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora
2° passo: Dobre ao meio e desdobre ou seja faca o vinco do meio. E faca o lado AD e o
lado BC coincidirem com a dobra do meio assim teremos trés vincos na vertical como mostra a

figura abaixo.

Figura 40 - 2° passo construgdo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora

3° passo: Dobre o tridangulo FCG levando o ponto C na reta r. Observe a figura:
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%

Figura 41 - 3° passo construgdo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora

4° passo: Repita 0 passo 3 para 0s quatro vértices do retangulo. Observe como ficaram

0s vincos da figura.

Figura 42 - 4° passo construgdo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora

5° passo: Desdobre todo o papel e vire a folha, observe os triangulos pequenos que se
formam acima e abaixo no papel. Dobre a base do tridngulo de cima para baixo e o debaixo para

cima conforme a figura.
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Figura 43 - 5° passo construgdo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora

6° passo: Dobre 0 segmento EC sobre o segmento de reta HC. Formaremos o triangulo

E C F C F
/ . — —
Py AN i , £l
5, ey ———
\‘ -
Ay '/.'/' L
h, k4 & |
/ I~ E &
S J.;-{' :
_.’; .’I;
i | 5
; E YE {
/ / ’
o‘, 4
| /
o _f - -= _f( I".
y G
B prese:
H G
H B

Figura 44 - 6° passo construgdo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora
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7° passo: Dobre 0 segmento IC sobre o segmento CB. Repita a operagédo com o segmento
BG dobrando sobre o segmento BF e a base do triangulo que se formar dobre sobre o segmento

CB observe como ficara a dobradura.

Figura 45 -74° passo construcdo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora

8° Passo: Podemos observar 4 triangulos equilateros nos vincos realizados como mostra
a figura abaixo, dobre um tridngulo sobre o outro até formar um tnico tridngulo. E estara pronto

seu mddulo para o tetraedro e para o octaedro.

Figura 46 - Modulo Tetraedro e Octaedro
Fonte: A autora
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Para a construcdo do tetraedro sdo necessarios dois modulos e para o octaedro séo
necessarios quatro modulos.

Montagem do octaedro:

>
L ¢
AN .

Co==

Figura 47 - Montagem Octaedro
Fonte: A autora



Montagem do tetraedro:

SR M‘ﬁ:

Fonte: a autora

Figura 48 - Montagem Tetraedro
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CAPITULO 2

A teoria de Van Hiele e a Visao de Gutiérrez

No primeiro capitulo falamos do contexto historico e como a geometria espacial e o
origami foi concebido.

Neste capitulo discutir o “Teoria” ou “modelo” de Van Hiele, (neste trabalho usaremos
os dois termos “Teoria” ou “modelo”, pois dois termos sdao usados por autores diferentes) e

posteriormente, Gutiérrez, que adaptou a teoria de Van Hiele para a geometria espacial.

2.1- A Teoria de Van Hiele

Segundo (Ferreira, 2013, p. 03), em 1957, foi publicado as dissertagdes de doutorado de
Dina Van Hiele-Geldof e Pierre Van Hiele, na Universidade de Utrecht, nos Paises Baixos,
intitulada Structure and Insight: A theory of mathematics education (Estrutura e Conhecimento:
Uma teoria da educacdo matematica) € o ponto de partida da teoria de VVan Hiele, que abrange
a didatica da matematica e, mais especificamente, a didatica da geometria.

Logo ap6s a publicagdo da tese, Dina vem a falecer e fica a cargo de Pierre o
aperfeicoamento e a divulgacdo da teoria. Os primeiros trabalhos baseados na Teoria de Van
Hiele eram quase desconhecidos no Ocidente e ficaram mais conhecidos na década de 1980,
com suas traducgdes para o inglés (CROWLEY, 1994) (apud Ferreira).

A Teoria de Van Hiele consiste em duas partes:

O primeiro, os "niveis de pensamento" ou “compreensdo”, ¢ uma descrigdo das formas
de pensar que podem ser encontrados do aluno. A teoria de Van Hiele afirma que um estudante
pode progredir através de varios niveis de raciocinio durante o seu processo de aprendizagem.
A principal preocupacéo educacional para a Teoria Van Hiele é o progresso de um nivel para o
seguinte; este progresso ndo pode ser ensinado, mas € altamente dependente do tipo de ensino,

ou seja, a metodologia do professor.
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A segunda parte da Teoria Hiele Van, as "fases de aprendizagem", € uma sugestao para

os professores sobre como organizar o pensamento geométrico no ensino da Geometria, a fim

de facilitar e promover os alunos para passar de seu nivel atual para o seguinte.

Os niveis de compreensao de Van Hiele sobre o pensamento geométrico, sao divididos

em cinco niveis, chamados: visualizagdo, anélise, deducdo informal, dedug&o formal e rigor.

Algumas propriedades podem ser aparentes: uma melhoria sobre as capacidades de

raciocinio de que o anterior.

Em seguida, um aluno pode atingir o nivel 2 somente se ele ja havia alcangado o nivel

1, ou seja, os alunos progridem hierarquicamente atraves dessa sequéncia de niveis, cabe ao

professor, conhecer previamente em qual nivel de desenvolvimento o aluno se encontra, ou

realizar uma sequéncia didatica na qual siga esta hierarquia de conhecimento.

Para melhor esclarecimento, segue abaixo um resumo dessa teoria:

Nivel de Van | Caracteristicas Exemplo
Hiele
Reconhecimento, comparacdo e | Classificacdo de recortes de
1° Nivel nomenclatura das figuras geométricas | quadrildteros em grupos de
Reconhecimento | por sua aparéncia global. quadrados, retangulos,
paralelogramos, losangos e
trapézios.

Anélise das figuras em termos de seus

Descricdo de um quadrado através

2° Nivel componentes, reconhecimento de suas | de propriedades: 4 lados iguais, 4
Anélise propriedades e uso dessas | angulos retos, lados opostos iguais

propriedades para resolver problemas. | e paralelos.

Percepcdo da necessidade de uma | Descricdo de um quadrado através

definicdo precisa, e de que uma | de suas propriedades minimas: 4
3° Nivel propriedade pode decorrer de outra; lados iguais, 4 angulos retos.
Abstracéo Argumentacdo logica informal e | Reconhecimento de que o

ordenacdo de classes de figuras | quadrado é também um retangulo.

geomeétricas.

Dominio do processo dedutivo e das | Demonstracdo de propriedades dos
4° Nivel demonstragdes; triangulos e quadrilateros usando a
Deducédo Reconhecimento de condicBes | congruéncia de tridngulos.

necessarias e suficientes.

Capacidade de compreender | Estabelecimento e demonstracdo
5° Nivel demonstragdes formais; de teoremas em uma geometria

Rigor

finita.
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Estabelecimento de teoremas em
diversos sistemas e comparacdo dos
mesmos.

Quadro 1- Descricdo dos niveis de Van-Hiele
Fonte: Nasser et al (2010, p. 07).

Para o aluno obter éxito no desenvolvimento geométrico relativo a um determinado
assunto em geometria e em cada nivel de compreensdo, o casal Van Hiele criou um roteiro
quanto a metodologia a ser aplicada pelo professor.

Becker (2009) esta teoria consiste em que a aprendizagem da geometria se faz passando
por niveis graduais de pensamento, colocando-se como guia para a aprendizagem e para a
avaliacdo das habilidades dos alunos em geometria.

Estes niveis ndo estdo associados a idade, e tém as seguintes propriedades representadas:

1). Sequencial: N&o se pode alcancar o nivel n sem haver passado pelo nivel anterior n-
1, ou seja, o progresso dos alunos atraves dos niveis é invariante;

2). Avango: um aluno ndo pode estar em um nivel, sem ter dominado todos os niveis
anteriores;

3). Intrinseco e extrinseco: Em cada nivel de pensamento, o que era implicito, no nivel
seguinte volta explicito;

4). Linguistica: Cada nivel tem sua linguagem propria utilizada (simbolos linguisticos)
e respectiva significancia dos contetdos (conexao destes simbolos com algum significado);

Apesar dessa teoria ser hierarquico, obedecendo a uma sequéncia, como se estivesse

reforcando a aprendizagem da geometria exclusivamente das partes para o todo, do particular
para o geral, sufocando a viséo global. Ele aponta as lacunas de aprendizagem que o aluno tem
e assim o professor podera organizar-se criativamente na sua pratica pedagogica para facilitar a
aprendizagem do aluno. Estabelecendo estratégias metodoldgicas que favorecam a resolucéo de
problema e a interdisciplinaridade numa viséo néo linear.

No nivel da visualizacéo os individuos adquirem uma concepcéo de espaco em sua volta,
reconhecendo as figuras apenas pela sua aparéncia, ja no nivel de analise sdo reconhecidas partes

das figuras, as quais passam a ser identificada.
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Posteriormente, surge a deducdo informal, os individuos sdo capazes de deduzir as
propriedades de uma figura e reconhecer classes de figuras.

No nivel formal os alunos séo capazes de construir uma demonstracédo diante da deducao
do sistema axiomatico. Quanto ao nivel de rigor os estudantes sdo capazes de trabalhar com
diferentes sistemas axiomaticos e estabelecer a diferenga entre os objetos e a sua esséncia. Para
melhor esclarecimento, segue abaixo um resumo dessa teoria:

Assim, de acordo com exposto, percebemos que a Teoria de Van Hiele, leva o aluno
partir do nivel da visualiza¢do de um conceito geométrico, seguir ao nivel da analise, prosseguir
pelo nivel da deducdo formal e, finalmente atingir o nivel do rigor da conceituagdo do ente
geomeétrico, passando a entender e relacionar conceitos geométricos abstratos. Consideramos
gue o origami propicia a vivéncia para todos esses niveis de pensamento partindo da
visualizacdo até a formalizacdo de resultados a partir de questionamentos bem elaborados pelos

professores.

2.2 - A Visdo de Gutierrez sobre as habilidades espaciais através da Teoria
de Van Hiele

Angel Gutiérrez, € professor do departamento Didatica da Matematica da Universidade
de Valéncia (Espanha), publicou alguns livros e varios artigos em revistas e congressos, em
1988 Gutiérrez publica o primeiro artigo sobre Van Hiele, intitulado: “Globality versus locality
of the van Hiele levels of geometric reasoning.”, entre outros de seus trabalhos publicado, sobre
a teoria de Van Hiele, Gutiérrez direcionou especificamente a teoria para a geometria espacial.
Assim Gutiérrez (1992), dividiu o problema do aprendizado relacionado a geometria espacial
em duas partes: a aquisicdo das habilidades espaciais e 0 entendimento das relagdes entre os
conceitos geométricos.

Ainda segundo Gutiérrez (1992), é fundamental que o aluno adquira e desenvolva
habilidades que o permitam entender e interpretar diferentes tipos de representacfes
bidimensionais de objetos tridimensionais. Essa capacidade que temos e devemos desenvolver,

é béasica no aprendizado deste campo de conhecimento.
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Quem tiver dificuldades em visualizar os objetos em suas varias formas e o que ocorre
com eles, tera dificuldades em entender os livros didaticos, que por terem representacéo plana,
exigem que a pessoa tenha que representar em sua mente esses objetos espacialmente, ou seja,
habilidades que permitam ao aluno criar, mover, transformar e analisar imagens mentais de
objetos tridimensionais geradas por uma informacéo dada através de um desenho plano.

Para Del Grande (apud, Gutiérrez, 1991), especificou habilidades importantes que o
individuo deve ter para auxiliar a representacdo espacial, num contexto mais amplo que o da

Geometria. S3o eles:

1) Coordenagdo motora dos olhos: € a habilidade de observar e seguir com os olhos o
movimento dos objetos de maneira agil e eficaz;

2) ldentificacdo visual: é a habilidade de reconhecer uma figura desligada de seu
contexto;

3) Conservacdo da percepcdo: € a habilidade de reconhecer que um objeto mantém sua
forma mesmo que girado, ocultado ou que deixe de vé-lo;

4) Reconhecimento de posi¢fes no espaco: é a habilidade de relacionar posicGes de um
objeto de acordo com um referencial;

5) Reconhecimento de figuras espaciais: é a habilidade que permite reconhecer as formas
e suas caracteristicas;

6) Determinacdo visual: é a habilidade que permite identificar semelhancas e diferencas
entre 0s objetos;

7) Memodria visual: é a habilidade de recordar caracteristicas visuais e posicionais
quando um objeto é girado ou ocultado, parcialmente ou nao.

Se fizermos uma classificacdo conjunta de imagens, processos e habilidades visuais,
vamos perceber que, embora todos eles estdo relacionados com a atividade matematica, alguns
tém uma relacdo mais estreita com o contexto da aprendizagem da geometria espacial.

Mas ao depararmos com a realidade da sala de aula percebemos que os alunos encontram
bastante dificuldade na habilidade de visualizacéo.

O material manipulavel no caso o origami vem contribuir para o desenvolvimento da

capacidade de visualizagdo. E importante o professor ter em méaos teorias que representam 0s
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solidos que estdo sendo estudados, para que os alunos se familiarizem e formem uma imagem
dos mesmos.

A utilizacdo do origami permitira que as deducbGes e demonstracdes e relacdes
geomeétricas, a partir da construcdo dos solidos Platdo, possa ser observado em varias posicdes
e angulagdes, tornando o registro da imagem mental mais dindmico e com isso o aluno podera
explorar melhor as propriedades do objeto, fazer conjecturas e tirar conclusdes sobre o mesmo.

Deste modo podemos facilitar o processo de desenvolvimento dos quatro primeiros
niveis iniciais na teoria de VVan Hiele do desenvolvimento do pensamento geométrico, dando

destaque a visualizago.



Capitulo 3

3.1 - Andlise do Questionario aplicado para diagndstico

A pesquisa foi realizada com alunos do primeiro ano de matematica da Universidade
Estadual de Mato Grosso do Sul, UEMS, tal publico foi escolhido pela pesquisa se relacionar
com a geometria espacial sendo tal contettdo ministrado na pratica apenas nos Gltimos bimestres
do segundo e terceiro ano do ensino médio, os académicos do primeiro ano do curso de
Matematica, portanto ja teriam tido tal conteudo.

A pesquisa foi realizada por meio de questionario que segue no anexo 1 aplicado em
sala e para facilitar o resgate do conhecimento referente aos poliedros foram levados para cada
aluno uma reproducdo em origami dos cinco poliedros de Platdo além do paralelepipedo como
mostra a figura 49.

Para cada figura espacial foi atribuido um ndmero para facilitar a respostas do

questionario como segue na lista abaixo:

1. Dodecaedro
2. lcosaedro
3. Tetraedro
4. Hexaedro
5. Octaedro

6. Paralelepipedo
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Figura 49 - aplicacdo em sala
Fonte: a autora

Deixamos claro aqui que o objetivo da aplicacdo do questionario foi puramente de
diagnostico para verificar o nivel de pensamento geométrico segundo a teoria de Van Hiele que
0s estudantes se encontram, ndo criamos atividades visando o desenvolvimento do pensamento
geométrico que demandaria muito tempo e muito mais aprofundamento tedrico para a evolugéo
desses niveis.

Ao realizar a analise dos questiondario é possivel observar que o estudo de geometria
espacial se deu em diferentes séries para cada académico se destacando quatro grupos o
primeiro com quatro participantes que estudou desde o nono ano do ensino fundamental que
chamaremos de grupo G1, o segundo grupo que estudou no terceiro ano do ensino médio grupo
G2 aqui vamos incluir um académico que ndo relata exatamente a série mas nos responde que
estudou poliedros no ensino médio totalizando quatro alunos neste grupo, o terceiro grupo G3
que afirma estar estudando esta geometria no ensino superior no primeiro ano do curso de
matematica, Licenciatura na disciplina de geometria plana e espacial que corresponde a maioria
dos estudantes sete ao todo e por fim consideramos um grupo G4 que afirmam ndo ter estudado
no ensino fundamental nem no médio e que ndo respondeu a questdo que foi apenas um dos

participantes da pesquisa, totalizando neste grupo quatro estudantes. Como €é possivel perceber
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temos o total de dezenove estudantes que aceitaram responder ao questionario e autorizaram o

uso das informagdes neste trabalho de conclusdo de curso, conforme quadro abaixo:

Numero de Académicos | Grupo Caracteristica

04 Gl Estudou os poliedros de Platéo
no nono ano do ensino
fundamental

04 G2 Estudou os poliedros de Platéo
no terceiro ano do ensino médio

07 G3 Afirma estar estudando a
geometria espacial no ensino
superior no primeiro ano do
curso de matematica

04 G4 N&o estudou os poliedros de

Platdo no Ensino Fundamental
e nem no Ensino Médio

Quadro 2 - Caracteristica dos grupos.

Fonte: a autora

Como pode ser visto no anexo 1 deste trabalho a segunda questéo pedia a identificacao

das figuras espaciais em origami que foram entregues aos estudantes e enumeradas para facilitar

a resposta do questionario ndo houve acerto total da identificacdo das figuras os estudantes

conseguiram identificar apenas a figura trés e quatro porém ndo como os poliedros de Platdo

como esperdvamos mais sim como piramide e cubo respectivamente como poliedros de Platdo

seria tetraedro e hexaedro o que mostra que a nomenclatura dos poliedros de Platdo é

desconhecida para a maioria dos estudantes. Ainda analisando a questdo dois podemos

identificar a confusdo entre figura plana e espacial como podemos ver em respostas de

estudantes do grupo G2.
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{ Vpcéestudougeometriaespacial | 1) Vood estudou geometria espacia
1) o ensino fundemetal. G se 17 ( ) No ensino fundamental Qual série 7
[ ) Noensino Médio. Qualsérie 7 {4 No ensino Meédio. Qual sére _L_?_
|} No ensino Superior, Qual série 7 () Noensino Supeior, Qualsére___ 9
( Nao estudou nem no ensino Medio e Fundamental | Nio estidou nem no ensina Médio & Fundamenta

) Identifique as figuras 2} Identifique as figuras
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Figura 50 - A esquerda estudante do grupo G1 nomes 3 e 4 corretos e a direita grupo G2 figura espacial
confundida com figura plana.
Fonte: Questionario aplicado

Na questdo trés do questionario houve acerto quanto ao objeto de estudo da geometria
que sdo as formas tridimensionais em todos os grupos considerados, mas também podemos
observar uma confusao de ideias quanto ao objeto de estudo e as propriedades inerentes a esses
objetos como o caso de capacidade e volume além de considerarem que a geometria espacial se

ocupa apenas do estudo dos poliedros

3) Qual o objeto (o que) de estudo da geometria espacial? 3) Qual o objeto {0 que) de estudo da géometria espacial?

( ) O espaco ) O espago

{<} Formas tridimensionais (@ Formas tridimensionais

{ ) Volumes (=Volumes

[ } Capacidades {*).Capacidades

{ ) Poliedros {cubo, paralelepipedos e piramides ) (SyPoliedros (cubo, paralelepipedos e piramides )
{ )Outros { ) Outros

{ ) Naoc sei { ) N3o sei

Figura 51- A esquerda resposta do grupo G4 e a direita resposta do grupo G3.
FONTE: Questionario aplicado
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" 3) Qual o objeto {0 que) de estudo da geometria espacial?
( )0 espago
( ) Formas tridimensionals
() Volumes
( ) Capacidades
() Poliedros {cubo, paralelepipedos e piramides
([ ) Qutros
| ) Ndo sel

Figura 52 - Resposta do grupo G3. FONTE: Questionario aplicado

Quando o hexaedro é identificado como cubo todos os estudantes sabem indicar pela
forma de qual figura se trata o cubo que conforme a humeragdo no momento da aplicacédo do
questionario era 0 numero quatro. O que mostra em relacdo a teoria de Van Hielle que os
estudantes apresentam as caracteristicas da fase inicial e analisando as respostas das questdes
seguintes sdo capazes em sua grande maioria de identificar algumas caracteristicas dos poliedros
como os poligonos que constituem as faces dos poliedros, mas ndo de maneira formal fato esse
reforcado por eles ndo conseguirem responder a questdo oito do questionario o conhecimento
ainda se apresenta de maneira informal e ndo muito estruturado ver figura 53 apenas um
estudante respondeu uma das caracteristicas para um poliedro ser de Platdo com grande
coeréncia como podemos observar na figura 53, porém o estudante ainda ndo tem um
conhecimento efetivo pois apresenta alguns erros nas respostas do questionario e acredita que
ha& mais poliedros de Platdo dos que foram apresentados .
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&) Qual dos cinca poliedros dados é o hexaedro ou cubg (Indicar o ndmerg)
o SR,

5) Coma & chamado o poliedro nimero 3
( }lcosaedro
t<}Tetraedrg

[ | Ndo sei

6) Qual ¢ poligono gue estd na face do poliedro nimero 27
{ } Triangulo
fePentagona

rCaradrado e
{ ] Nao sei

7). Um poliedro € de Platdo quando satisfaz as condicfes
(4 Todas as faces tem o masmo ndmero de arasta
[} Todos o5 dngulos poliedros tem o mesmo nimero de arestas
| | Severifiea a relacdo de Euler (V+F=A+2)
| | Todas as alternativas estio corretas

8) Determine quals dos poliedros dado so de Platdo (indigue o nimero)

50 existern esses?
D&U?E vocé sabe sobre os poliedros de Platdg?

o T ert
- s s 16--6-'}’1’:’

Figura 53 - Questfes 4 e 5 corretas e a questdo 8 ndo respondida.
FONTE: Questionario aplicado.
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6)

67

Qual dos cinco poliedros dados é o hexaedro ou cubo (Indicar o nimera)
&

Como & chamado o poliedro ntimera 3

{ }Icosaedro

(%) Tetraedro

[ ) N3o sai

Qual ¢ poiigono gue estd na face do poliedro nimero 27

{ ) Triangulo

{M Pentigono

{ YQuadrado b B o=, ry
{ ] N&o sei

Um poliedro é de Platdo quando satisfaz as condiges

{ ) Todas as faces tem o mesmo nimero de aresta

( } Todos os angulos poliedros tem o mesmo nlumero de arestas
( ) Se verifica a relagdo de Euler (V+F=A+2)

{x) Todas as alternativas estdo corretas

Degtermine quais dos poliedros dado séo de Platao (indique o %ﬁmero) 2
[ e Hexawne, olegotns— Woeureuelnn  dot

S8 existem £5585? wnnragy L

O que vocé sabe sobre os poliedros de Platdo?

Soley S qanam e OF meoditdngn 08 ~etoido
Giaatsanerags KRS e o™ -E{\.l 15— T o "'\"\;\.L-'\ AT

S
nY B Jonchery

Figura 54 - Questdo oito com uma caracteristica dos poliedros de Plat&o.
FONTE: Questionario aplicado

Ha certa dificuldade em identificar por parte de estudantes do grupo G4 os poligonos

que constituem a face dos poliedros como podemos ver nas respostas dadas abaixo deste grupo

ver figura 55. O poliedro que corresponde a questdo seis € o icosaedro e, portanto sua face é um

triangulo.



Quzl o poligono que estd na face do poliedro nimero 27
[ } Triangulo
(M Pentégono

~trQuadrato

8)

[ ) Ndo sei

Urn poliedro € de Platéo quando satisfaz as condicdes

[ ) Todas as faces tem o mesmo nimero de aresta

{ ) Todos 0s dngulos poliedros tem o mesmo nimero de arestas
[ ) Se verifica a relacdo de Euler (V+F=A+2)

{¢) Todas as alternativas estdo corretas

Determine quais dos poliedrps dado sao de Platdo (indique o nimera)
YidS Mi ik Ea e

56 existem esses?

0 que vocé sabe sobre os poliedros de Platdo?

Figura 55 - Resposta do grupo G4.
FONTE: Questionario aplicado

Realizando uma andlise mais geral do questionario
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é possivel observar que o
conhecimento de geometria espacial ainda se encontra muito informal apenas de algumas
experiéncias vivenciadas em apenas algumas séries escolares 0s conceitos ndo estao apropriados
pelo aluno um trabalho ainda precisa ser realizado para que os estudantes possam evoluir seu
pensamento, em se tratando da teoria de VVan Hiele os estudantes se encontram no segundo nivel
de pensamento apenas identificando e sabendo indicar algumas caracteristicas referentes a um
poliedro com alguma dificuldade, pois ainda fazem confusdo entre a geometria plana e a
geometria espacial. Mesmo que por tentativa e erro acertam a questdo sete sdo honestos ao

responder que ndo se lembram de propriedades ou caracteristicas inerentes aos poliedros de
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51 Qual o poligono que esté na face do poliedro ndmero 27
o) Triangulo
{ ) Pentdgono
{ } Quadrado
{ ) Nao sei

6] Um poliedro & de Platdo quando satisfaz as condigbes
{ ) Todas as faces tem o mesmo ndmero de aresta
{ } Todos os dngutos poliedros tem o mesmao ndmero de arestas
{ }Se verifica a relacdo de Euler [V+F=A+2)
% Todas as alternativas estdo corretas

7) Determine quais dos poliedros dado s3o de Platdo {indigue o numerp}

4,3 .5 4.

T
Sé existam esses?
O que vocé sabe sobre os poliedros de Platdo?
Vgl wad nLie e

Figura 56 - Resposta do grupo G3.
FONTE: Questionario Aplicado



CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho vem contribuir para o ensino da Geometria Espacial de uma forma mais
ludica, proporcionando maior compreenséo no estudo dos poliedros de Platéo e diagnosticar a
necessidade de um trabalho mais cuidadoso com relacdo a geometria espacial que apesar de ter
evoluido nos altimos anos por ser parte integrante do curriculo do ensino médio ainda precisa
ser melhor desenvolvido até mesmo no curso superior para sanar as dificuldades dos académicos
neste conteudo.

Procuramos tratar aspectos direcionados a construcéo dos poliedros de Platdo com o uso
do origami como algo gque ndo se deve ser encarado apenas como um passatempo ou brincadeira,
e sim como um meio pedagogico e didatico com mdltiplas unidades e também como elemento
motivador da aprendizagem na Geometria Espacial.

Desta forma, o uso do material concreto fard sentido quando associado a uma
metodologia que direcione as atividades propostas.

Assim a eficacia mostrada pela utilizagdo da Teoria de Van Hiele para aprendizagem de
conceitos geométricos referentes & Geometria Plana se mostrou perfeitamente possivel quando
bem elaborada para o desenvolvimento de conceitos geométricos relativos a Geometria Espacial
como Gutierez nos mostra.

O resultado final da construcdo dos poliedros de Platdo através do origami € um material
manipulavel, que permite ao aluno manusear o objeto em estudo, para analisar suas propriedades
e caracteristicas e assim se o estudo for bem dirigido o aluno poderd ir elevando seu nivel
segundo a teoria de Van Hiele. A analise do questionario aplicado vem nos mostrar que é
necessario um trabalho intenso no que se refere ao ensino da geometria espacial para que 0s
conceitos possam ser melhor assimilados pelos alunos.

Mediante ao diagnostico destas dificuldades se faz necessario a aplicacdo de atividades
gue possam contribuir para que os alunos desenvolvam seu pensamento geométrico para
alcancar os mais altos niveis do pensamento, mas para isso é necessario um trabalho de longo
prazo e de um professor mediador para que o responsavel pela aprendizagem nao seja s6 0
professor, mas também os alunos. Sugerimos o uso do origami para que o aluno possa manusear

e observar as caracteristicas dos poliedros de maneira experimental mostramos no terceiro
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capitulo que é possivel construir todos os poliedros de Platdo e com o origami o aluno podera
de maneira pratica observar as propriedades, indicamos o uso de software como recurso
posterior quando os alunos ja tiverem evoluidos de nivel no que se refere a teoria de VVan Hiele

quarto nivel que os alunos estdo construindo os conceitos de maneira formal.
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Anexo



Questionario
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1) Dodecaedro

1) Vocé estudou geometria espacial 2) Icosaedro
( ) No ensino fundamental. Qual série ? 3) Tetraedro
( ) No ensino Médio. Qual série ?

4) Hexaedro
5) Octaedro
6) Paralelograma

( ) No ensino Superior. Qual série ?
( )N&o estudou nem no ensino Médio e Fundamental

2) ldentifique as figuras

(exposta na sala de aula)

3) Qual o objeto (0 que) de estudo da geometria espacial?
( ) O espaco
( ) Formas tridimensionais
( ) Volumes
( ) Capacidades
( ) Poliedros (cubo, paralelepipedos e piramides )
( ) Outros
( ) Nao sei

4) Qual dos cinco poliedros dados é o hexaedro ou cubo (Indicar o nimero)

5) Como é chamado o poliedro nimero 3
( ) Icosaedro
( ) Tetraedro
( ) Nao sei

6) Qual o poligono que esta na face do poliedro nimero 2?
( ) Triangulo
( ) Pentagono
( ) Quadrado
( ) Néo sei
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7) Um poliedro é de Platdo quando satisfaz as condigdes
( ) Todas as faces tem 0 mesmo numero de aresta
( ) Todos os angulos poliedros tem o mesmo numero de arestas
( ) Se verifica a relacdo de Euler (V+F=A+2)
( ) Todas as alternativas estdo corretas

8) Determine quais dos poliedros dado sdo de Platdo (indique o nimero)

S6 existem esses?
O que voceé sabe sobre os poliedros de Platdo?

Comentario se achar necessario

*Autorizo o uso do formulario sem identificacdo para o trabalho de conclusdo de Curso
() Sim ( ) Néo



