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Ora, a fé é o firme fundamento das coisas que
se esperam e a prova das coisas que nao se
veem. Porque por ela os antigos alcancaram
bom testemunho. Pela fé entendemos que os
mundos foram criados pela palavra de Deus;
de modo que o visivel nao foi feito daquilo
que se ve. HEBREUS 11:1-3, Biblia Sagrada.
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RESUMO

Este trabalho apresenta métodos de resolucao de equacgoes diferenciais de primeira
ordem de variaveis separaveis, equacoes lineares, equacoes exatas e de Bernoulli,
bem como aplicagoes em varias dreas do conhecimento, como a engenharia, a fisica,
a economia, ciéncias bioldgicas, entre outras.

Palavras-Chave : Equacao diferencial, equacao linear, equacao exata, equacao de
Bernoulli e aplicagoes.
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ABSTRACT

This paper presents methods for solving differential equations of first order variables
separable, linear equations, exact equations and Bernoulli, as well as applications
in various areas of knowledge such as engineering, physics, economics, life sciences,

among others.
Keywords: Differential equation, linear equation, exact equation, Bernoulli’s equa-
tion and applications.
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Introducao

Este trabalho tem por objetivo mostrar aplicacoes das equagoes diferenciais or-
dindrias (E.D.O.) de primeira ordem através de exemplos préticos. Além disso,
trazendo um pequeno resumo histérico das equagoes diferenciais iniciado com Leo-
nhard Euler, que obviamente nao foi o inico a tratar deste tema. Grandes outros
nomes surgem com contribuicoes notaveis no desenvolvimento da matematica, como

é o caso de Fermat, Newton, Leibniz, entre outros.

O campo das equagoes diferenciais € muito amplo e ainda hoje bastante explorado
por matematicos que estudam a area de andlise, como o espanhol Enrique Zuazua,

o matematico Francés Roberto Triggiani e Irena Lasiecka também francesa.

Mostraremos a parte inicial do trabalho com equacoes diferenciais partindo dos
métodos de solucao de E.D.O de primeira ordem, iniciando com as equagoes de
variaveis separaveis. Posteriormente os métodos de resolucao de equacoes exatas,
lineares e de Bernoulli, além do teorema de Existéncia e Unicidade para uma E.D.O.

de primeira ordem.

Fechamos este trabalho de conclusao de curso com aplicacoes das equacgoes di-

ferenciais ordinarias por meio de exemplos resolvidos dentro de diversas areas do



conhecimento como, por exemplo, na fisica, na economia, na engenharia e na prépria
matematica que vem mostrar na pratica ouso dos conceitos tratados nos primeiros

cursos de calculo de um académico de matemaética.



Capitulo 1

Um breve histérico das Equacoes
Diferencias

Apos um longo periodo de congelamento do pensamento humano proporcionado
pela igreja e suas inquisigoes, a Europa volta a produzir matematica em um periodo
que é considerado por muitos historiadores como século de ouro, onde a recordes de

producoes e descobertas matematicas.

Dois grandes nomes podemos destacar dentre tantos outros, Sir Isaac Newton
(1643-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716), considerado por muitos como ”pais”do
calculo, importante ferramenta de auxilio em varias areas das ciéncias exatas. A
historia conta-nos que Newton e Leibniz desenvolveram suas descobertas em traba-
lhos totalmente independentes e quase que simultaneo. O Célculo auxilia em varios
conceitos e definicoes na matematica, quimica, fisica classica, fisica moderna e eco-
nomia e tem inicialmente trés operagoes-base, ou seja, possui areas iniciais como o

calculo de limites, o cdlculo de derivadas de funcoes e a integral de diferenciais.

As equacoes diferenciais, apresentada neste trabalho, é o coracao do calculo, um



dos mais importantes ramos da matematica nestes tltimos 300 anos. Um dos mais
importantes nomes deste assunto é Leonhard Euler. E certo que outros matematicos
também contribuiram para desenvolver as ideias que estao envolvidas no conceito
de equacao diferencial tanto antes de Euler quanto depois para desenvolver e refinar
suas ideias. Podemos citar Fermat, Newton e Leibniz que ao desenvolver e compre-
ender o conceito de derivadas deram os primeiros passos para que elas aparecessem

vinculadas a equacoes.

Com o teorema fundamental do calculo foi possivel solucionar as equacoes de
variaveis separaveis tais equacoes foram estudadas por Jacques Bernoulli e genera-

lizadas por Leibniz.

Bernoulli no inicio do século XVIII estudou cuidadosamente e escreveu equacoes
diferenciais para o movimento planetario, usando os principios de gravidade e mo-
mento desenvolvidos por Newton. As equacgoes diferenciais estavam diretamente
ligadas com outros tipos de matematica e ciéncias para resolver problemas aplica-
dos nas diversas areas do conhecimento. Bernoulli chegou a estudar os casos da

equacao de Ricatti.

Na mesma época, Taylor usou séries para resolver equagoes diferenciais. Con-
tudo, o desenvolvimento de Taylor de diferencas finitas comecou um novo ramo da
matematica intimamente relacionado com as equagoes diferenciais. Muitos outros
matematicos tinham construido diversas técnicas para analisar e resolver varieda-

des de equacoes diferenciais. Porém, muitas equacoes ainda eram desconhecidas em



propriedades e métodos de resolucao. Neste inicio de estudos, as equagoes diferen-
ciais trouxeram progresso consideravel, mas nao havia uma teoria formal para casos

gerais.

Em grande parte dos casos, técnicas de solugoes iludiram os estudiosos que por 50
anos perseguiram este assunto, quando Leonhard Euler entra no estudo das equacgoes
diferenciais. Como ja citado, Euler teve o beneficio dos trabalhos anteriores, mas
a chave para seu entendimento era seu conhecimento e percepcao que ele havia de-
senvolvido no que diz respeito as funcoes. Rapidamente descobriu que as funcoes
eram a chave para entender equacoes diferenciais e desenvolver métodos para suas
resolucoes. Foi o primeiro a compreender as propriedades das diversas fungoes expo-
nenciais, logaritmicas, trigonométricas e muitas outras. Euler também desenvolveu
varias fungoes novas baseadas em solugoes em séries de tipos especiais de equacoes

diferenciais, suas técnicas foram fundamentais para desenvolver este assunto.

Depois de Euler vieram muitos especialistas que refinaram ou estenderam muitas
das ideias de originais. D’Alembert, aplicou equagoes diferenciais parciais em fisica.
Lagrange, que desenvolveu mais teoria e estendeu os resultados na mecanica. La-
place, e seu trabalho sobre a estabilidade do sistema solar levou a grandes avancos.
Legendre, aplicou as equagoes diferenciais no movimento de projéteis, trabalhou
com resisténcia do ar e velocidades iniciais. Lacroix, que trabalhou em avancos nas
equagoes diferenciais parciais e incorporou muitos dos avancos. Fourier e sua pes-

quisa ao estudo da difusao de calor e a solucao de equacoes diferenciais. Charles



Babbage, que usou diferencas finitas para aproximar solugoes de equacgoes. Gauss,
que usou equagoes diferenciais para melhorar as teorias das orbitas planetérias e gra-
vitacao. Cauchy aplicou equagoes diferenciais para modelar a propagacao de ondas
sobre a superficie de um liquido. Estes, entre tantos outros, contribuiram em larga
escala com o desenvolvimento do calculo e principalmente das equagoes diferenciais
que hoje é aplicada de diversas formas, em diversas areas do conhecimento cientifico

desenvolvido até o presente século.



Capitulo 2

Alguns métodos de resolucao de
uma E.D.O. de primeira ordem

Durante anos, muitos matematicos se esforcaram para resolver diversos tipos
particulares de equagoes. Por isso, hé varios métodos de solugao; o que funciona
para um tipo de equacao de primeira ordem nao se aplica necessariamente a ou-
tros tipos de equagao. Embora consideremos diversos métodos de solucao para
equagao diferencial, centralizamos nossa aten¢ao em alguns destes, que necessérios

nas aplicagoes.
2.1 Variaveis Separaveis

Na resolucao de uma equagao diferencial, frequentemente seré usado a integracao
por partes, fragoes parciais ou possiveis substituigoes. Se g(z) é uma fungao continua

dada, entao a equacao de primeira ordem

dy _

Y= g(w) 21)



Podendo ser resolvida por integragdo. A solugdo para (2.1) é
Yy = /g(x)da:+c.
A equagao (2.1), bem como o seu método de resolucio, é apenas um caso especial
de equacao diferencial ordinaria de primeira ordem.
Definicao 2.1. Equacao Separdvel: uma equacao diferencial da forma

dy _ g()

dz h(y)

¢ chamada separdvel ou tem varidveis separdveis.

Observe que uma equacao separavel pode ser escrita como

W _ g (2.2)

h(y) I

fica claro que (2.2) se reduz a (2.1) quando h(y) = 1.

Agora, se y = f(x) denota uma solucio para (2.2), temos
h(f (@) f'(z) = g()
logo,
/ h(f(2))f (x)dz = / g(x)dx + c. (2.3)
Mas dy = f'(x)dz, assim (2.3) é o mesmo que

/h(y)dy = /g(:z:)dac +c. (2.4)



A equagado (2.4) indica o procedimento na resolucao para equagoes diferenciais
separdveis. Uma familia a um parametro de solugoes (ver figura 2.1 ) é obtida

integrando ambos os lados de h(y)dy = g(z)dz. Como é percebido, ndo se usa duas

constantes de integragao em uma equagao separavel pois,
/h(y)dy+cl = /g(m)dm + ¢
/h(y)dy = /g(x)dx +c—0
/h(y)dy = /g(x)dflf+c

em que ¢ é totalmente arbitrdrio dentro dos R. Ver referéncia [6].

4 .

(X Yo

e——71— *

Y

Figura 2.1: Solucoes de uma equacao diferencial Ordinarias de Primeira ordem.
Fonte: Zill, Dennis. G; CULLEN, Michael.R. Equagoes Diferenciais. Volume 1.
3 ed. Sao Paulo: Makron Books, 2005.

2.2 Equacoes Exatas

Mesmo que a equacao ydxr+zdy = 0 seja separavel, é possivel ver que ela também
é equivalente a diferencial do produto entre x e y, isto é, ydx + xdy = d(zy) = 0.
Por integragao, obtemos a solucao implicita z.y = c.
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Se z = f(x,y) é uma fungdo com derivadas parciais continuas em uma regiao R

do plano zy, entao sua diferencial total é

of of
= = —dy. 2.
dz 8xdx+ aydy (2.5)

Agora, se f(z,y) = ¢, segue-se de (2.5) que

of of . _
%dx + 8—ydy = 0. (2.6)

Ou seja, dada uma familia de curvas f(z,y) = ¢, podemos gerar uma equagao

diferencial de primeira ordem através do cédlculo da diferencial total.

Definicao 2.2. Equacao Exata: uma expressao diferencial na forma

M (x,y)dx + N(z,y)dy

¢ uma diferencial exata em uma regiio R do plano xy se ela corresponde a dife-

rencial total de alguma fun¢ao f(x,y). Uma equagdo diferencial na forma

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

¢ chamada de uma equagao exata se a expressao do lado esquerdo é uma diferencial

exata.

Teorema 2.1. Critério para uma Diferencial Exata:

Sejam M (x,y) e N(z,y) fungdes continuas com derivadas parciais continuas em
uma regiao retangular R definida por a < x < b, ¢ <y < d. Entdo, uma condi¢ao
necessdria e sufiiente para que M(z,y)dx + N(x,y)dy seja uma diferencial exata

10



oM N

oM _ div 2.
oy ox (27)

Demonstragao: Suponha que M(z,y) e N(x,y) tenham derivadas parciais de
primeira ordem continuas em todo plano (z,y). Agora, se a expressao M (z,y)dx +

N(x,y)dy é exata, existe alguma fungao f tal que

_of of
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 8wd$ + 8ydy
para todo (z,y) em R?. Logo,
of of
M(z,y) = 2L | N(z,y)= 2L

oM _ 0 [0)_ ¢ _o[0]_oN
oy Oy |0x| oyoxr Ox |Oy| Ox’
A igualdade das derivadas parciais mistas é uma consequéncia da continuidade

das derivadas parciais de primeira ordem de M (z,y) e N(x,y).

A prova da suficiéncia do teorema, consiste em mostrar a que existe uma fungao
af

0
f tal que 8_f = M(z,y) e 50 = N(z,y), que leva a um procedimento bésico na
T Y

resolucdo para equagoes exatas. Ver referéncia [6].
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2.3 Equacoes Lineares

Definimos a forma geral para uma equacao diferencial linear de ordem n como,

dny dn—ly dy
() + e () (@) o+ ao(z) = g(2).

Vale lembrar, que a linearidade significa que todos os coeficientes sao funcoes de

x somente, e que y e todas suas derivadas sao elevadas a primeira poténcia. Quando

n = 1, obtemos uma equacao linear de primeira ordem.

Definicao 2.3. Uma equacao diferencial na forma

d
al(x)ﬁ + ao(x)y = g(z) , para todo a(x) # 0

¢ chamada de equagao diferencial linear.

Encontramos a forma mais util da equacao linear dividindo-a pelo coeficiente

ay(x), restando

W Py = (@) (28)
onde P(z) = Z?Eg e f(z) = agl((x:c))

Fator de Integracao: Usando diferenciais e supondo que a equagao (2.8) tenha

uma solucao, podemos escreve-la como

dy + [P(z)y — f(z)]dx = 0. (2.9)

Se a equacao (2.9) é exata, ja sabemos resolver. Caso contrario iremos transforma-la

em uma equacao exata através do fator integrante.

12



Equacoes lineares possuem a propriedade através da qual podemos encontrar

uma funcao p(z) em que

p(x)dy + p(x)[P(x)y — f(x)]dz =0 (2.10)

¢ uma equagao diferencial exata. De fato, pelo Teorema (2.1) a equagao (2.10) é

uma equacao exata se

D) = @)y~ f))de (211)
Z—Z = pP(z)

Esta é uma equagao separavel em que podemos determinar p(x). Temos

W~ )

Iny| = /P(x)dx

p(x) = el P@de (2.12)

A funcao p(z) definida em (2.12) é um fator integrante para a equagao linear.
Vale observar que (2.10) é ainda uma equagao diferencial exata mesmo quando
f(x) = 0 pois f(z) ndo tem papel algum na determinacao de u(x), pois em (2.11)

(0/0y)pu(x) f(x) = 0. Logo,

e P@idz gy o oI P@Ip(2)y — f(2)]da

el P@dz gy 4 oI P@de p(yyydy

13



sao diferenciais exatas. Escrevendo (2.10) na forma

el P@dz gy, o efP(r)de(x)ydx _ efP(x)dxf(x)dx
e podemos escreve-la como

d[efP(x)dxy] _ efP(a:)dzf(x)dw'
Integrando a ultima equacao, temos
of P@)sy _ /efP(;t)da:f(x)dx_i_c'

Dividindo ambos os lados da igualdade por e/ F@ temos

Yy = e~ Pla)dz / el P(I)d""f(m)dx + ce~  P@)dz, (2.13)

Assim dizemos que se (2.8) tiver uma solugao, ela devera ser da forma (2.13). Ver

referéncia [6].
2.4 Equacao de Bernoulli

Uma das trés cléssicas diferenciais, a equacao de Bernoulli * dé-se por,

dy

&t Playy = fay", (214

em que n é um numero real qualquer. Paran =0 e n = 1 a equagao (2.14) é linear
em y. Agora, se y # 0, (2.14) pode ser escrita como

v g Playy = f(). (25)
dx

1Jacques Bernoulli (1654-1705) Os Bernoullis foram uma familia suica de académicos cujas
contribuicbes & matemadtica, fisica, astronomia e historia datam do século XVI ao século XX.
Jacques, o primeiro dos dois filhos do patriarca Jacques Bernoulli, deu varias contribuigoes ao
calculo e a probabilidade. Originalmente, a segunda das duas divisoes principais do céalculo era
chamada de calculus summatorius. Em 1696, por sugestao de Jacques Bernoulli (filho), este nome

foi mudado para calculus integralis, como é conhecido atualmente.

14



Se fizermos w = y'™™, n # 0, n # 1, entdo

dw dy
= — (1= -n2J
dx ( n)y dx

Com essa substituicao, temos que (2.15) transforma-se na equagao linear

X (= m)Payw = (1 - n)f(x). (2.16)

Resolvendo (2.16) e depois fazendo y'™ = w , obtemos uma solugio para (2.14).

Ver referéncia [6]
2.5 Existéncia e Unicidade para Problema de Va-

lor Inicial

2.5.1 Preliminares

Problema de Valor Inicial (PVI)

Estamos interessados em resolver uma equacao diferencial de primeira ordem

dy
% _f(tvy)

sujeita a condicao inicial y(z¢) = Yo, em que o é um nimero no intervali I e g, é

um numero real arbitrario.

d
{d—i/ = f(t,y) (2.17)
y(to) = o

Na figura abaixo 2.2 vemos a solucao da equacao sujeita a condigao inicial dada

no problema (2.17).

15



Solucdo do PVI

4
@ )

=

g

e——7— "

Figura 2.2: Solugbes de um problema de valor inicial (PVT).
Fonte: Zill, Dennis. G; CULLEN, Michael.R. Equagoes Diferenciais. Volume 1.
3 ed. Sao Paulo: Makron Books, 2005.

Demonstraremos a seguir o teorema que garante a existéncia e a unicidade de

solucdo para o problema (2.17).
of , . 5
Lema 2.1. Se 0 € continua no retangulo
)
R=(ty) eRla<t<B;d<y<vy
entao existe uma constante positiva (a) tal que
|f(t7y) - f(taz)| < a|y - Z| )

para a <t < ed <y, z<".

Demonstragao: Seja t fizvo, tal que o < t < . Pelo Teorema do Valor Médio,

dados y e z com § < y,z <y existe £ entre y e z tal que

0
flt) =62 = Zt.o0-2). (218)
. of ) .
Seja a = max,<,<s a—(t,w) . Tomando-se o mddulo da equagao (2.18), obtemos
Y

F(ty) = £(t.2)] = \g—jj@,o\ vl <aly— 2|

16



0
Lema 2.2. Se f(t,y) e 97 sao continuas no retangulo

dy

R=(ty) eRla<t<f;y<y<d
e a e b sao constantes positivas tais que

fEy)l <o, [f{ty) = ft,2)] < aly — 2],

para o <t < f ed <y,z <. entdo existem o/ e 5 com a <o <ty<f <[ tais

que a sequéncia

t
yO(t) = Yo, yn(t) =Y +/ f[sayn—l(s)]dsa bara n = ]-7 2a

to

satisfaz 6 < y,(t) <y sempre que o/ <t < f'.

Demonstragao:

edlt=tel — 1) = 4 e 0 valor de

b
Seja o 0 mdazimo entre cv, o valor de t < to tal que —(
a
b
t <t, tal que —= (et — 1) = 6. Seja B o minimo entre 3, o valor de t > t, tal
a
b alt—to| b alt—to|
que —(e"N — 1) =~ e o valor de t > t, tal que ——(e*" "l — 1) = 4.
a a

Vamos mostrar, por inducao que

b

|yn(t) - yO’ < E(ealt_tOI - 1)7 para o <t< ﬁ/

e assim que 0 < y,(t) <y, para o <t < f'.

ly1(t) —yo| < DIt —to]

[e.9]

av Mt —t,]" b
@ Tl P alt—to| _
< E_l oy =—(e 1).

a

17



Vamos supor, por inducao, que

[t —to|" !
(n—1)!

b
lyi(t) — yo| < 5(6““_“'—1)-

a b

IN

|yn—1 (t) — Yn—2 (t) ‘

parak =1,2,..n—1ed <t < eassimqued < ygp(t) <=, parak =1,2,..n—1

ea <t<p'. Entao

t—1t,|"
[Yn(t) — Y1 (t)| < an—%%
e assim

n

[y1(t) —yo| < Z|yk(t>_yk—1(t)|

k=1
X n—1 n
a1t —t,| b,
<b§ Z P tol . Zealt=tel _ 1Y
B n=1 n' CL(e )

Teorema 2.2. Ezxisténcia e Unicidade:

0
Considere o problema de valor inicial (2.17). Se f(t,y) e 24 sao continuas no

Jdy

retangulo
R=|(t,y) eR¥}a<t<f;d<y<nq] contendo (ts yo),

entdo o problema (2.17) tem uma unica solu¢io em um intervalo to.

Demonstracgao:

(a) Existéncia. Vamos definir a sequencia de fungoes y,(t) por

t
yO(t) = Yo, yn(t) = Yo +/ f(s>yn—l<3))d8a paran = 17 27

to

18



Como f(t,y) € continua no retangulo R, existe uma constante positiva b limitado,

tal que

If(t,y)| < b, para (t,y) € R.

assim

ly1(t) — yo| < blt — o], para a <t < f.

Como 90 ¢ continua no retingulo R, pelo lema (2.1) existe uma constante
Y

positivaa tal que
|f(t,y) — f(t,2)| <aly—z|, paraa<t<fed<y,z<ry

assim,

ly2(t) =1 (@)] < /t\f[sayl(S)]—f[S,yo(S)HdS

[t — to]?

t t
< CL/ |y1(8)—yg|ds§ab/ |s—t0|ds:abT
to to

lys(t) — 1a(t)] < /tf[s,yz(S)]—f[S,yl(S)]dS

t t — 1 2 t—t 3
- a/ |y2<8) - ylldS S (l2b/ %ds = GQb%.
to to

Vamos Supor por indugao, que

[t —to|" !

n—2
Yn-1(t) = Yn—a| < a"7b CERIE
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Entao

t

() = yna (D] <[ Fls,yn-1(5)] = fls, yn—2(s)]ds (2.19)

to
t

< a | Iyuor(s) — yuals)lds

to

t —t n—1 t—t
< CI,/ an—Qb‘S 0‘ ds = a™ 1b‘ 0|
to (n—1)! n!

Estas desigualdades sao validas para o < o/ <t < 3 < B em que o/ e 8’ sao
tais que § < y,(t) < sempre que o/ <t < (.

Seque entdo de (2.19) que

D lynlt) = s (0)] < bzw

o que € convergente. Como

—yo+2 uk(t) — e (1))

entao y,(t) € convergente. Seja

y(t) = lim y,(%).

n—oo

Como
[y () =5 < D lon(®) = gaa () < b D0 ="
k=n+1 k=n+1
entao passando o limite quando m tende a infinito, obtemos

© 1B — q)k
y(t) —ya(®) < b > % (2.20)

k=n+1

€
Logo dado um € > 0, para n suficientemente grande, |y(t) — yn(t)| < 3 bara
o <t<pl.
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Assim y(t) € continua, pois dado um € > 0, para s suficientemente prozimo de
t, temos que |yn(t) — yn(s)| < g e para n suficientemente grande |y(t) — yn(t)| < %

e ly(s) —yn(s)| < g, o que implica

ly(®) = y(s)] < y(t) = ya (D) + [Yn(t) = yn(s)] + lya(t) —y(s)] <e.

Além disso o/ <t < ', temos que

lim fsyn ds-/fshmyn ds-/fsy

n—oo

pois, por (2.20), temos que

/t:f(&yn(S))ds - /t:f<37y(8))ds

que tende a zero quando n tende ao infinito. Portanto

y(t) = lim y() =g+ lim / F(5, g (5))ds

n—o0

= yo+/fs hmynl s—yo+/fsy (2.21)

Derivando (2.21) em relagdo a t, obtemos y(t), que € a solug¢ao do problema de valor

inicial (2.17).

(b) Unicidade. Vamos supor que y(t) e z(t) sejam solugoes do problema de

= [ te) = o

21
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Assim como

entao

ou seja,

at

Subtraindo-se au(t) e multiplicando-se por e~ obtemos

2—? (e=u(t)) <0, com u(ty) =0.

Isto implica que e~ u(t) = 0 (e~ > 0), portanto u(t) =0, para todo t.

Assim y(t) = z(t), para todo t. O

2.6 Teorema Fundamental do Calculo

O teorema a seguir mostra como calcular a integral definida de uma funcao
continua, desde que possamos encontrar uma antiderivada desta funcao. Devido
a sua importancia em estabelecer a relagao entre diferenciacoes e integragao, este
teorema, descoberto independentemente por sir Isaac Newton (1642-1727) na Ingla-
terra e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) na Alemanha, é chamado de:
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Teorema 2.3. Teorema Fundamental do Cdlculo

Seja f continua em [a,b]. Entao,

| rate=F(t) - Fla).

onde F' é uma antiderivada qualquer de f, isto é F'(x) = f(z).

Demonstracao: Ver referéncia [4].
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Capitulo 3

Aplicacoes de uma E.D.O. de
primeira ordem

O questionamento de alguns estudantes de matematica com relacao as Equagoes
Diferenciais versa em torno da aplicabilidade dos conceitos aprendidos durante a
graduacao. O objetivo é resolver alguns desses questionamentos, nao somente na
matematica, mas também em outras areas que se utiliza da aplicacao de uma EDO,
como por exemplo, os fisicos, quimicos, engenheiros. Porém no intuito de conhecer

a aplicabilidade do conteido faz-se necessario o estudo mais aprofundado.

3.1 Crescimento e Decrescimento

O problema de valor inicial

d

@ _ kx,

dt (3.1)
I(tg) = X9

em que k é uma constante, ocorre em muitas teorias fisicas envolvendo crescimento

ou decrescimento. Por exemplo, em biologia, é frequentemente observado que a
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taxa de crescimento de certas bactérias é proporcional ao nimero de bactéria pre-
sentes num dado instante. Durante um curto intervalo de tempo, a populacao de
pequenos animais, tais como roedores, pode ser prevista com alto grau de precisao
pela solucao para (3.1). Em fisica, um problema de valor inicial como (3.1) propor-
ciona um modelo para o calculo aproximado da quantidade remanescente de uma
substancia que estd sendo desintegrada através de radioatividade. A equagao dife-
rencial em (3.1) pode ainda determinar a temperatura de um corpo em resfriamento.
Em quimica, a quantidade remanescente de uma substancia durante certas reagoes

também pode ser descrita por (3.1).

A constante de proporcionalidade k£ em (3.1) é positiva ou negativa e pode ser
determinada pela solugao para o problema usando um valor subsequente de x em

um instante t; > tg.

Exemplo 3.1. Em uma cultura, ha inicialmente Ny bactérias. Uma hora depois,

] - 3 , ,
t = 1, o numero de bactérias passa a ser 3 Ny. Se a taxa de crescimento é
proporcional ao numero de bactérias presentes, determine o tempo necessdrio para

que o numero de bactérias triplique. Ver referéncia [6].

Solucao:

Primeiro, resolvemos a equacao diferencial

AN
—— =kN 2
o (3:2)

com N(0) = Ny.
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3
Entao, N(1) = (§> Ny para determinar a constante de proporcionalidade k.

Agora, (3.2) é separavel e linear pois,
/ L dN = /kdt
dN B
In|N| = kt+w.

Agora, aplicando a exponencial temos,

N = eFttw = bt v — O.eM portanto N = C.eM.
Se t = 0, entdao, Ny = C.ef? = C.e® = C. Como C = Ny, entdo
N = Ny.eM (3.3)
3 . X
para t = 1 temos que (5) Ny, igualando a (3.3) temos,

—N(] = No.ek'(l)

Aplicando propriedades de In na equacao temos,
In|3/2| = Inle/ = n|3/2| = k.In|e| = In|3/2| = k.1
k=1nl3/2| = k = 0,405

temos assim o valor da constante de proporcionalidade (k), substituindo k em (3.3)

temos
N = No.e™1%0,
Para triplicar o nimero de bactérias basta multiplicar Ny por 3.

3.Ny = N0,607405(t) s 3 — 0405(1)
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aplicando propriedades de In na equagao temos,

In|3| = ln|e|0’405(t)
In|3| = 0,405(¢).1n e
In|3| = 0,405t
. In |3
0,405
. 1,098
0,405

t = 2,71 horas.

Exemplo 3.2. A gerencia da Staedtler Office Equipament determinou que a funcdo
custo marginal didrio associada a producgao de apontadores de ldapis a bateria é dada
por C'(x) = 0,000006x2 — 0,006x + 4 onde C'(z) é medida em ddlares por unidade
e x denota o numero de unidades produzidas. A geréncia também determinou que
o custo fixo didrio envolvido na producao destes apontadores de lapis € de $ 100
dolares. Determine o custo total didario da Staedtle para produzir:

a)as primeiras 500 unidades;

b) da unidade 201 a unidade 400.
Ver referéncia [5].

Solugao: (a) Como C'(x) é uma fungdo custo marginal, sua antiderivada C(x)
€ a Funcgao custo total. O custo fixo didrio envolvido na producdo dos apontadores
de ldpis é de C(0) ddlares. Como o custo fizo didrio € de $ 100 délares, temos que
C(0) = 100. Devemos calcular C(500). Calcularemos C(500) — C(0), a varia¢ao
liquida da fungao custo total C(z) sobre o intervalo [0, 500].
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Usando o teorema fundamental do cdlculo (2.3), deduzimos que

500
C'(500) = / C'(z)dx
0500
= / (0,0000062* — 0,006z + 4)dx
0
= (0,0000022* — 0,0032> + 4z) 3"
= [0,000002(500)* — 0,003(500)* + 4(500)] — [0,000002(0)* — 0,003(0)* + 4(0)]

= 1500.

Portanto, C'(500) = 1500+ C'(0) = 1500+ 100 = 1600, de modo que o custo total

didrio que a empresa tem ao produzir 500 apontadores de lapis é de $1600 dolares.

(b) O custo total didrio que a Staedtles tem na producio da unidade 201 a

unidade 400 de apontadores de ldpis a bateria é dado por

C(400) — C'(200) = / 4006”(.:1:)dx

00

400

= / (0,000006x* — 0,006z + 4)dx
200

= 0,000002z° — 0,003z + 4z |300

= 532

ou seja, o valor do custo é de $ 522 ddlares.

3.2 O falsificador Van Meegeren

O titulo de maior falsificador de obras de arte de todos os tempos é dado ao pintor
holandés Henricus Antonius Van Meegeren que se especializou em imitar o também

holandés Jan Vermeer, um mestre da pintura (1632-1675) que pintou, entre outros,
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A Dama com brinco de pérolas, a Mona Lisa da Holanda. Em 1937, Van Meegeren
terminou o seu Vermeer mais famoso, Os peregrinos de Emaitss. Meegeren teve o
cuidado de produzir uma obra que nao era muito parecida com o estilo habitual de
Vermeer, s6 se conhecia uma tela religiosa de Vermeer, Cristo na casa de Marta e
Maria que foi vendida facilmente pelo fado de que se tinha pouco conhecimento a
respeito das obras de Jan Vermeer. Meegeren, vendo o sucesso da sua ideia, nao

parou, pintou entao o A Ultima Ceia, assinando como Vermeer.

Ao fim da Segunda Guerra Mundial, a Holanda foi retomada pelos aliados que
encontraram um destes falsos Vermeers (Cristo e a Adultera) em uma mina de sal
na Austria. Descobriu-se que o quadro pertencia a Hermann Goring, o niimero dois
do governo nazista. Meegeren foi preso, acusado de traicao a patria. A técnica de
Meegeren era apurada, pintava sobre telas envelhecidas de pintores do século XVII,

das quais ele raspava a tinta original.

Nao satisfeitos, um grupo de cientistas, em 1967, da Carnegie University Mellon
deram énfase ao trabalho de determinar a idade dos quadros pintados por Meege-
ren. O fisico Rutherford descobriu que os atomos de certos elementos radioativos
sao instaveis, e com o passar do tempo essas substancias se desintegram. Enten-
dendo que a radioatividade é uma propriedade do atomo, Rutherford mostrou que a
radioatividade de uma substancia é diretamente proporcional ao niimero de atomos

presentes Ila mesma.

dN
Assim, se N(t) denota o nimero de dtomos existentes no tempo t’%’ o numero
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de atomos que se disintegra por unidade de tempo é proporcional a N, assim tem-se

dN
— = —A\N. 3.4

A constante positiva A é conhecida como constante de decaimento radioativo da
substancia, ou seja, quanto o valor de A mais rapido a substancia decaira. A medida
da taxa de desintegracao de uma substancia é chamada de meia vida, ou seja, tempo
que ela se desintegra pela metade da quantidade original. Para calcular a meia vida
de uma substéancia, em funcao de A, supde-se que num tempo to, N(ty) = Ny, assim

o problema de valor inicial se resolve da forma

N(t) = (to)'e—AIgO — Nyt

N CA(t—t0) N
—_— = ° > —A t — t - l . .
Ny ‘ ( o) =In Ny (3:5)
Dessa forma se, N/Ny = 1/2 entao
(t — to) = In(2)/\ = 0.6931/\. (3.6)

Em consequéncia observamos que a meia vida de uma substancia é calculada
por In(2) dividido pela constante de decaimento da mesma. Em todos os casos a
constante A é medida no reciproco da medida do tempo, ou seja, se o tempo for

medido em dias A tem a medida do reciproco de dias, e assim por diante.

Para o caso das pinturas de Megeeren, observamos primeiramente que, todos
os pintores por mais de dois mil anos usaram tintas com pequenas quantidades

da substancia quimica chumbo 210 (Pb*'%), e ainda menores de Radio 226 (Ra*?%).
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6210

Vale ressaltar, antes de partirmos para a analise matematica, que Pb"" é extraido do

226 ¢ formado por outras substancias, que ao serem misturadas

chumbo branco e o Ra
para obter a tinta, buscam um equilibrio radioativo, alids, o decaimento da mistura

seria o equilibrio das meias vidas. Assim sabemos que o tempo de meia vida do

(Pb*1%) é de 22 anos.

Usamos tal informagcao para calcular a quantidade de chumbo 210 presente numa

amostra, em fungdo de uma quantidade original presente na formacao. (ver tabela

3.1)
Descricao Desintegracao de Pb*'? | Desintegracao de Ra??°
Os Peregrinos de Emmaus 8.5 0.8
Lavagem dos Pés 12.6 0.26
Mulher Lendo Musica 10.3 0.3
Mulher Tocando bandolim 8.2 0.17
A Remendeira 1.5 1.4
Mulher Sorridente 5.2 6.0

Tabela 3.1: Pinturas de procedéncia duvidosa: A desintegracao dada em minutos
por grama de chumbo branco.
Fonte:

Seja, y(t) a quantidade de Pb*'° por grama de chumbo branco no tempo ¢, yo a
quantidade de Pb*'? por grama de chumbo branco no tempo de formacao to, 7(t) o

nimero de desintegracio do Ra*?

por minuto e por grama de chumbo branco no
tempo t. Se \ é a constante de decaimento do Pb*!° entdo

dy

- == +r(t), ylt) = vo.

Tendo em vista, neste caso, que interessa apenas o periodo de 300 anos, supomos

que a semi-vida do radio 226 presente na amostra seja constante, pois, seu tempo
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de meia vida é de 1600 anos. Assim temos que r(t) é uma constante r. Portanto,

usando o fator integrante obtemos:

d
Ee)‘t.y = reM = eMy(t) —e

Atoyo _ £<€/\t B e)‘to) —

r

)\(1 — e A=)y gy Alt0), (3.7)

y(t)

Agora, y(t) e r podem ser facilmente medidos assim, se conhecemos ¥y, podemos
usar a equagao (3.7) para calcular t —ty e determinar a idade da pintura. Consequen-
temente podemos determinar se a pintura é de Meegeren ou uma pintura originaria

do século XVII.

Isso pode ser verificado da seguinte forma, se a pintura for datada do século

226 34 se a obra for

XVII, entao a radioatividade do Pb*'? serd quase igual a do Ra
moderna, entao a radioatividade do Pb*'? serd bem maior que a do Ra??¢. Vamos
assumir que uma pintura é ou muito nova ou tem mais de 300 anos, assim se a

pintura Os Peregrinos de Ematss é realmente uma falsificagao, basta observarmos

que se Ayp ¢ muito grande; entao supomos t — to = 300 em (3.7); assim temos

Mo = Ay(1)e3 — r(30* — 1), (3.8)

Para avaliar \yg, temos que calcular a taxa de desintegracao do chumbo 210,

300X

Ay(t), a taxa de desintegracao r do radio 226 e, o valor de ¢°?*. Haja vista que, a

taxa de desintegragao do polonio 210 (Po?!?), apés alguns anos, é igual a do Pb*1°

e é mais facil de ser medido, podemos assim substituir os respectivos valores, como
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In(2)

proposto na Tabela (3.1) Para calcular €3°°*, observamos que A = 59 e obtemos:
In(2)
300N _ 300A.T5 9B

Recorrendo a Tabela 3.1, agora avaliamos Ay, a partir da equagao (3.8), no
quadro.

Os Peregrinos de Emmaus.

15 15

—0.8(21% — 1) = 98050.

= ‘
=lo

O mesmo pode ser feito para outros quadros citados na tabela;
Lavagem de pés

150
11 —

Ayo = (12.6)270 — 0.26(210 — 1) = 157134.1.

Mulher lendo musica

150 150
1

Ayo = (10.3)211 —0.3(210 — 1) = 127337.2.
Mulher tocando bandolim
150 150
Ayo = (8.2)210 —0.17(211 — 1) = 102251.7.

A Rendeira
Ayo = (1.5)270 — 1.4(27T — 1) = 1274.7.
Mulher sorridente

15

= ‘
t<}

Ayo = (5.2)270 — 6(2 — 1) = 10181.
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Podemos observar que as obras, Peregrinos de Emmaus, Lavagem de pés, Mulher
lendo musica e Mulher tocando bandolim sao falsificagoes modernas de Veermer, en-
tretanto, as obras, A Rendeira e Mulher sorridente nao sao falsificagoes de Veermer,

como afirmavam os especialistas. Ver referéncia [3].

3.3 Determinacao do Instante da Morte

Na investigacao de um homicidio ou morte acidental é muitas vezes importante
estimar o instante da morte. Vamos descrever uma forma matematica a partir
de observacoes sabe-se a temperatura superficial de um corpo se altera com uma
taxa proporcional a diferenca de temperatura entre a do corpo e a temperatura das

vizinhangas (temperatura ambiente).

E o que se conhece como lei de resfriamento de Newton. Assim, se 0(t) for a
temperatura do corpo num instante ¢, e se T' é a temperatura constante do ambiente,

entao 6 deve obedecer a equacao diferencial,
——= = —k[0(t) — T] (3.9)

onde k > 0 é a constante de proporcionalidade. Temos que #(t) — T > 0. Ver

referéncia [7].

Exemplo 3.3. Supondo que em um instante t = 0 descobre-se um caddver e que
a sua temperatura € medida e igual a 0y. Admitindo que no instante da morte t,,
a temperatura fosse 0,, igual a temperatura normal de 37°C se (3.9) € vdlida para
modular a situacao, basta determinarmos t,,.
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Solucao:

0 +K0 = KT

Usando os conceitos de equacao linear, temos que

0(75) — e—fp(t)dt {/ q<t>‘efp(t)dtdt + C’}

0(t) = e ™ { / kT.e’“dtJrC}

kt
o(t) = e [kT%JrC]

0(t) = T+ Ce™,

Tomando o instante t = 0 temos que 6(0) = Oy, assim,

0(0) = T+ Ce ™

0(0) = T+C =6,

6=T -+ (90 — T).e_kt.

Podemos determinar k mediante a uma sequnda medida da temperatura do corpo

num instante ty, suponhamos que 60 = 61 quando t = t;

91 = 9t1 =T+ (90 - T).G_ktl
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91 =T + (90 — T).e_ktl

01 -T = (00 — T).G_ktl

671%1 — (91 — T)

(6o —1T)
0, —T

In(e ™) = In (90 — T)
6, —T
—ktl = In (00 — T>
6, —T
= — 1 . 1
k 7 H(QO—T) (3.10)

Usando 0,, como temperatura da morte e t,, o instante da morte, temos que

O = O(tw) =T+ (g —T).c "

0 = T+ (Bgn —T).e *m

(9m B T)
(6o —1T)

ln(e*kt’") = In (907(?—_71:>
0, —T
—kt,, = In (90 — T)
-1 0, —T

por (3.10) definimos o valor de k.

Vamos admitir que a temperatura do corpo fosse 29,4°C' no instante da desco-
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berta e 23,3°C duas horas depois a temperatura ambiente é de 20°C'.
0(0) =29,4°C = 6,

0(2) = 23,3°C = 6,

1 =2
T =20°C
0., = 37°C.

Aplicando os dados em acima em (3.10), temos

1 (0,-T
_ o
K t H(GO—T)

~1 . [23,3-2
Eo— _ID(M)

2 29,4 — 20

k= 0,5234.

Substituindo o valor de k em (3.11) temos

; —1l 0, —T
m — 1
k Op — T
-1 37— 30
tm, = In
0,5234 "\ 29.4 — 20
t = —1,129.

Assim pode-se concluir que o instante da morte nas condigcoes anteriores, dd-se

em aproximadamente a 1 hora a traz.

3.4 Dinamica Populacional

Chama-se dinamica populacional a disciplina que estuda as variagoes na abundancia

das populacoes de seres vivos, estes conceitos sao importantes para compreender o
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que ocorre em diversos meios para que se mantenham em equilibrio. Para avaliar
o desenvolvimento de uma populacao, é preciso conhecer certos atributos que lhe
sao caracteristicos, como a taxa de natalidade, a taxa de mortalidade, a taxa de

imigracao, a taxa de emigracao, entre outros fatores.

Utilizando-se dos conceitos das equagoes diferenciais ordinarias, em especial a
equacao de Bernoulli, podemos calcular alguns desses fatores como vamos abordar

no exemplo a seguir.

Exemplo 3.4. Em uma cidade com populagao fixa de P pessoas, a taxa de variag¢ao
do niumero N de pessoas que contrairam certa doenca € proporcional ao produto
numero de pessoas que tem a doenc¢a pelo numero de pessoas que nao tem. Ver

referéncia [1].

Solucao: FEscrevendo uma E.D.O como modelo para a situac¢do temos:

dN
— = KN.(P-N
o ( )
N K NP- KN
dt
Z—ZX—K.N.P = —K.N° (3.12)

Percebemos claramente que (3.12) trata-se de uma equag¢do de Bernoulli. Resol-

vendo, = N*™", tomando n = 2 temos que

,U — N172
po= N7
1
- . 3.13
1 7 (3.13)
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Calculando a derivada de p temos
@ =—-N"2N.

Dividindo ambos os lados da equagdo (3.12) por N?, temos que

dN

— N?*-KPN' = -K

dt

N'N7?-KPN' = -K.
Utilizando (3.13) e sua derivada, temos

—py — KPpu=—-K

Assim, temos uma equacao linear. Resolvendo temos que

p(t) = kp

Dessa forma,

o= e~ Jp(t)dt {/ q(t).efp(t)dt dt + C’}

p o= e Jrpd l/k:.efk'pdt dt—i—C’}

p o= e Fpt /k.ek'p' dt+C]

6—k.p.t

'6k p.t
p o= e Fpt + C]
p = —+Cekrt
p
. R 1
Na equagao (3.13) podemos reescrevé-la como —, portanto temos que
i

1
N= L4 Cekpt
p
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Uma solucao geral para esta situacgao.
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Consideracoes Finais

Ao finalizar o trabalho foi possivel perceber como a mateméatica pode ser
utilizada em diversas areas, contrariando os discursos de muitos académicos e de
pessoas leigas que afirmam que a matemética nao é aplicada. Claro que os mode-
los de equagoes estudados sao algumas aplicacoes desta ciéncia, mas nao deixa de

ilustrar a quao ela é importante.

Com o problema da determinacao da hora da morte mesmo que simplificado
podemos ver a aplicacao da matematica no dia a dia dos profissionais legistas e a

forma magnifica que duas ciéncias fisicas e matematica estao ligadas.

Foi possivel perceber que o campo das equacoes diferenciais é vasto e é necessario
muito estudo para compreende-las, mas os primeiros passos ja foram dados com as

equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.
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