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Resumo

Neste trabalho apresentamos a modelagem matematica de dois sistemas mecéanico vibrantes,
um conhecido como Vibrador Centrifugo e outro como Péndulo Mecanico Nao-Ideal. O sis-
tema chamado de Vibrador Centrifugo é composto por um motor de poténcia limitada que gira
duas pequenas massas desbalanceadas e, estas sao sincronizadas anti-fase por um sistemas de
engrenagens. Além disso, uma mola fixa a uma base ao solo sustenta o motor. O Péndulo
Mecanico Nao-Ideal é composto por um motor de poténcia limitada que esta fixo a uma base
que pode deslizar horizontalmente sobre uma superficie plana, uma mola conectando o motor
a uma parede rigida e um péndulo fixo & base.

Palavras-chave: vibrador centrifugo, péndulo mecanico nao-ideal, fundamentos matematicos
de mecanica.
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Introducao

A modelagem mateméatica de um sistema dinamico é dada por um conjunto de
equagoes que representam a dinamica do sistema com precisao ou, pelo menos, de forma bas-
tante aceitavel.

A dinamica de muitos sistemas, sejam eles mecanicos, elétricos, térmicos, economicos,
bioldgicos etc., pode ser descrita em termos de equagoes diferenciais. Tais equagoes diferenciais
podem ser obtidas utilizando-se as leis da fisica que governam um sistema particular, como por
exemplo as leis de Newton.

Uma vez obtido um modelo matematico de um sistema, varias ferramentas analiticas
e de computador podem ser usadas para fins de analise.

A analise dinamica é de importancia para o pesquisador, contudo, deve-se estar
prevenido sobre as limitagoes de andlises lineares, quando lidar-se com sistemas dinamicos,
submetidos a grandes deslocamentos ou vibracoes. Estes sistemas dinamicos devem ser mo-
delados, matematicamente, de forma a levar em conta as nao-linearidades quer elas sejam
provenientes de natureza geométrica ou fisica do problema.

Sabe-se da literatura corrente [B] que as andlises estritamente lineares nao sao capa-
zes de detectarem a presenca de fenomenos ligados a instabilidade do problema estudado. De
um modo bastante geral, as andlises restritas a fenomenos lineares podem também conduzir
a resultados equivocados, do ponto de vista quantitativo, mesmo no caso em que nao ocor-
ram instabilidade no fenomeno estudado. Torna-se importante, saber em que situacoes deve-se
abandonar o estudo linear, bem como saber como desenvolver e utilizar os métodos da analise
nao-linear.

Outro assunto importante, é o estudo de vibracoes mecanicas e, estas, estao presen-

tes em muitas situacoes de nossa vida, tais como:



e quando sentimos o movimento oscilante da suspensao de nosso carro;

e quando sentimos nos pés, as vibragoes produzidas pela passagem de um onibus passando

nas proximidades;
e quando ouvimos uma musica, estamos sentindo as vibragoes acusticas.

Todas essa situacoes, que notamos intuitivamente, sao fenémenos fisicos onde ocorre
transferéncia de energia mecanica de uma natureza para outra. Os exemplos citados, anterior-

mente, apresentam as seguintes naturezas de energia:

e na suspensao do carro, a mola esta relacionada a energia potencial elastica de deformacao
do material da mola e o amortecedor é o dissipador (transformador) de energia mecanica

para energia térmica, verificada pelo aquecimento do 6leo do amortecedor;

e as rodas do onibus apoiadas no solo transmitem energia potencial eldstica até nossos pés

na forma de vibragoes;

e a misica é a transmissdo de ondas de pressao no ar (pressao acustica), que percebemos

através de vibragoes mecanicas em nosso sistema auditivo.

Este trabalho, tem como objetivo a modelagem matemaética de dois sistemas meca-
nicos vibrantes, um conhecido como Vibrador Centrifugo [B] e outro como Péndulo Mecdinico
Nao-Ideal [m).

Neste sentido, o capitulo O foi desenvolvido com o propédsito de dar uma funda-
mentacao matematica de mecanica de forma que os sistemas citados anteriormente possam ser
facilmente modelados matematicamente. Neste capitulo estudamos os principios de mecanica
newtoniana, mecanica lagrangeana e hamiltoniana [, B, @].

No capitulo B, apresentamos as equagoes de movimento dos sistemas wvibrador cen-
trifugo e péndulo mecanico nao-ideal. Para o sistema wibrador centrifugo , apresentamos as
equagoes de movimento via formalismo de Lagrange, enquanto que para o sistema péndulo
mecanico nao-ideal apresentamos de duas formas, uma usando o formalismo de Lagrange e
outra o formalismo de Hamilton. Estes formalismos trazem vantagens do ponto de vista de

modelagem e de andlise das equagoes de movimento quando comparado com o formalismo



newtoniano, visto que, as equagoes de Newton levam em conta coordenadas vetoriais para des-
crever posicao, velocidade e aceleracao enquanto que nos formalismos de Lagrange e Hamilton

trabalham-se com coordenadas quaisquer.



Capitulo 1

Fundamentos Matematicos de

Mecanica

1.1 Principios de Mecanica Newtoniana

1.1.1 Mecanica de uma Particula - Leis de Movimento de Newton

Considere uma particula cuja posicao é representada por um vetor 7’ com uma origem

dada. Entao, o vetor velocidade v, é dado por

<y
I

=
Il
=y

S

O momento linear p'de uma particula é definido com o produto da massa da particula

m pela velocidade

p=mu (1.1)

Primeira Lei de Newton: Um corpo permanece em estado de repouso ou se
movimenta com velocidade uniforme ao longo de uma reta, a menos que esteja sujeito a uma
forca externa.

Segunda Let de Newton: Em qualquer referencial inercial o movimento de uma



particula é regido pela equagao

F=md

onde @ € a aceleracao da particula e Fa forca total a que ela estd sujeita.

Sabendo que a aceleracao de uma particula é dada por

ST
Il
Il
=y

Sk

entao, a segunda lei de Newton pode ser escrita como

L df dm?)  d(D)
= -_— p— 1.
F= @ (1.2)

Usando a equagao ([ZA) podemos reescrever matematicamente a primeira lei de

Newton como

Se F = 0, entao v’ = const.

Terceira Lei de Newton: As forcas exercidas por dois corpos, entre si, $4o iquais

em grandeza, possuem a mesma dire¢do e sentidos opostos (Lei de agao e reagdo),

F12 = _F21'

O esquema fundamentado sobre as leis de Newton pode ser chamado de “Mecanica
Newtoniana”, ou “Mecanica Cldssica (Vetorial)”, uma vez que emprega quantidades como
forca, velocidade, etc..., que sao de cardter vetorial.

Muitas conclusoes importantes de mecanica podem ser expressas na forma de teo-

remas de conservacao.

Teorema 1.1 (Conservacao do Momento Linear de uma Particula). Se a for¢a total F , € zero,

entao p =0, e o momento linear € conservado.



O momento angular de uma particula, denotado por E, é definido como
L=Fxp (1.3)

onde 7" é o vetor posicao da particula com uma extremidade na origem. Note que a ordem dos
fatores em 7 x p é importante, pois x é produto vetorial. Define-se também o momento da

forca ou Torque como
N=¢FxF (1.4)

Usando-se a equagao (3), conjuntamente com a equagao (), obtém-se

L dlL d(Fxp)  dFxm®)  dF . dm®) . d(m?)
L:—: = = — =
7 gt 7 dtxmv+r>< 7 U X MU+ 1 X 7

Como v x mv = 0 segue que

(1.5)

Por outro lado, da usando-se a equagao (), conjuntamente com a equagao (I[22)

obtém-se

d(m7)
dt

N=rxF=rx

(1.6)
Agora, comparando-se as equagoes (1) e (CB) obtém-se
N=1L

Teorema 1.2 (Conservagao do Momento Angular de uma Particula). Se o torque total, N , €

zero, entao L =0, e o momento angular L é conservado.

Considere agora, o trabalho W, de uma forca externa F' sobre uma particula para



ir de um ponto 1 até um ponto 2. Define-se este trabalho por

2
W12 :/ F-ds (17)
1

Para uma massa constante, a integral (IZ4) reduz-se a

2 2 2 2
/F-ds:m @-Udt:@/ d(v)dt

e portanto

m
Wm:E

(v3 = v1).

v?

A quantidade escalar m*

é chamada de energia cinética de uma particula e deno-

tada por T'. Logo,

W12 - TQ - Tl' (18)

Se o trabalho da forca F' é o mesmo usando diferentes caminhos entre os pontos 1
e 2, entao o sistema ¢é dito conservativo. Como consequéncia deste sistema, se uma particula é
deslocada de 1 até 2 e retornada a 1 por diferentes caminhos, o trabalho nesse circuito fechado

é zero, isto é,

]{F-ds:O.

Da anélise vetorial? [@], uma condi¢do necessdria e suficiente para que Wi, seja

independente do caminho é que F seja o gradiente de alguma funcao escalar de posicao

F=—-VV(r)

!Para um melhor entendimento do assunto, consulte o livro Advanced Calculus de W. Kaplan.



onde V' é chamado de potencial, ou energia potencial. E, ainda
Fds = —dV.
Para um sistema conservativo, o trabalho é
Wiy = Vi — Va. (1.9)
Combinando as equagoes () com ([J) tem-se
T+ Vi=T+ Vs,

Podemos entao enunciar o seguinte teoremas:

Teorema 1.3 (Conservagao da Energia de uma Particula). Se as forcas que agem sobre uma

particula sao conservativas, entao a energia total da particula T +V ¢é conservada.

1.1.2 Mecanica de um Sistema de Particulas

Considere um sistema de pontos materiais (particulas), que consiste de N particulas
livres em um espaco R? = E3. Entao, de acordo com as trés leis de Newton, o movimento do
sistema ¢é descrito pela solugao de N equacoes vetoriais do tipo

5 o o d .
Fk:F,f;—I—F,f:%(mkUk):mka, /{i:1,2,--- , N, (1.10)

onde F¢ é a forga externa total exercida sobre a particula k e F} é a soma das forgas internas
exercidas sobre a particula k pelas outras N — 1 particulas pertencentes ao sistema.
Como cada 7 consiste de 3 coordenadas (z,v, z), ou seja, 7, = 7x(x,y, z), entdo

existirao 3N equacoes da forma

d

onde, a posicao de cada particula é fixada pelas 3 coordenadas.



Para determinarmos o movimento do sistema de N particulas livres é necessario

especificar as componentes da forga e os valores iniciais (condi¢oes de contorno), ou seja:
l'l(to) [§ fﬂl(to) 1= 1,2, s ,N.

Se pr = my U, for o momento linear da k-ésima particula pode-se escrever as equagcoes

(@) na forma

d_) —. —
%ZFé%—FE, k=1,2--- N. (1.11)

Somando, em relacao a todas as particulas, os membros a esquerda e a direita das

equagoes (CI), obtém-se

N dﬁk d N N N N .
Z—tZEZ*k:Z P+ Fr (1.12)

De acordo com o observado em (1) tem-se

N
Fy = E Fj—)k
j=1

J#k

onde ﬁ? _ ¢ aforca exercida sobre a particula k devido a particula j. Portanto,
N N N
S A=Y YR (1

Agora, pela terceira lei de Newton (principio da agao e reagao), as forgas internas ﬁ; .k S€

cancelam aos pares, isto é,

e (1.14)



Usando-se (CI4) na expansao dos somatdérios do lado direito de (ICI3) obtém-se

Y =0,

N
k=1

e, portanto, (CIA) reduz-se a

N N
onde P = Zﬁk ¢ o momento linear total do sistema de particulas e F = Z ﬁke é a forga

k=1 k=1
externa total.

Podemos entao enunciar o teorema da conservacao do momento linear para um

sistema de particulas.

Teorema 1.4 (Conservagdo do Momento Linear para um Sistema de Particulas). O momento

linear total P € constante, quando nao existem forcas externas agindo sobre o sistema.

Para cada particula k£, o momento angular L. = M} em relacao a origem das coor-

denadas é definido como

Usando-se a equagao (CI3) e a segunda lei de Newton tem-se

d .
—(My) = d_L(Fk X MyT)
—di X 7 X (m F)
= METL + T X —
7t KTk Tl X (T
5 N — d N
= T XMgrp + 7 X E(mkrk)

— xS i)
= T di mrgT

= Fkxmkfk

(1.16)

= ’I"kXFk

pOiS Fk X mka =0.

Somando, em relagao a todas as particulas, os membros a esquerda e a direita de

10



(M), obtém-se

&l&

=Y @ x F (1.17)

k

= (Te) s

onde M = E M. é o momento angular total do sistema de particulas.
k . . N . .
O cancelamento dos efeitos devido as forcas internas ocorre novamente, ou seja,
dirigidas ao longo das retas que unem as particulas.
Considerando forgas externas agindo sobre o sistema (ICI2), podemos enunciar o

seguinte teorema:

Teorema 1.5 (Conservacao do Momento Angular Total). Se o momento total das forcas
externas que agem sobre um sistema de particulas é zero, entao M € constante e portanto

o momento de particulas é conservado.

Considere agora, o trabalho Wi, de todas as forcas do sistema de uma configuracao

inicial 1, até uma configuracao final 2, isto é,

ng—Z/ Fydr, = Z/ FOdr,+ ) / 9 dr (1.18)

8,7 (s#79)

Usando-se as equagoes de ([CId) e de (CIV) temos

Z / 2 Fydr,
/ e
Z / dt ( st )dt
- (Shm)s

s

d (1 1
Note que — | =mv? | = =m?v,0, = mvs,,
dt \ 2 2

Portanto, o trabalho Wi, pode ser escrito como a diferenga entre a energia cinética

final e a inicial, isto é,

W12 = T2 — Tl (119)

11



onde T, é a energia total do sistema

T = %gmsvi.

Se 2| FLdF, puder ser escrito como uma diferencial exata —dV (r), teremos

N
> Fudi, = —dV(r)
s=1

onde V = V(r) uma funcdo de coordenadas que depende apenas da posicao inicial e final.

As componentes das forgas serao dadas, entao por:

ov
Fi=—5- i=123 r=r(zy2)

e neste caso, o trabalho independeria das trajetorias percorridas pelas particulas, dependeria

apenas de sua posicao inicial e final. Tais sistemas sao ditos conservativos. Entao

Z/QFSdTS:_Z/dezv(l)_‘/(Q):Vl_VZ- (1.20)

Agora, comparando as equagoes (IZ0) e (M), temos:
Vi+Ti=Vo+ T, (1.21)

A equagao () nos diz que a energia total E =T + V' do sistema é conservada.

1.1.3 Vinculos

Restrigoes de natureza geométrica ou cinemética que limitam a priori o movimento
de um determinado sistema mecanico sao chamados de vinculos. Consideremos alguns exemplos

simples a seguir:

Exemplo 1.1. (Particula restrita a uma superficie fiza). Seja r = (x,y,z) o vetor posi¢ao da

particula relativamente a um sistema de coordenadas cartesianas em relagcao ao qual a superficie

12



permanece fiva. Entdo x,y,z ndo sao varidveis independentes mas devem satisfazer

flr) = fl,y,2) =0

onde f(r) =0 € a equagdo da superficie. Se, por exemplo, a superficie for uma esfera centrada

na origem,

flz,y,2) =2+ y* +2* — R,

onde R € o raio da esfera.

Exemplo 1.2 (Particula restrita a uma superficie mével ou deforméavel). Neste caso as vardveis

x,Yy, z obedecem a equacgao

f(r,t) = f(z,y,2,t) =0. (1.22)
A dependéncia temporal explicita indica a mudanca da forma ou localizacdo da superficie no
decorrer do tempo.

Os vinculos discutidos nos exemplos acima sao ditos holonomos. Se &1,&a, -+ &N
sao coordenadas arbitrarias usadas para descrever a configuracao de um sistema mecanico, um

vinculo é chamado de holonomo quando pode ser expresso por uma equacao da forma

f(£17£27"' 7£N7t) = 0. (123)

Vinculos que nao podem ser expressos como ([ZZ3) sao ditos nao-holénomos.

Exemplo 1.3. A imposicdo de que moléculas de um gds permanecam no interior de um recipi-
ente € descrita por desigualdades: se o recipiente € uma caiza de aresta a,b, c temos 0 < x; < a,
0<y <b 0<z <c, onder; = (x;,y;,2) € o vetor posicao da i—ésima molécula (tratada

como particula puntiforme)

Ocorrem com frequéncia, especialmente na dinamica de corpos rigidos, vinculos

13



representaveis por equacgoes envolvendo velocidades, isto é, equagoes diferenciais da forma

g(&r, -+ &n, &y 6y, t) = 0. (1.24)

Exemplo 1.4 (Cilindro rolando sem deslizar ao longo de uma linha reta). Se x € a posi¢do do
centro de massa do cilindro e ¢ o angulo de rotagao em torno do centro de massa, a condi¢ao

de rolar sem deslizar representa-se por

i = R¢ (1.25)

onde R € o raio do cilindro.

Exemplo 1.5 (Disco vertical rolando sem deslizar num plano horizontal). Sejam (z,y) a
posicao do centro do disco, 8 o angulo do seu eixo de simetria com o eixo x, e ¢ o angulo de
rotag¢do do disco em torno do referido eizo de simetria (figura T3). Se v € a velocidade do
centro de massa, o disco rola sem deslizar desde que v = R¢. Notando que & = v, = vsend e

Yy = v, = —vcosl, somos conduzidos as equagoes

i — Rosenf) = 0
. (1.26)
y— Rpcos = 0

que exprimem matematicamente a condicao de rolamento sem deslizamento.

Figura 1.1: Disco rolando sem deslizar em um plano horizontal

As equagbes ([CZZH) e (M) sao exatamente da forma (IZ24). Em geral, vinculos

deste tipo nao podem ser reduzidos por uma integragao a forma ([ZZ3) e, consequentemente

14



nao sao holénomos [B, B, @]. Se um vinculo originalmente expresso na forma (IZ24) puder ser
reduzido por integracao a forma (CZ3), ele serd dito holénomo. Por exemplo, o vinculo (IZZ3)
é holonomo porque equivale a z — R¢ = 0, que tem a forma (IZ3).2 No entanto, vinculos

diferencias do tipo (ICZA) raramente sao integraveis.

1.1.4 Deslocamentos Virtuais

Para um sistema mecanico sujeito a vinculos, num dado instante ¢ ha uma infinidade
de configuragoes possiveis, isto é, consistentes com os vinculos. Os deslocamentos infinitesimais
de cada particula que levam de uma configuracao possivel outra infinitesimalmente proxima
sao chamados de deslocamentos virtuais. Mais precisamente, dado um sistema de N particulas,
os deslocamentos virtuais dr;, ¢ = 1,2,--- , N, sao deslocamentos infinitesimais das posicoes
ri,T9, -+ ,ry realizados instantaneamente e com propriedade de serem compativeis com os

vinculos. Em suma, as caracteristicas definidoras dos deslocamentos virtuais sao:
i) eles sao infinitesimais;
i) ocorrem num instante t fizo;
iii) nao violam os vinculos.

Exemplo 1.6. (Particula restrita a uma superficie movel) Seja (Z22) a equagao da superficie.
Um deslocamento virtual deve ser consistente com o vinculo, isto €, o ponto r e ponto deslocado

r 4 0r devem pertencer a superficie no instante t. Temos

fr4+6rt)=0 = f(r,t)+Vf-or=0 = Vf-or=0.

Como V [ é perpendicular a superficie no instante t, o deslocamento virtual ér é tangente a

superficie nesse instante.

2A constante de integracdo pode ser feita igual a zero por uma escolha adequada da posicao ou do angulo
no instante inicial.

15



1.2 Mecanica Lagrangeana

Uma das abordagens para montar as equagoes do movimento de um sistema, que é
chamada de mecanica vetorial é baseada diretamente nas leis de Newton e trabalha com gran-
dezas vetoriais, como for¢a e quantidade de movimento. Este caminho considera separadamente
as forgas vinculares, embora tais forcas possam nao ser de interesse.

Uma outra abordagem, ¢é atribuida a Joseph Louis Lagrange (1736-1813) e é cha-
mada de mecanica analitica. Esta abordagem considera o sistema como um todo, formulando o
problema da mecanica a partir de duas quantidades escalares fundamentais: a energia cinética e
a energia potencial. As restrigoes cinematicas do movimento sao levadas em conta, sem que se-
jam necessario o calculo das forcas que as mantém. A introdugao de coordenadas generalizadas
no lugar de coordenadas fisicas torna a formulagao mais versatil e as equacoes de movimentos
sao obtidas de uma forma padronizada, independente do particular sistema de coordenadas
utilizado.

Como passo intermediario para chegar a formulagao de Lagrange, iremos discutir
o chamado principio de D’Alembert, que constitui um método de escrever as equacoes de
movimento de um sistema exclusivamente em termos das forcas aplicadas, e para cuja deducao

serd explorado o fato de que o trabalho virtual das forcas de vinculo é nulo [B, B].

1.2.1 Principio de D’Alembert

Consideremos inicialmente um sistema de particulas em equilibrio. Neste caso F; =

0 e, quaisquer que sejam os deslocamentos virtuais 0r;, tem-se

> Fi-dri=0. (1.27)

Fazendo a decomposigao de (IZZ7) temos

ZF;(Q)(SH—FZ]CI&TZ:O

em que Fi(a) sao as forgas aplicadas e f; sao as forgas de vinculos.
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Se hipoteticamente considerarmos o trabalho das forgas vinculares nulo, temos,
STEY 5 =0 (1.28)
i

que sintetizamos como o “Principio do Trabalho Virtual”.

“A condicao necessdria e suficiente para o equilibrio estdtico de um sistema inici-
almente em repouso cujas forcas vinculares nao realizam trabalho é que seja nulo o trabalho
virtual realizado pelas forcas aplicadas durante deslocamentos virtuais arbitrdrios”.

Estamos interessados agora na dinamica, que pode ser formalmente reduzida a
estatica escrevendo a segunda lei de Newton na forma F; — p; = 0 ( onde p; = m;7;.), que
segundo a interpretacao de D’Alembert, cada particula do sistema encontra-se em “equilibrio”
sob uma forca resultante que é a soma da forca real com uma “forga efetiva invertida” igual a
—Ds-

Feito as consideragoes acima, podemos em lugar (ICZA) escrever a equagao

S(E ) - dr =0 (1.29)

(2

que é obviamente verdadeira qualquer que sejam os deslocamentos virtuais or;.
Utilizando agora a decomposicao da forca em forca aplicada e forga de vinculo,

escrevemos ([CZ9) da seguinte forma
Z(Fi(a) — i) - 01 + Zfz -or; = 0.

Como o trabalho virtual das forcas de vinculos Z fi-or; =0, temos

7

Z(E(a) —pi) 01 =0

i

que é conhecido principio de D’Alembert, que simplifica a analise, quando usado, de uma

variedade muito ampla de problemas de Mecanica.
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1.2.2 Graus de Liberdade

A posicao ocupada no espaco por uma particula em movimento é perfeitamente
descrita pelas trés coordenadas cartesianas (x,y, z). Se o seu movimento é livre, as trés coor-
denadas sao independentes, pois a particula pode ocupar qualquer ponto do espaco. Diz-se,
nesse caso, que a particula possui trées graus de liberdade, cada um correspondente a uma das
coordenadas independentes.

Considere, o caso de uma particula que é obrigada a se mover sobre uma esfera de
centro (zo, Yo, 20) € raio R. Nesse caso as coordenadas da particula ndo sdo mais independentes,

pois estao vinculadas pela condicgao:

(x —20)* + (y — w0)* + (2 — 20)* = R*.

Se, em vez de coordenadas cartesianas, for usado coordenadas esféricas teremos
(r,0, ), pois a condigao de que o movimento esteja confinado a superficie da esfera obriga que
r = R e, portanto, r nao é uma variavel. Diz, nesse caso, que a particula possui dois graus de
liberdade.

O ntmero de graus de liberdade de um sistema de particulas é o niimero de coorde-
nadas usadas para descrever a sua configuragao menos o nimero de condig¢oes independentes
de vinculo. Se a posicao de um sistema é descrita usando um conjunto de n coordenadas e ha
m equacoes independentes vinculando essas coordenadas, entao o sistema possui n — m graus
de liberdade.

Para definir completamente a posi¢cao de um sistema com 5 graus de liberdade, sera
necessario 5 variaveis independentes.

E importante mencionar que o nimero de graus de liberdade é uma caracteristica
do sistema e nao depende de um particular conjunto de coordenadas adotado para descrever

sua configuragao.

1.2.3 Coordenadas Generalizadas

A aplicacao direta das leis de Newton em sistemas mecanicos resulta num conjunto

de equagoes de movimento, em termos de coordenadas cartesianas de cada uma das particulas
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que compoe o sistema. Se existe N particulas, a posicao do sistema, em cada instante, esta
perfeitamente determinada por um conjunto de 3N ntumeros z;,y;, z;. Em muitos casos, este
nao ¢é o sistema de coordenadas mais conveniente para se resolver o problema ou descrever o
movimento do sistema. Por exemplo, no problema do movimento de uma particula sob a acao
de uma forca central, verifica-se que é conveniente introduzir coordenadas polares na descri¢ao
do movimento da particula no plano. O motivo desta escolha se da pois, neste caso, pode-se
expressar a forca em coordenadas polares de maneira mais simples.

Existe um ntimero infinito de sistemas de coordenadas que representam a confi-
guracao de um sistema. Alguns desses conjuntos podem nao ter um significado geométrico
aparente, mas, como representam a posicao do sistema, podem ser considerados coordenadas
em um sentido mais amplo. Qualquer conjunto de ntimeros que é utilizado para representar a
posicao do sistema é um conjunto de coordenadas generalizadas.

Nos problemas em que é necessario usar coordenadas generalizadas, podem-se escre-
ver as equagoes de movimento de Newton, em termos de coordenadas cartesianas e, entao, trans-
forma-las em coordenadas generalizadas. No entanto, seria desejavel e conveniente um método
geral que estabelecesse diretamente as equacoes de movimento em termos de um conjunto de
coordenadas generalizadas apropriadas. Além disso, seriam desejaveis também métodos gerais
para escrever, e talvez resolver, as equacoes do movimento em termos de qualquer sistema de
coordenadas. Tal método foi criado por Lagrange.

Quando se quer falar sobre um sistema fisico, descrito por um sistema de coor-
denadas generalizadas, sem especificar por enquanto quais sao estas coordenadas, designa-se
usualmente cada coordenada ¢ com um indice numérico. Um conjunto de n coordenadas ge-
neralizadas seria, entao escrito como ¢y, qo, - - - , ¢,. Logo uma particula que se mova no plano
podera ser escrita por duas coordenadas ¢; e g2, que em casos especiais, podem ser coordenadas
cartesianas = e y, ou coordenadas polares r e 6, ou qualquer outra apropriada. Uma particula
que se mova no espaco podera ser descrita por 3 coordenadas, que podem ser as cartesianas x,
y e z, esféricas r, 0 e ¢ ,cilindricas p, z e ¢, ou em geral, qi, g2 € gs.

A configuracao de um sistema de N particulas pode ser especificado pelas 3NN coor-
denadas cartesianas x1, y1, 21, T2, Y2, 22, - * , Tn, Yn, 2n de suas particulas, ou por qualquer con-

junto de 3N coordenadas generalizadas ¢, o, - -+ ,q3n. Para cada configuragao do sistema, as
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coordenadas generalizadas devem ter um conjunto definido de valores, além disso, as coorde-

nadas ¢, qe, -+, g3y serao funcoes das coordenadas cartesianas e, possivelmente, do tempo.
Assim
(
@ = q(T1, Y1, 2,2, Y2, 22,05 Ty Yy Zns )
qo = q2(I17y17217x2ay27227." 7xn)y77,7zn;t)
(1.30)
@v = @GN(T1L YL, 21, T2, Y2, 22, Ty Uns Zns t)

\

Como as coordenadas ¢, qo, - - -

, 3N especificam a configuracao do sistema, deve ser

possivel expressar as coordenadas cartesianas em termos das coordenadas generalizadas, isto é,

|

n

21

TN

YN

ZN

1‘1((]17(]27 e
yl(Qth T

Zl(q17q27 T

$N(qlvq2a Tt
yN(Qh q2, -

ZN(Ql?Q27"'

, Q3n;t)
y A3n; t)

. Q3n; t)

y Q3n; t)
» 43n; t)

» 43n; t)

(1.31)

No caso das coordenadas generalizadas dadas em (IZ30) nao conduziram as coor-

denadas cartesianas dadas em (IC3I) entao as equagoes (E30) ndo definem um conjunto de

coordenadas generalizadas. A condicao matemadtica para que esta solucao seja possivel é que o

determinante Jacobiano de (I=30) seja diferente de zero em todos os pontos, isto é,
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Nq)  Oaq) Aqr)
O(x A(y1) Jd(zn)
g2)  9(g2) d(q)
a(xl a<y1) 0 ZN)
a(Ql;QQ,"' ,Q3N> B
3(x1,y1,21,x2,y27227... wmyn,zn) - 7&0_
I(gsn)  O(gsn) o 9(qgan)
Oz1)  O(y) Jd(zn)

Praticamente, em todos os casos de interesse, ficard evidente, a partir das defini¢oes
geométricas das coordenadas generalizadas, se elas sao ou nao um conjunto legitimo de coor-

denadas.

Exemplo 1.7. As equacoes

x =rcosf
y =rsent
e
r= (22422
x
0 =tg 1Y _ gent Ll =cos ! | ——W—
T (* +y?)2 (* +y?)2

relacionam as coordenadas polares r e 6 de uma particula no plano com as coordenadas carte-

sanas T ey, pois

O(z) 9(x)
oz, y) 8§rg age; B cosf —rsend B , -
o(r,0) | y) 9y | =rcos” 0+ rsen“d =r # 0.

—7- 27 senf rcosf

Quando se escreve as equagoes de movimento de um sistema de particulas usando
coordenadas generalizadas qq, - - - , g3n, a derivada em relacao ao tempo ¢, de uma coordenada

qr qualquer, é denominada de velocidade generalizada associada a esta coordenada.
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1.2.4 Forcas Generalizadas

Considere um sistema de particulas cujas posicoes sao especificadas pelas coor-
denadas cartesianas 1,9, - ,xg. Se as forcas Fi, Fy,--- , F} sao aplicadas as coordenadas
correspondentes e elas atuam na dire¢ao positiva em cada caso, entao de acordo com a equagao

(=2R) o trabalho virtual W dessas for¢as em um deslocamento virtual arbitrario é

k
oW = 5 Fjox;. (1.32)
Jj=1
Suponha, agora, que as coordenadas x1, s, - - -,z estao relacionadas com as coor-

denadas generalizadas na forma das equagoes (IZ31). Entao, usando estas equagoes obtemos

9 B
dxj—zam]d a:”tfdt j=1,2- .k (1.33)

:L' .
3 ! 530 funcoes dos ¢; e do tempo t.
qi

Considerando um deslocamento virtual ¢ em (I=33), isto é, substituindo os diferen-

em que os coeficientes

ciais d por 9, e lembrando que ot = 0, pois os deslocamentos virtuais se processam instantane-

amente, obtemos

0
Z xJ(SQia ]: 1727"' 7k' (134)

Substituindo a equagao (IZ34) na equagao (I232) temos

k n
oW = Z ZFga—?&]z

=1 =1 (1.35)

= Z Qi0g;
i=1

onde Q; é denominada de forca generalizada associada a coordenada generalizada ¢;, e é definida

por
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Note que as expressoes para o trabalho virtual dadas pelas equagoes ([Z32) e (I=33)

tem a mesma forma matematica.

1.2.5 Forcas Conservativas e nao Conservativas

Primeiramente, procuremos distinguir esses dois tipos de forcas, as conservativas e
as nao conservativas. A fim de tornar clara a distingdo, consideraremos um exemplo de cada
tipo.

Se uma bola é atirada verticalmente para cima, no ar, sua velocidade e consequen-
temente sua energia cinética, decresce continuamente até se anular no ponto mais alto de sua
trajetéria. Em seguida, o sentido do movimento da bola se inverte e a sua velocidade e ener-
gia cinética crescem continuamente até que ela retorne ao solo. Desprezando a resisténcia do
ar, a bola retorna a posicao inicial com a mesma velocidade e energia cinética que possui no
instante da partida; somente o sentido do movimento foi alterado. Neste caso, a bola perde
energia cinética durante uma parte do seu movimento, mas recupera-a totalmente durante a
outra parte, quando retorna ao seu ponto de partida. Interpretamos a energia cinética de um
corpo como sua capacidade de realizar trabalho em virtude de seu movimento. E claro que
em uma trajetéria fechada (uma trajetéria é dita fechada quando a posicdo final do mével
coincide com a posigao inicial) a capacidade da bola realizar trabalho permanece a mesma (ela
foi conservada). Forcas que causam este unico efeito sdo chamadas de conservativas.

Se, entretanto, um corpo, sujeito a acao de uma forga, retorna a sua posicao inicial
com maior ou menor quantidade de energia cinética do que ele possuia inicialmente, a sua
capacidade de realizar trabalho foi modificada. Diremos entao que tal forca é nao conservativa.
A forca de atrito é nao conservativa. Quando uma bola é atirada para cima, no ar, levando em
conta a resisténcia oferecida ao movimento por este fluido, constatamos que a bola retorna a
sua posicao inicial com menos energia cinética do que tinha antes, naquele ponto. A resisténcia
oposta pelo ar ao movimento da bola quer esta esteja subindo ou descendo, diminui a velocidade
que ela teria em qualquer posicao se nao houvesse tal resisténcia. Na trajetéria fechada a bola
perde energia cinética.

Podemos definir forca conservativa sob outro ponto de vista, diferente daquele do

trabalho realizado pela forca. Se nao ha variacao de energia cinética de um corpo, o trabalho
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realizado sobre ele pelo resultante das forcas deve ser zero, isto é,

W=AT=0.

No exemplo da bola arremessada, a resultante das forgas que agem sobre ela (despre-
zando a resisténcia do ar) é a gravidade. O trabalho negativo realizado pela for¢a da gravidade
sobre a bola durante a subida foi igual, mas de sinal oposto ao trabalho positivo realizado pela
mesma forca de gravidade quando a bola retornava a sua posicao inicial. Portanto, o traba-
lho total realizado pela forca da gravidade na trajetéria fechada é nulo. Semelhantemente, se
ocorre uma variacao de energia cinética o trabalho realizado pela resultante das forgas nao é
nulo. A forca de atrito, por exemplo, opoe-se ao movimento da bola quando ela esta subindo
ou caindo e realiza um trabalho total negativo ao longo de toda a trajetéria, reduzindo sempre
a sua energia cinética.

As trajetérias podem ser absolutamente quaisquer, desde que tenham sempre os
mesmos pontos como extremos, obteremos o mesmo resultado em qualquer hipdtese, desde que
a forga seja conservativa. Por um raciocinio semelhante, fica claro que, se o mesmo trabalho
é realizado ao ir-se de um dado ponto a outro, independentemente da trajetoria, entao, numa
trajetoria fechada na qual dois caminhos sao percorridos em sentidos opostos, o trabalho total
deverd ser nulo. Desta forma chegamos a outra definicao equivalente de forgas conservativas e
nao conservativa:

Uma forga é conservativa se o trabalho realizado por ela sobre um corpo que se move
entre dois pontos dados depende somente destes pontos e nao da trajetoria percorrida. Uma
forca € nao conservativa se o trabalho realizado por esta for¢a sobre um corpo nas condi¢oes
anteriores depende da trajetoria entre estes pontos.

As duas defini¢oes de forga conservativa dadas acima sao equivalentes. A con-
veniéncia decidird qual a definicao a ser usada. A condicao da trajetéria fechada pode ser
usada para mostrar claramente que a energia é conservada quando agem forcas conservati-
vas. Para desenvolver a idéia de energia potencial, entretanto, é preferivel considerar-se a

independéncia da trajetéria.
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1.2.6 Energia Potencial

O trabalho realizado por uma forga conservativa depende somente dos pontos ini-
cial e final do movimento; nunca, da trajetoria seguida entre eles. Tal forca pode depender
unicamente da posicao do ponto material. Nao dependeréd da velocidade ou do tempo, por
exemplo.

Consideremos o caso do movimento em linha reta. O trabalho realizado pela forga
resultante F' para deslocar um corpo € igual a variagao de energia cinética do mesmo, ou seja,

v 1 1
/ Fdx = §m02 - imvg. (1.36)
zo

Numa dimensao, todas as for¢as que dependem somente da posicao sao conservati-
vas. Se I’ depende somente de x a energia cinética do corpo depende unicamente da posicao.
Em diferentes posicoes ao longo da trajetoria a energia cinética pode ser diferente, porém, num
ponto particular a energia cinética serd sempre a mesma. O exemplo da bola arremessada
verticalmente para cima, no ar (sem resisténcia do ar), ilustra este ponto.

O decréscimo de energia de movimento (energia cinética) esta associado a um au-
mento da energia de posi¢ao (energia potencial). Se V representa a energia potencial, entao a

relagao
AT = —-AV (1.37)

exprime o fato de que qualquer variacao na energia cinética estd associada a uma variacao

oposta na energia potencial. Além disso,

AT = / Fdz. (1.38)

Zo

Comparando as equagoes ([C37) e (I238) temos

T )
AV:—/ Fdx:/ Fdzx.
x0 x
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Podemos entao escrever

V() — V(zo) = / " P, (1.39)

A wvariacdo de energia potencial € o trabalho realizado pela for¢a quando o ponto material se
desloca de x para um ponto de referéncia xg.

Agora, usando as equagoes (I238) e (I239) obtemos

o 1 1
V(z) —Vi(xg) = / Fdx = §mv(2) — §mv2,
ou melhor,
L L
V(z)+ gmv” = V(xo) + 5. (1.40)

Observe que a forca e a aceleragao foram eliminadas da equacao (IZ0). Apenas a
posicao e a velocidade permanecem. O segundo membro depende somente da posicao inicial
o e da velocidade inicial vy que tem valores definidos e é, portanto, constante durante o
movimento. Esta constante é chamada energia mecanica total E. Obtemos entao a Lei da

energia Cinética, acrescida de energia Potencial, isto é,

1
5m02+V(x):T+V:E.

Esta lei é valida somente quando a forca resultante é conservativa.

1.2.7 Equacgoes de Lagrange
Sistemas Conservativos

Segundo Newton, um sistema de N particulas possui um conjunto de 3N equagoes

de movimento da forma

Fy=—(m;), =12, 3N. (1.41)
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A energia cinética deste sistema é definida como

2

N | —

3N

T=).

j=1

Comparando as equagoes de () e (Z22) obtemos

d (0T
F=_
' dt(@x’i)’

pois
or 0 1 ., 1 0i* 1 0l 1 0i?
Oi; Oy ; gMits = gigy T gMeg ot omig,

Como F; = —8—V,
81’2‘

segundo Lagrange, da seguinte forma

L9V d (0T

Usando as coordenadas generalizadas

¢ = qi(x1,Ta, -+ , 3N, 1),

temos

3N

3N .
Z 1 oT Z 1 0z

94 ]

Portanto,

o N oy

Jj=1

27

i=1,2-- 3N

(1.42)
(1.43)

1 0i2y
+§m3N 8.1‘1 = mM;X;.

pois o sistema é conservativo, entdo podemos escrever ([CZ3),

(1.44)
(1.45)
iN: %mﬂ%% (1.46)
j=1
(1.47)



Em (IZ8) foi usado o fato de que

Utilizando a relagao inversa de ([CZ3)

T; = xj(QIaCha'" ;Q3N>t)

temos
3N .
T = — = —q; | + = — = , para um certo i fixo.
a2 <aqi ) T i o
Entao (CZ4) pode ser reescrito como
@T sl . 8xj
- = Z m;T;——-
94 i g
e portanto

7 (8@-) = Z {m]x] 9a, +m;T; o (aqi)} ) (1.48)

entao

d al'j 833]
Bl = ) 14
Agora, usando a equacao (d9) em (IZX) obtemos
d (0T Ox; O0x; Ox; 0T
il — = e 27 = 1.
i (1) Z[ R Z{ 5" ) 50
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pois
3N 3N -9 3N 22 A - 3N .
1 oT 1 017 1 05 Oy, 1 ot
T: — 2:}—: — 4—j = — ._]_: — 2_~7
> gmi = = L e = X e gy~ 1"

= Gk=1
or L oy

= = Ml —=
9q; ; I dq;

8xj
0

Os termos E F;— na equacao (I20) sao denotados por (); e denominados de
. q;
j

componentes das forcas generalizadas. Portanto,

d (0T oT
= — 0, 1.51
Se o sistema for conservativo temos que F; = ~ entao
Ly
oV Ox; ov
J—— - =, 1.52
¢ ; Or; dg; 9q; (1.52)

Usando a equagao (IC22) podemos reescrever a equagao (ICad) da seguinte forma

d (0T or oV
E (aqz) B 3%‘ a 6%‘ (1'53)

Este termo é

or
A relacao (I[B3) se difere da relagdo () apenas pelo termo e
4

nulo quando o sistema de coordenadas é cartesiano.
Derivando parcialmente a funcao £L =T — V em relagao a ¢; temos

oL or oV oT oV
— i =0). 1.54
¢ 9q; dq; aQi7 (p01s li 0) ( ° )

A funcao £ definida acima é denominada de funcao de Lagrange ou, simplesmente de lagrange-
ana. Note que £ = L(q, q,t). Além disso, a quantidade de momento generalizado p; é definido

COIIO

oL

=5 (1.55)

Di

Derivando a equagao (I2d) em relagdo ao tempo e, comparando com a equacao
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(23), obtemos

d (0L d (oT\ T oV

ou melhor,

d (oL\ or
4 (6%) - (1.56)

A equagao dada em ([C50) é conhecida como equagdo de movimento de Lagrange.

Sistemas nao conservativos

Se o sistema nao for conservativo, entao F; nao pode ser da forma F; = o onde
Lj
V' é a energia potencial.
Entao suponha que exista um potencial M, a que chamamos de Potencial Efetivo

ou Virtual tal que

L=T-M onde M7{/§:E@%. (1.57)
J

_d (oL oL . e
Queremos encontrar (J; de modo que a equagao 7 =3 seja satisfeita com
4i

94
L=T-M.

De (I[53) temos

0L _OT OM _ d (0N _d (0T d (oM .
¢ 04 9q; dt \9¢; ) dt \ 8¢, dt \ 0¢; '

Usando a equagao (CA), podemos reescrever a equacao (CA8) como

4 (0L _, O _d (om

Portanto, se

Oqi  Og dt

dt

d (8M> oM 0T oM d <8£) d (8£> oL
Qi = = =

“a\oq )T Tog Bdi oi:) ~ dq
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Podemos entao enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.6. Para um sistema nao conservativo de N particulas, € vdlida a equacao de
Lagrange dada em (IZ2d), desde que exista um potencial efetivo M (M =T — L) e uma for¢a
oMY\ oM
8% B 8(]2 .

generalizada Q);, tal que Q; — 4 (

1.3 Mecanica Hamiltoniana

1.3.1 Equacgoes de Movimento

Sabemos que £ = L(g;, ¢;,t) onde L é a fungado de Lagrange. Entao

AL = Z (‘% ‘% dq, %ﬁ dt)

:E_Z(aq,- it o dt T at)

Usando a equagao de Lagrange (ICo0) é a regra da derivagao do produto, temos
oL d oL
= ji— — 1.
ot dt (Z %54, ﬁ) (1.59)

oL
Se em ([C23) Fr 0 entao qua— — L é constante e, portanto, usando ([Ch3)
P 4i

podemos escrever

Y pigi—L=K
onde k é uma constante.

A fun¢ao Hamiltoniana, ou simplesmente Hamiltoniana, é denotada por H e definida

COo1mo

H= Zpiqz‘ —L (1.60)
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Usando a defini¢ao de momento generalizado (ICB3), observamos que a Hamiltoniana depende

apenas do momento p;, da coordenada generalizada ¢; e do tempo ¢, isto é,

H = H(q, pi, t).
Logo
oH oH oH
_ o, LI, O 1.61
dH Z(aqidqﬁ— apidpz+ o dt) (1.61)

i

Usando a fun¢ao Hamiltoniana (CB0), temos

dH = pidgi+ Y Gidp; — dL (1.62)

em que

dL = Z dqz—l—z dqz

Agora, usando a equacao de Lagrange (IC58) e o momento generalizado (IC53), isto é,

d (oL _oc oL
o4)  Oq; b= dq;
temos
i i o
pois

. dp; d (8£) oL
Di = == =

dt d4q; dq;

Substituindo (I[B3) em ([BF) temos
dH =) (—pidg;) + ) didpi — 9L i (1.64)
i i ot
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Comparando ([CBT) com (IHA) obtemos

OH OH OH 0L
L G IR
Como os termos infinitesimais dg;, dp; e dt sao independentes, temos que a solucao

da equagao (IB3) é dada por

( OH =0
E Di
oH .
Op; ¢ =20
OH L 9L oL _0
L ot | ot
isto é,
( . OH
q; = Opi
OH
Do 1.66
pi 2 (1.66)
oc __on
L ot Ot

As equagoes dadas por (CBB) representam a féormula de Hamilton para descrever o

movimento, chamadas de equacgoes do movimento de Hamilton.
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Capitulo 2

Modelagem de Problemas Mecanicos

2.1 O Vibrador Centrifugo

Oscilagoes excitadas pela rotacao de uma massa desbalanceada é um tipo comum de
oscilacoes forcadas em sistemas mecanicos. Consideremos um sistema oscilante simples deste
tipo conhecido como Vibrador Centrifugo. Este sistema vibrante é composto por um motor
DC' (motor de corrente continua) com poténcia limitada e uma mola que sustenta o motor. O
motor gira duas pequenas massas desbalanceadas my e m3 , que sao sincronizadas anti-fase,

por meio um sistemas de engrenagens (figura E71).

LZ'.
/@A DN
z b Z
L~

g

7

Figura 2.1: Vibrador Centrifugo

Sejam mg a massa do motor, r o raio de rotacao das pequenas massas desbalanceadas

e suponha que my = m3 = —. Além disso, denotemos por x o deslocamento vertical do motor
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e por ¢ o deslocamento angular das pequenas massas desbalanceadas. Observe que neste
esquema o motor nao possui deslocamentos laterais.

Agora, introduzindo as coordenadas x5 e zo como sendo respectivamente as posigoes
vertical e horizontal da massa msy e x3 e 23 como sendo respectivamente as posicoes vertical e
horizontal da massa mg, temos as seguintes relagoes

Lo =T+ TrCcosy € zz = rseny (2 1)

T3 =T +Trcosy e z3 = —rseny
Usando-se as relagoes (EI) obtemos as velocidades generalizadas dadas pelas se-
guintes formas

To =T — TPSENP € Zy = TP COS (2.2)

T3 =T — TPseny e 23 = —TrpCcos
Assim, usando-se as equagoes dadas em (E2), podemos escrever a energia cinética desse sistema
na forma
T = % [moi? + 5 (@3 + 22) + 0 (83 + ) + J¢] (2.3)
onde J é o momento de inércia da parte giratéria do motor.

Substituindo as velocidades das massas dadas pelas equagoes (22) na equagao (E33),

reescrevemos a energia cinética 1" em termos do raio r e das variaveis x e ¢, ou seja

T = % {moi’Q + % (2 — rgseny)? + (r¢cos)? + (& — rgseng)? + (—rp cos ¢)?] + J@Q}
- % {moj:Q + % 2(i — rpsenp)? + 2r20% cos? o] + J@Q}
— % [moi? + m(2? — 2rigseny + r’g?sen?p + r’? cos? ) + J P (2.4)
— % [mot? + m(2? — 2rigseny + r’¢?) + J@?]
— % [my2? + m(—2rzgseng + r2p?) + JH?

onde m; = mg + m é massa total do sistema.

1
A energia potencial do sistema é dada por V =U — W,, onde U = 56272 ¢ a energia
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de deformacao da mola, e W, = —mgr cos ¢ denota o trabalho das forgas conservativas (peso).

Assim a energia potencial V' é escrita como

1
V= §cx2 -+ mgr cos @. (2.5)

Portanto, depois de obtidas as energias cinética T' e potencial V', respectivamente

pelas equagoes (E4) e (E3), escrevemos a lagrangeana £ do sistema como

1
£ =5 [mi? + m(=2rigseng +1°G%) + J@*] — Sea® — mgrcos . (2.6)

Assim, as equacoes de movimento de Lagrange para o sistema sera

afocy or
dfoc or _ '
a\agp) 8, — VW

onde i é uma forga linear de resisténcia ao movimento oscilatério, e M(¢) é uma fungao que

define as caracteristicas do torque resultante gerado pelo motor.
oL oL
ox’ oz’

Substituindo a lagrangeana dada pela equagao (E1) nas derivadas parciais
oL

oL <
9% e 90 da equagao (272) obtemos

(d (o
dt \ 0%

) = miT — mr@seny — mrg? cos @

oL s b I
i\ap) = mriseny — mripcose + 1

(2.8)
oL

— = —cx
ox

oL

— = —MrTY cos p + mgrseny
\ aSO

onde I = J + mr? é o momento de inércia total do sistema.
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Assim, usando-se as equagoes dadas em (E8) nas equagoes de (EZ4) obtemos

myi + i + cx = mrg? cos p + mr@senyp

Iy = M(p) + mrisenp + mgrseny

que é as equagoes de movimento do sistema (figura E7T).

2.2 O Péndulo Mecanico Nao-Ideal

Consideremos um sistema vibrante com trés graus de liberdade composto por um
bloco de massa m; e um motor DC' (motor de corrente continua) o qual esté fixo ao bloco e este
pode deslizar horizontalmente sobre uma base. Uma mola com nao linearidade cibica é presa
a uma parede e ao bloco. Além disso, um péndulo de comprimento L o qual possui uma massa
mg fixa a extremidade livre do péndulo é conectado ao bloco. O motor DC' gira uma pequena
massa desbalanceada msy a qual provoca oscilagoes no péndulo. Estas oscilagoes do péndulo tem
por finalidade “controlar” as vibragoes da massa m; do bloco queimando energia em forma de
oscilacoes. O motor DC' tem poténcia limitada, e entao o sistema dinamico torna-se nao-ideal,
pois o comportamento do motor é afetado pelo comportamento do bloco e do péndulo. Este
sistema mecanico é conhecido como Péndulo Mecanico Nao-Ideal (figura B2). Apresentaremos
a seguir as equagoes de movimento do sistema de duas formas, um utilizando o formalismo

lagrangeano, e outra, o formalismo hamiltoniano.

2.2.1 Equacoes Lagrangeanas

Denotemos por x o deslocamento horizontal do bloco de massa m;, por ¢ o des-
locamento angular da pequena massa ms e por 6 a oscilagao angular do péndulo. Definindo
as coordenadas 1y, e z; como sendo respectivamente as posicoes horizontal e vertical bloco de
massa m;, Yo € 2o respectivamente as posicoes horizontal e vertical da massa mo e, y3 e 23

respectivamente as posigoes horizontal e vertical da massa mg, temos as seguintes coordenadas
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Figura 2.2: Péndulo mecanico nao-ideal

generalizadas das massas:
Y1
Z1
Y2
Z9

Ys

z3

Usando-se as equagoes (E9) obtemos as velocidades generalizadas:

%
Z
Yo
2
Ys

Z3

y1t+ T

21

Yo+ + Rcosy
Zs + Rsenyp

ys + x + Lsend

Zg — L(1 — cos )

=

=0

= & — Rgsenp
= Rgpcosp

= &+ Llcosh
— —Lfsend

(2.9)

(2.10)

Em termos de coordenadas generalizadas, podemos escrever a energia cinética desse

sistema na forma

1

T = —[mi(y; + 27) + ma(95 + 23) + Jop® + ma(v3 + 23)]

2
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onde J; é o momento de inércia da parte giratéria do motor.
Substituindo as velocidades dadas pelas equagoes de (Z10) na equagao (EZI), rees-
cremos a energia cinética em termos do raio R, do comprimento do péndulo L e das variaveis

x, p e B, ou seja

1 . .
= §{m1$2 + ma[(& — Rgseny)? + (R cos p)?)] + Jop? + ms[(& + LO cos §)* + (—LOsend)?|}
1 . .
= é[mlﬁ + mo(2? — 2Ripseny + R2p?) + Jop? + ms(a? + 2020 cos 0 + L26?)]
1 . .
— §[moj:2 + mo(—2Ri¢seny + R2Q?) + Jo@? + mg(2Li0 cos 6 + L?*6?)]

onde my = mq + mo + mg3 é a massa do sistema.

A energia potencial total do sistema é dada por V = U—-W,, onde U = %/ﬁm?#—i/@x‘l
¢ a energia de deformagao da mola, e W, = —g[maRseny + m3L(1 — cos )] denota o trabalho
das forgas conservativas (peso). O termo ;lkgsc“ que aparece em U determina uma caracteristica
de nao linearidade do tipo Duffing U, e a constante g em V denota a aceleracao da gravidade.

Assim a energia potencial V' é escrita como

1 1
V= éklxz + Zk3$4 + g[meRseng + m3L(1 — cos 6)].

Portanto, usando o formalismo de Lagrange e as energias cinética 1" e potencial V',

podemos escrever a Lagrangeana £ do sistema Péndulo Mecanico Nao-Ideal como

1

L = 5 [moi? + ma(—2Ripseny + R25%) 4+ Jop? + ms(2Li0 cos 0 + L262)] (21
2.12
1 1
- {Ekle + Zk3x4 + g[mgRseny + mgL(1 — cos §)]}.
Assim, as equacoes de movimento de Lagrange do sistema sao
(4 (0L _oL _ .
ait\oi) ox — T
d (0L oL
— = —-—= = M( 2.13
i(5:) -5 = M@ (213)
d (0L oL iy
— (=)= = —¢
[ dt \ 96 00

onde —c; & é uma forga linear de resisténcia ao movimento oscilatério do bloco, M(p) é o torque

1'Um estudo sobre as equacdes de Duffing pode ser encontrado em [g]
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liquido gerado pelo motor e —c30 é a forca de amortecimento do péndulo.

Derivando parcialmente a lagrangeana £ em relacao as variaveis x, &, ¢, ¢, 6 e 0

obtemos
oL
% = —k‘lx — k’gl‘s
?)_4 = moi — myRpseny + msLé cos §
z
oL ..
% = —meRcosp(ip + g)
8_£' = —myRisenp + (Jo + moR?)¢
o[
oL ¥
5 = —mgLsenf (26 + g)
a—ﬁ. = mgLi cosf 4+ msL20
00
Mais ainda,
d oL .. . .9 ) 2
7\ 55 ) = moi- ma R(Pseny + ¢* cos ) + mgL(6 cos 6 — 0%send)
T
d (0L
- 8_ = —myR (Isenp + ipcos ) + (Jo + moR?) @
dt \ 0¢

d (0L . .
— <—) = m3zL(Z cos® — z0send) + msL*0
dt \ 90
Assim, as equacoes Lagrangeanas de movimento para o sistema é

moi + c1i + k1x 4 ksz® = moR(@seny + ¢? cos p) — mgL(f cos § — 62senf)
(Jo + maR?)p = myRiseny + M(p) — magR cos ¢

msL20 4+ cs0 = —msLi cosf — msgLsend
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Note que os termos do lado esquerdo do sistema anterior definem um acoplamento

entre motor, bloco e péndulo.

2.2.2 Equacoes Hamiltonianas

Considere os momentos generalizados P,, P, e Py os quais sao definidos em termos

das velocidades z, ¢ e 0 pelas relacoes

oL oL oL

0k ¢ 0 C " T 98

(2.14)

onde £ = L(x,%,¢,$,0,0) é a lagrangeana do sistema dada por (ZI2). Usando os momentos

generalizados dados em (EI4) e a lagrangeana (E12) temos

: 1
H(z,,0,Pp, P,y Py) = &P, + ¢P,+ 0P — §[m0j:2 + mo(—2Ripseny + R2p?)
: : 1 1
+  Jop? + m3(2La6 cos O + L26?)] + {§k1x2 + Zk3x4 (2.15)
+ gmaRseng +msL(1 — cos )]}

Agora, usando-se as defini¢oes de momento e da Lagrangeana dadas respectivamente por (2714)

e (I2) obtemos

P, = myi —maRpseny + msy Lo cosd
P, = —mgRisenp + (Jo +maR?)$ (2.16)

Py = maLicosf + msL20

Substituindo as equagoes de (E8) em (ZT3) obtemos

P, +pP,+ 0P, 1 1
H(:U,(p,@,PI,P@,P@) = ’ +902<p+ 9+{§/€1$2+Z—l/€3$4

+ glmeRseny + mgL(1 — cosf)|}

(2.17)
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@ —

+
temos

H =

_|_

+

_|_

Isolando &, ¢ e 6 em (EI8) obtemos

JQ + m2R2

(mo — mgcos? 0)(J2 + maR?) — (moRsenyp)?
me Rsenyp
P 2.18
* (mo — ms cos? 0)(Ja + maR2) — (moRsenp)? |~ % (2.18)
B (J2 + maR?) cos 6 P
L[(mg — mg cos? 0)(Jy + maR?) — (mgeRseny)?| K

me Rsenyp

Py
{ (mo — mg cos? 0)(Jy + maR?) — (maRseny)? }

1 (may Rseny)?

Jo + moR? * (Jo + moR?)[(mo — ms cos? 0)(Jy + maR?) — (moRseny)?]
meo Rseny cos 6 P
b

L[(mg — mg cos?0)(Jy + maR?) — (maRsenyp)?]

}P¢ (2.19)

i { (Jo + mgoR?) cos 6

Py
L{(mg — mg cos?0)(Jy + maR?) — (maRsenyp)?] }
meoRseny cos 6

= P,
{ mo —mgcos? ) (Jy + maR?) — (myRseny)?] | =%

(2.20)

(J2 + maR?) cos? 6 P
mgL2 L2 [((mo — mg cos? 0)(Jy + maR?) — (maRseny)?] b

Assim, substituindo as equagoes (E18), (E09) e (Z20) na Hamiltoniana (E2I2) ob-

JQ + m2R2 P2
(mo — mgcos? 0)(Jo + maR?) — (maRsenp)? )~ *
1 N (mgyRsengp)? p?
Jy+moR?  (Jy+ moR2)[(mo — mgcos?0)(Jy + maR?) — (mgoRseny)?| ) =~ %
1 N (J2 + myR?) cos® 0 P2
msL? ' L2[(mg — mscos? 0)(Jo + maR?) — (maRsenyp)?] )~ *
2maliseny PP, (2.21)

(mo — mg cos?0)(Jy + maR?) — (maRsengp)?
2(Jy + moR?) cosd
L{(mg — mg cos? ) (Jo + maR?) — (myRseng)?]
5 meo Rseny cos 6
L{(mg — mg cos?0)(Jy + maR?) — (maRsenyp)?]

P$P0

PPy

1 1
{§kzlx2 + Zk;;»,a:“ + g[maRseny + m3L(1 — cos 9)]}

A fim de obter as equacoes de Hamilton para este problema, consideramos a fungao

Hamiltoniana H(z, ¢, 0, Py, P,, Fp) = Pmi+P¢gb+P99—£($, 0, 0,1, 0, 9) e assim, diferenciando-
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a obtemos

OH OH OH OH OH OH
dH = apxdpgc—i— 8P¥,dp o7, dP9+a—dx+a—d © + 50 —d#, (2.22)
dH = (dP,)i + P,(dz) + (dP,)¢ + P,(dp) + (dPs)0 + Ps(df) — dL (2.23)
onde
oL oL oL oL oL oL
= — — — — — — 2.24
dL = 8a:d +8 de +89d0+8 dz +(‘3 de¢ —l—agde ( )
Além disso, usando as equagoes dadas pelas equagoes (E13) temos
oL . oL . _ oL . )
e =P, + a1 90 =P, — M(p); 20 = Py + c30 (2.25)
onde

: d (0L : d (0L : d (0L
=%, P B=2(%
v dt(aab)’ ° T dt (a ) k dt(ae>
Deste modo, comparando as equagoes (Z22) e (ZZZ3) e usando conjuntamente as

equagoes (E224) e (E223) obtemos

OH OH OH OH OH OH , .

+(dPy)6 + Pg(dé) (P, + clx)dx — (P M( ))dp — (Py 4 ¢30)d6 — Py(di) — P,(dp) — Py(dh)

Rearranjando os termos da equacao anterior adequadamente obtemos

OH OH oH . oH . .
(ap )dP+<8P )dP +(8P9 Q)dpe—f-(a—x—i-])x—FCll’)dl’ (226)

OH OH
+(a¢ + P, — M(¢ )) dap+(W+PB+c39)d9—0
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Portanto, das equagoes (2228) obtemos

(. _ OH
0P,
. OH OH
Pe = =5, ~“%p
_ o
7 = op,
. OH OH
P, = — =4 M(==
s 8g0+ (8Pg)
. OH
9 == 8_]39
. OH OH
LT "9 “ap,

que sao as equacoes Hamiltonianas de movimeento do sistema Péndulo Mecanico Nao-Ideal

com mola nao-linear sendo a Hamiltoniana H dada pela equacao (2ZZ1).
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Consideracoes Finais

Apos os estudos analitico de mecanica, nota-se que os formalismos de Lagrange e
de Hamilton trazem vantagens do ponto de vista de modelagem quando comparado com o for-
malismo newtoniano, visto que, as equacoes de Newton levam em conta coordenadas vetoriais
para descrever posicao, velocidade e aceleragao enquanto que nos formalismos de Lagrange e
Hamilton trabalham-se com coordenadas generalizadas. Além disso, apds a modelagem ma-
tematica dos sistemas que foram objetivos deste trabalho, nota-se que as equacoes de Hamilton
podem trazer vantagens do ponto de vista computacional, visto que sao equagoes de primeira
ordem e existem diversos programas que integram numericamente sistemas de primeira ordem.

Por fim, uma proposta de estudos futuros baseados nestes dois sistemas vibrantes é
um estudo analitico de suas equacoes de movimento, utilizando-se para isto a teoria cléssica de
sistemas dinamicos e a implementacao numérico-computacional para comparar os resultados

analiticos e numéricos.
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