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RESUMO

Neste trabalho de conclusdo de curso, através de pesquisa bibliogréfica, serdo abordados
alguns aspectos significativos do desenvolvimento historico das equacfes do 2° grau e
algumas aplicacfes compativeis ao Ensino Fundamental. Pretendemos, com isso,
ressaltar a importancia de estudar equacgdes do 2° grau mais profundamente, trazendo
novas abordagens além das contidas no livro didatico, proporcionando assim um interesse
maior dos alunos e, por sua vez, melhorando o seu aprendizado.

PALAVRAS-CHAVE: Histéria da matematica; EquacGes do 2° grau; Resolucdes
de problemas.
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1 INTRODUCAO

Dentre as dificuldades que cada aluno possui, na matematica abordada do Ensino
Fundamental, figuram as Equages do 2° grau, introduzidas no 9° ano.

As Equacdes do 2° grau possuem diversas aplicagdes no nosso cotidiano. A Historia da
Matematica nos mostra maneiras diferentes de algumas civilizagdes resolverem essas equacoes,
as quais, em grande parte, ndo sdo vistas nas escolas, pois ndo consta nos livros didaticos. Dai
a motivacdo para a escolha do tema EQUACOES DO 2° GRAU: Suas resolucdes ao longo
do tempo visando o Ensino Fundamental, para o desenvolvimento desse Trabalho de
Conclusdo de Curso.

O nosso trabalho tem como objetivo, através de pesquisa bibliografica, abordar varios
aspectos historicos das resolugdes das Equacdes do 2° grau, defini¢do, propriedades e algumas
aplicacbes compativeis ao Ensino Fundamental, visando ressaltar a importancia de incluir
algumas dessas abordagens neste nivel de ensino.

Com isto, organizamos este trabalho em capitulos. No Capitulo 1 (item 2), a partir da
Historia da Matematica mostraremos como as civilizagdes ao longo do tempo resolviam as
equacdes do 2° grau e como foi evoluindo com o passar dos tempos. Visto que ha indicios
histéricos de que algumas civilizacdes se apropriaram dos conhecimentos de outras ou que
apenas melhoraram o que ja havia sido feito anteriormente.

Por fim, no Capitulo 2 (item 3), apresentamos uma observacdo do livro “Vontade de
Saber Matematica”, 9° ano do Ensino Fundamental, para mostrar como é exposto o conteido
Equacdes do 2° grau pelo autor, e observar se tem alguma relacdo com as abordagens historicas

elencadas no capitulo anterior.



2 A HISTORIA DA MATEMATICA E AS RESOLUCOES DE
EQUACOES DO 2° GRAU

Os fatos histdricos relatados neste capitulo serdo embasados em Boyer (1999, p. 6 a
233) e Eves (2008, p. 58 a 389). Apenas serao referenciadas citacdes diretas dessas fontes ou
citacGes de outras fontes.

Inicialmente, quando se fala em Historia da Matemaética, o pensamento é levado as
civilizagBes antigas. As equacdes do 2° grau foram conhecidas pelos Egipcios, Babil6nios,
Gregos, Hindus, Chineses, Arabes e Europeus, tendo seu primeiro registro com os Babildnios,
que tinham uma Algebra bem desenvolvida e conseguiam resolver seus problemas por métodos
semelhantes que conhecemos hoje denominado método de completar quadrados.

A seguir, sera relatada a forma com que cada civilizacdo resolvia as equagoes
quadréticas; mas, ndo vai ser feito um relato cronoldgico, pois segundo historiadores, ndo tem
como afirmar ao certo a cronologia de tais fatos. Entdo, sera citada cada civilizacdo, na ordem

que aparece acima no texto.

2.1 As resolucdes da Equacéo do 2° Grau segundo os Egipcios

Sesostris ... repartiu 0 solo do Egito entre seus habitantes... Se o rio levava qualquer
parte do lote de um homem ... 0 rei mandava pessoas para examinar, e determinar por
medida a extensdo exata da perda ... Por esse costume, eu creio, é que a geometria
veio a ser conhecida no Egito, de onde passou para a Grécia. (HERODOTO, apud
BOYER, 1999, p. 6)

A civilizagdo Egipcia teve inicio por volta do ano 4000 a. C., se desenvolveu em uma
extensa faixa de terra ao lado do rio Nilo. A grande maioria destas terras erram ferteis, devido
as cheias periddicas do rio, onde era depositada uma rica camada de himus em suas margens.

Por ser fértil este solo nas margens do rio, por sua vez, era propicio a agricultura. Os
Egipcios para proteger as casas das inundac6es, construiram barragens e canais de irrigacoes,
que serviam também para levar a agua do rio as regioes mais distantes. A civilizacdo Egipcia
passou por varios periodos importantes, mas todos de mesmo aspecto social e econdmico, assim
como matematico e cientifico.

O Egito depois do século XII a.C., sofreu sucessivas invasdes por povos diferentes.

Apenas por volta do ano 30 a.C., que o Egito foi tomado pelos Romanos, trazendo assim uma
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grande ruptura da civilizacdo Egipcia com sua cultura. Fazendo com que alguns ramos da
ciéncia tivessem grandes avangos, como a astronomia, a matematica e a medicina.

Os sacerdotes Egipcios tinham um grande conhecimento na medicina, como por
exemplo, a pratica da mumificacdo e também os procedimentos médicos encontrados em alguns
papiros. Além disso, os sacerdotes faziam calculos matematicos para determinar, por exemplo,
quando iriam ocorrer as cheias no rio Nilo, para saber a época certa para as atividades agricolas,
eles faziam esses calculos se orientando atraveés das estrelas, assim, podendo determinar quando
ia ocorrer tal fato, posteriormente baseando se nesses calculos, construiram um calendario com
12 meses de 30 dias cada um.

Mas, somente no século XVIII, que foram encontradas evidéncias mais importantes no
ponto de vista do conhecimento matematico dos Egipcios, dentre essas evidéncias tém-se varios
papiros. Sendo os de mais destaques: o papiro de Kahun, de Berlim, de Moscou e o papiro de
Rhind. Nesses papiros traziam varios problemas e cole¢Ges matematicas.

Os Egipcios desenvolveram uma técnica para resolver equac@es do 1° grau, conhecida
como “método de falsa posi¢do”, (A regra da falsidade, assim chamada, ndo porque ela ensine
qualquer fraude ou falsidade, mas porque por meio de numeros tomados a sorte, ensina a
encontrar o nimero verdadeiro que é pedido.); este método encontra registrado nos papiros de
Moscou e Rhind, entre outros papiros.

Porém, no Egito ndo foi encontrado nenhum registro oficial da resolucdo de equacdes
do 2° grau, mas, eles desenvolveram um método similar ao método da falsa posicao, conhecido
como “dupla falsa” para equagdes simultineas do tipo x2+y?=key=ax ,comke a
ndmeros positivos.

Exemplo 1: A soma das areas de dois quadrados é 100. O triplo do lado de um deles ¢é
0 quadruplo do lado do outro. Encontre os lados desse quadrado. (Exemplo retirado do papiro
de Berlim).

Solucéo:

Morgado (1999) traz uma solucdo para este problema, resolvida pelo método da falsa
posicao, que seria a seguinte:

Em simbologia atual seja o sistema de equagdes que representa o problema,

{xz + y2 =100
4x = 3y

O procedimento adotado era o seguinte:
11



Observe que a equacéo é satisfeitaporx =3 ey =4.

Substituindo x e y por estes valores, na primeira equacao obtém se

x? + y? = 3% + 42 = 25 . Assim para obter a soma 100, bastaria multiplicar os valores
de x e y por 2, isto é, bastaria fazer x =2-3 =6 ey =2-4 = 8 ; entdo resulta em: x? +
y? = 62 + 82 = 100 . Logo os lados procurados seriam 6 e 8.

Pedroso (2010), em um artigo publicado diz:

Em simbologia atual seja o sistema de equacgdes que representa o problema,

x%+y? =100
4
y= §x
O procedimento para a resolucdo do problema era:
1. Tomex = 3 ,entdo, y = 4;
2. Assim, 32 + 42 = 25.(25 # 100).
3. /25 =15,4/100 = 10;
4, 10+-5=2
5. Os lados sdo respectivamente 2-3 =6e4-2 = 8.
Portanto os lados procurados séo respectivamente 6 e 8, assim como Morgado (1999),

mostrou em sua solucéo citada anteriormente.

2.2 As resolucdes da equacao do 2° Grau segundo os Babilonios da

Mesopotamia

Mesopotamia € a regido do Oriente medio localizada entre os rios Tigres e Eufrates,
regido onde hoje estd situado o Iraque e a Siria. A palavra Mesopotamia vem do grego e
significa “terra entre rios”.

Como a Mesopotamia tinha abundancia de agua e solos férteis, acabou atraindo diversos
povos para aguela regido, assim formando a Mesopotamia. Esses povos que formaram a
civilizacdo Mesopotamica eram compostos pelos Acadios, Amorritas (Antigos babildnios),
Caldeus e Hititas, que lutavam pela posse das terras produtivas.

Por causa da sua posi¢do geogréafica, a Mesopotamia sempre foi mais vulneravel a

invasdes, ao contrario da civilizacdo Egipcia. Essas duas civilizagdes se desenvolveram no
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mesmo periodo, segundo historiadores, porém, foi um desenvolvimento separado, sem
nenhuma delas saber as informacdes da outra.

A matematica mesopotamica teve um grande desenvolvimento por parte dos sacerdotes.
Assim, como os Egipcios, os babilénios tiveram a Matematica e outras ciéncias extremamente
voltadas para a pratica, para facilitar o célculo do calendario, as colheitas, organizacéo de obras
e cobrancas de impostos.

Os babil6nios tinha uma maior facilidade que os Egipcios para efetuar calculos. Eles
tinham técnicas para equacdo quadratica e bi quadratica, além de possuirem férmulas para
calcular areas de figuras planas simples e formulas para o calculo do volume de sélidos simples.

Os babildnios possuiam um sistema de numeracdo posicional bem desenvolvido, com
base 60, visto que os divisores naturais de 60 sdo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 e 60, o que
facilitava o calculo com fragdes.

Através de pesquisas arquetlogas no fim do século X1X e na primeira metade do século
XX, foi um marco importante na avaliacdo da qualidade da matematica praticada na
Mesopotamia, mostrando claramente que esta era muito mais desenvolvida que a matematica
Egipcia. Entre os vérios tabletes de argilas, que hoje se encontram em museus da Europa entre
outros, existem algumas que tratam de equacdes do 2° grau.

Um tablete tipico que nos traz o seguinte problema, aqui formulado no nosso sistema de
numeracdo decimal, para simplificar os calculos, é o seguinte:

Exemplo 1: Achar o lado de um quadrado se sua area menos seu lado € igual a 870.

Solucéo:

Chamando o lado por x, este problema se traduz hoje, na linguagem simbolica algébrica,
na equacdo x? — x = 870.

Sendo uma equacdo do tipo x? — px = g, com p e g positivos, tem uma raiz positiva,

O +a+ @

Porém os babil6nios nao dispunham desta formula algébrica, mas o processo que seguiu

dada por § .

é inteiramente equivalente a aplica-la, com efeito, a resolucéo registrada no tablete € a seguinte:

Tome a metade de 1 (coeficiente de x), que é % , e multiplique por ela mesmo G . % = i)

, some isto a 870 (termo independente), %+870=%, em seguida tire a raiz
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quadrada /344&: ?: 29,5 , que obtém um quadrado de lado medindo 29,5 unidade de

medidas, cujo lado somado a metade de 1, d& 30, o lado do quadrado procurado.

Deste exemplo podemos observar que seria 0 mesmo que aplicar a formula (A), e
podemos notar também que a formulacdo do problema pelos babilénios, mostra a auséncia de
simbolismo algébricos em sua matematica.

Exemplo 2: Adicionei sete vezes o lado de meu quadrado a onze vezes a superficie que
¢igual a2 .

4
Solucéo:
Chamando o lado do quadrado de x, este problema seria escrito hoje, em notacgéo

algébrica moderna, como:

11x%2 +7x = 24—5.

Sabemos que a solucéo da equagdo ax? + bx — ¢ = 0, com ¢ positivo, é dada por:

2 a \’4 c

Neste caso, b = 7ea = 11.

O procedimento indicado pelo escriba é:

1.  Escreva 7 e 11, multiplique 11 por % = %;

2. Divida 7 em duas partes, %;

. e 7 7 7
3. Multiplique > por ele mesmo, Pty

49 275 324 . . 324 324 18 P

4, Some — a — = — tire a raiz de —, f—=—=9. Isto é 0
4 4 4 4 4 2

quadrado de 9.

5. Subtraia Z de 9; Z_9=L1
2 2 2

11 1 . .
O que devemos fazer com11 que fornece 7? Sendo > seu quociente, ou seja o lado do
, 1
quadrado é 5

Em outro tablete, uma equacéo do tipo ax? + bx = ¢ é multiplicada por a, obtendo
(ax)? + a(bx) = ac. Esta equacdo na incégnita y = ax é entdo resolvida. Este é um dos

primeiros casos registrados de uma mudanca de variaveis.
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Em muitos tabletes, uma equacdo da forma x2 + g = px , com p e q positivos, é dada
sob a forma de sistema equivalente,
{x +y=p
Xy =4
A orientacéo dos babildnios para resolver o sistema consistia no seguinte:

x+y

Tomar a metade de p: 2 = =

Quadrar o resultado: (g)z _ (ﬂ)z

2

Subtrair g do resultado obtido:

(p)z_q=(x+y)2_xy=x2+y2+2xy—4xy=(x—y)2

2 2 4 2

2 -—
Tomar a raiz quadrada do resultado obtido: (g) —q==*

Somar o resultado obtido pela a metade de p:

N p _x—y x+y 2x
Q) —atg=—F =T

O resultado obtido € um dos nimeros desejados e o outro € a diferenca deste para p ;

p—x=k+y)-—x=y
Note gue 0s nimeros procurados sao:

y=p-(2+ &) -q =w

O que refere a formula que ¢ utilizada hoje para resolver a equacgéo
x?2—px=q.
Exemplo 3: Resolva a equacéo quadratica x> — 5x + 6 = 0 pelo método babilbnio.
Solucéo:
Primeiramente colocar a equacdo sob a forma x? + 6 = 5x,ondep =5e g = 6.

Pois bem uma das raizes &,
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PtV —4q
2

54+V52—-4-6
2

X =

X =
E a outra raiz é;
y=p—x
=5-3
y=2
Este método indicado para a solucdo de equacdes quadratica era preciso, pois 0s
babil6nios ndo trabalhavam com niimeros negativos e nem raizes negativas, pois nao existiam
ainda na sua aritmética.
Até os tempos modernos ndo havia, ideia de resolver uma equagdo quadratica da
forma x2 + px +q = 0, onde p e g eram positivos, pois a equagio ndo tem raiz
positiva. Por isso as equagdes quadraticas ... foram classificadas em trés tipos, x? +
px =q,x*=px+qex?+q=px. (BOYER, 1999, p.22)
De fato a matematica babil6nica estava mais a frente da egipcia, pelo fato das invasdes
gue a Mesopotamia sofreu ao longo do tempo, teve contato com diversos povos e
conhecimentos diferentes. A Mesopotamia também teve papel de destaque no desenvolvimento
da matemaética do povo grego.

2.3 As resolucdes da Equacado do 2° Grau segundo os Gregos

A civilizacdo grega desenvolveu no sul da Europa, em uma regido de relevo acidentado
e de litoral cheio de ilhas. Foi formada por volta do século XX a. C. ao século Xl a. C., por
invasdes de Aqueus, Jonios, EGlios e Dorios.
A revolugdo matematica dos gregos consiste de uma ideia muito simples, enquanto o0s
egipcios e babil6nios perguntavam: Como? Os gregos indagavam 0 como e 0 porqué?
Pela primeira vez na matematica, como em outros campos, 0 homem comec¢ou a

formular questdes fundamentais como “Por que os angulos da base de um triangulo
isosceles sdo iguais? ... Os processos empiricos do Oriente Médio, suficientes o
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bastante para responder questfes na forma de como, ndo mais bastavam para as
indagacOes mais cientificas na forma de porqué. (EVES, 2008, p.94.)

Desta forma a matemaética que era pratica, passou a ter seu conhecimento voltado para
conceituacdo, teoremas e axiomas.

Fazendo assim com que o carater da matematica grega seja diferente da matematica
babil6nia e egipcia. Os gregos transformaram os conhecimentos destas duas civilizages em
um corpo de resultados bem estruturado no qual a argumentacdo matematica é feita atraves de
demonstra¢fes matematicas.

A histdria grega pode ser recuada até o segundo milénio a.C., quando, como invasores
iletrados vindo do norte, abriram caminho até o mar ... Supbe-se que alguns
rudimentos de célculo viajaram pela mesma rota, mas as partes da matemaética
sacerdotal podem ter permanecido restritas a seus dominios ... Logo, porém ...
estudiosos gregos se dirigiram aos centros da cultura no Egito e Babildnia. Ali
entraram em contato com a matematica pré-helénica, mas ndo estavam dispostos a

apenas receber antigas tradicdes, e apropriaram tdo completamente do assunto que
logo ele tomou forma drasticamente diferente. (BOYER, 1999, p. 30)

Esta transformacdo da Matematica deu origem a Matematica Moderna, que nasceu
dentro do racionalismo jonico (crescente), comegou com Tales de Mileto (um dos “sete sabios”
da Antiguidade), na primeira metade do século VI a.C.

Quanto as equacdes do 2° grau, o0 método utilizado para resolver as equacdes pelos
gregos, dava, geralmente, por construcao geométrica.

A sequir, segundo EVES (2008, p. 110), o método das proporc¢des permite a construcao
de um segmento de reta x dado por a: b = c:x ou por a: x = x: b, onde a, b, ¢ , S&0 segmentos
de reta dados. Isto é, 0 método das proporg¢des fornece solucdo geométrica das equacdes.

ax =bcex?=ab

Figura I: Método das proporcdes

Fonte: Eves 2008, p. 110.
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A proposicdo 44 do livro | dos Elementos de Euclides resolve a construgédo da seguinte
maneira: Aplicar um dado segmento de reta AB em um paralelogramo de &rea dada e angulos
de base dados.

Considerando o caso particular, onde os angulos da base séo retos de modo que o
paralelogramo seja um retangulo. Chamando o comprimento do segmento de reta AB por a, €
a altura do retangulo por x e a dimens@es de um retangulo de area igual a do retangulo aplicado

por b e c. Entdo, temos
. b
ax = bc ou ainda, x = ;C .
Agora explicando o método de aplicacdo de area, considere um segmento de reta AB e

um paralelogramo AQRS cujo lado AQ esta contido na semirreta AB, Se Q no coincide com
B, tome C de modo que QBCR seja um paralelogramo. Quando Q esta entre A e B, diz-se que
0 paralelogramo AQRS esta aplicado ao segmento AB, ficando aquém pelo paralelogramo
QBCR, quando Q coincide com B, diz-se que o paralelogramo AQRS esté aplicado no segmento
AB, quando Q esta no prolongamento de AB diz-se que o paralelogramo AQRS esta aplicado
ao segmento AB, excedendo pelo paralelogramo QBCR.

A proposicdo 28 do livro VI dos Elementos resolve a constru¢do da seguinte maneira:
Aplicar a um dado seguimento de reta AB um paralelogramo AQRS de area igual a uma dada
figura retilinea F, e ficando aquém por um paralelogramo QBCR semelhante a um
paralelogramo dado, ndo excedendo a &rea de F a do paralelogramo descrito sobre metade de
AB e semelhante a deficiéncia QBCR. Considerando o caso particular onde o paralelogramo é
um quadrado. Chame o comprimento de AB por a, a base AQ do paralelogramo aplicado (um
retangulo) por x e o lado de um quadrado F, de area igual a do retangulo aplicado, por b. Entéo,

x(a—x)=b*=x* —ax+b* =0

A proposicgéo 29 do livro VI dos Elementos resolve a construgéo da seguinte maneira
também: Aplicar a um lado segmento de reta AB um paralelogramo AQRS de area igual a uma
figura retilinea F, e excedendo por um paralelogramo QBCR semelhante a um paralelogramo
dado. Considere o caso particular, onde o paralelogramo dado é um quadrado. Denote o
comprimento de AB por a, a base AQ do paralelogramo aplicado (retangulo) por x e o lado de
um quadrado F de area igual ao retangulo aplicado por b. Entéo,

x(x—a)=b?>=x*>—ax—b*>=0
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Segue assim que a Proposicao 44 do livro | fornece uma solugdo geométrica da equagao
linear ax = bc e as proposicdes 28 e 29 do livro VI fornecem solucBes geométricas de equacgdes
quadraticas x> — ax + b? = 0 e x> — ax — b? = 0, respectivamente.

J& segundo Morgado (1999), em seu trabalho Millenium, fala que nos elementos de
Euclides, ensina-se a resolver o mesmo problema da seguinte forma:

“Dividir um segmento de recta em duas partes tais que o rectangulo contido pelo
segmento dado e uma das partes seja igual ao quadrado da outra parte”.

Solucéo:

Resolve-se este problema, solucionando a equagio a(a — x) = x2, onde a é o segmento

dado. A equacdo pode ser escrita sob a forma % = axTx trata-se de dividir o segmento a em
média e extrema raz&o.
Seja AB o segmento dado e consideremos a circunferéncia tangente a AB em B e cujo
- , a
raio € —.
2
A reta definida por A e pelo centro O da circunferéncia encontra a circunferéncia nos

pontos C e D.

Figura Il:

Fonte: Morgado, 1999, Milleniun.

O arco da circunferéncia de centro A e raio AC encontra AB no ponto M. As partes

AM

perdidas séo precisamente AM e MB e tem-se a8
AM AB
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Com efeito, tem se a? = (a + x)x, onde a e x designa, respectivamente, o comprimento
de AM (o quadrado da tangente € igual ao produto da secante pela sua parte externa) e da
desigualdade a? = (a + x)x, resulta a(a — x) = x?2, quer dizer, a parte
a — x é igual ao quadrado da outra parte, jaque a — (a — x) = x.

Aigualdade a? = (a + x)x resultaimediatamente da aplicacdo do teorema de Pitagoras

ao triangulo retangulo ABO. Assim tem-se AB? + BO? = 0A?, isto é,

a® + (%)2 = (% + x)z, onde a? = x2 4 ax = x(a + x), 0 que se pretendia.

Neste mesmo trabalho, Morgado (1999) traz outra solu¢do geométrica de uma equacéao
quadratica:

Suponhamos agora que queremos resolver a seguinte equacgéo x? + px = q.

Solucéo:

Esta equacéo é, evidentemente, a equacao

(x+§)2=gz+q.

« « . p2 . .
Entdo, para resolver a equagdo, basta construir Z + g, extrair-lhe a raiz quadrada e

subtrair-lhe, em seguida, g.

Figura I1: Solucao geométrica, segundo Morgado

Fonte: Morgado, 1999, Millenium.
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Comecemos por considerar duas retas r e s, concorrentes em O, e sobre r, um ponto M

tal que OM = g, sendo p o comprimento do segmento AB relativamente ao segmento indicado

EF = u, e consideremos sobre os dois pontos P e Q,
taisque OP =ue PQ = g. Unamos P e M e conduzimos por Q uma paralelaa PM, seja N o

ponto de interseccdo dessa paralela com r.

op P OM-P 2
Tem-se 2= = 226 portanto, MN = 222 = 27,
oM MN OP 4

Consideremos agora o ponto R, de r, tal que:

2
MR:MN+NR:§ +q.

. . 2
Trata-se de extrairmos a raiz quadrada de % +q.

Para isso, marquemos sobre r 0 ponto S tal que RS tenha comprimento u e R fique entre
MeS.

Consideremos uma semicircunferéncia &, de diametro MS e seja T 0 ponto de encontro
dessa semicircunferéncia com a perpendicular a r conduzida por R. Por um teorema conhecido
da Geometria Elementar (a altura de um triangulo retangulo relativa a hipotenusa é o meio

proporcional dos segmentos que 0 seu pé determina na hipotenusa), conclui-se que RT é
. . 2
preciosamente a raiz quadrada de % +q.

Para obter x, basta determinar o valor de RT — g.

2.4 Asresolucdes da Equacédo do 2° Grau segundo os Hindus

EscavagOes arqueologicas em Mohenjo Daro fornecem evidéncias de uma civilizagéo
muito antiga e de alta cultura na india. Creditam que j& existia desde a época em que eram
construidas as piramides egipcias, mas ndo existem documentos matematicos dos indianos
dessa época. Mais tarde o pais foi ocupado pelos Arianos, que introduziram o chamado sistema
de castas, atrasando assim o desenvolvimento dos indianos, e também desenvolveram a

literatura sanscrita.
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A India tinha como politica, varias cidades pequenas desunidas, o que tornava mais facil
as invasoes de seu territdrio. E como sempre os invasores se impunham como classe dominante,
evitando a miscigenacdo com o povo indiano.

Os arianos durante o tempo que ali estavam desenvolveram o hinduismo, combinagéo
de religido, filosofia e estrutura social.

O hinduismo é um conjunto de crencas e leis que baseava em trés ideias principais: culto
a um grande namero de deuses, transmigracdo da alma e o sistema de castas que dividia
rigidamente a sociedade indiana em cinco grupos: Brahmara (sacerdotes), Kshatriya
(querreiros), Vaisya (comerciantes e artesées) e 0s Sudra (camponeses).

Por volta do ano 320 a. C., Chandragupta Mauria, unificou 0s pequenos estados indianos
e criou o Império Mauriano, seguido pelo seu neto Acoka. No ano 185 a. C., o império Mauriano
entrou em decadéncia e comecou a ficar dividido novamente em pequenos estados.

Dentro deste periodo a india obteve um grande desenvolvimento cultural, isto até o ano
200 d. C. Por volta de 320 d. C., a India foi novamente unificada por Chandragupta I, dando
origem ao império dos Grupta.

No século VIII, os arabes invadiram a India, introduzindo o islamismo na india. E
durante o século anterior (V11) a india foi invadida também pelos ingleses.

A matematica hindu por sua vez, exibia surpreendente independéncia em seu trabalho
matematico, e raramente se referia a seus predecessores. A India, assim como o Egito, tinha
seus “‘esticadores de cordas”, e as nogdes geométricas tomaram a forma de um corpo de
conhecimentos conhecido como o0s “Sulvasutras” ou “regras de corda”, Sulva refere-se a cordas
utilizadas para medidas, e sutra um livro de regras.

Existem trés versdes, todas em verso, da obra os Sulvasutras. A mais conhecida tem o
nome de Apastamba. Nesta versdo, da mesma época de Pitadgoras, encontra regras para a
construcdo de angulos retos por meio de termas de cordas cujos comprimentos formam triadas
pitagoricas como 5, 11 e 13, ou, 8, 15e 17. Onde essas triadas eram encontradas na antiga regra
babil6nica, mostrando que teve influéncia Mesopotamica nos Sulvasutras.

A origem e data dos Sulvasutras ndo incertas, ndo sendo possivel dizer se tais regras sao
ou ndo relacionadas com a primitiva agrimensura egipcia.

Com o encerramento do periodo dos Sulvasutras, segue a idade dos “Siddhantas”, ou

“sistemas de astronomia”. O inicio da dinastia do Rei Grupta (290) assinalou o comeco de um
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renascimento da cultura sanscrita, onde os Siddhantas parecem ser um produto desse
renascimento.

Concorda em geral que, os Siddhantas vém do fim do quarto século ou comeco do
quinto, mas existem varios desacordos em rela¢do ao conhecimento que contém.

Segundo Eves (2008, p. 255), os hindus foram habeis aritméticos e deram contribui¢des
significativas a algebra. Os problemas aritméticos eram resolvidos por falsa posicéo.
Utilizavam outro método de resolucdo que era o de inversdo (método do retorno), no qual se
trabalha para tras, a partir dos dados.

Durante a invasdo dos arabes, muitos resultados obtidos pelos matematicos gregos,
chegaram ao conhecimento dos hindus. Os hindus apenas melhoram sob alguns aspectos e
traduziram para a sua lingua, e os exprimiram com eloquéncia poética e romantica.

Vejamos um exemplo sugerido por Bhaskara (Boyer, 1999, p. 255):

“Linda donzela de olhos cintilantes, se conheces o método do retorno diz me: qual € o
namero que, multiplicado por 3, associado por este produto, dividido por 7, diminuido de % do

quociente, elevado ao quadrado, diminuido de 52, acrescido de 8 e dividido por 10, d& como
resultado o nimero?”

As equacbes do 2° grau surgiram pela primeira vez na matematica hindu nos
Sulvasutras, sob as formas ax? = c e ax? + bx = ¢, sem que sejam apresentadas solugGes.
Posteriormente no manuscrito Bakshali, é descrito um procedimento da solucdo que
corresponde a formula moderna

vb%2 +4ac—b
2a

X =

Para a equacdo ax? + bx —c = 0.

Segundo Pitombeira (2015), Aryabhata, em torno de 500 d. C., chega a uma equacéo do
2° grau a partir de progressdes aritméticas. Onde o enunciado era o seguinte: seja a 0 primeiro
termo e d a razdo da progressdo aritmética, respectivamente. Consideremos os termos de (p +

1) até (p + n), Se n é o termo médio, temos:
n—1
m=a-+ (T + p) d
Entdo a soma desses termos € S = ay,q + - + apin = NN

Se p = 0, podemos obter n em funcdo de a,d e S:
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S = ( +n_1>d
=nla 2

28 = (2an + n? —n)d = n?d + n(ad — d)
n?d+n(ad —d)—25=0

—(a—1) ++/d2(a — 1)2 + 452
n =
2d
Pitombeira (2015) ainda fala que, Aryabhata mostra também como achar x e y

conhecendo xy e x — y: a expressao,

Vaxy + (x —y)> £ (x — y)
2

Mas da x e y respectivamente.
Outro matematico hindu que ensina a resolver a equacéo do tipo ax? + bx = ¢, com
a,b e c positivos e Brahmagupta, que nasceu em 598. Seu procedimento corresponde

exatamente a formula:
n\2 b
Vaac+b2-b ac+(5) )

X=——"—0Ux =
2a

Bhaskara, também mostra como resolver a equagdo ax? + bx = c.

Para isso, em um de seus trabalhos ele multiplica ambos os membros da equacéo por a:
(ax)? + (ab)x = ac

Em seguida, completa os quadrados explicitamente:

b\’ b\’
(ax)? + (ab)x + (E) =ac + (§> :
Nesta época, ja havia plena consciéncia de nimeros negativos e de que o nimero de
raizes de uma equagao do 2° grau pode ser 0, 1 ou 2. Brahmagupta afirma que “o quadrado de
negativo ¢é positivo e que de 0 ¢ 0” (Pitombeira, 2015, p. 23).

Por Pitombeira (2015), Bhaskara, diz que:

O quadrado de uma grandeza positiva ou de uma grandeza negativa é positiva e a raiz
quadrada de uma grandeza positiva é dupla, positiva e negativa. Ndo ha raiz quadrada
de uma grandeza negativa, pois ela ndo é uma grandeza. (PITOMBEIRA, 2015, p.
24).
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Como exemplo de uma equacgdo quadratica duas raizes positivas, Bhaskara propde o

seguinte problema:

A oitava parte de um bando de macacos, elevada ao quadrado, brinca em um bosque.
Além disso, 12 macacos podem ser vistos sobre uma colina. Qual o total de macacos?
(PITOMBEIRA, 2015, p. 24).

Na linguagem algébrica este problema pode ser escrito, como

x2
a + 12 = x.

Cujas raizes sdo x = 48 e x = 16.

2.5 As resolucdes da Equacdo do 2° Grau segundo os Chineses

Segundo Boyer (1999, p. 133), a civilizacdo chinesa, assim como a civilizacdo indiana,
€ muito mais antiga que as civilizagdes grega e romana, mas ndo mais antigas que as civilizagdes
egipcia e mesopotamica.

A civilizacdo chinesa desenvolveu-se as margens dos rios lang-tse e Amarelo, pelo o
que se refere, comparavel as do Nilo, ou de entre os rios Tigres e Eufrates, mas ndo tem
evidéncias especificas sobre este fato.

A China antiga costuma ser dividida em quatro grandes periodos:

eChina antiga (2000 a. C. — 600 a. C.), periodo onde foi governada por
Monarquias Hsia, Shang e Chou, onde o poder real se encontrava nas maos de pequenos
senhores e governantes das pequenas cidades.

e China classica (600 a. C. — 221 d. C.), periodo onde o filosofo Confucio pregava
uma reestruturacdo social e politica. Nas suas pregacOes ele pregava o respeito pelas
autoridades, cuidados com a pobreza, humildade e ética por parte dos governantes.

No mesmo periodo € criado o taoismo por Chang Tzu (394 — 295), o que
proclamavam uma ordem no universo e recomendava a paz. Por volta de 200 a. C., a

dinastia Ham cria um império, que prolonga até o fim da China classica.
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e China imperial (221 d. C. — 1911 d. C.), neste periodo a China encontrava em
meio de varias lutas internas. Onde com a queda da dinastia Ham, os senhores
comecaram a lutar entre si para ter dominio em suas regides. Em 618 d. C., acontece a
unificacdo da China pela dinastia Sung e Yuan, onde elas bancaram as artes e literatura,
surgindo a era do ouro. Fazendo com que a China alcangasse grandes dimensdes, com
a abertura do comercio Chinés com a Europa.

e China moderna (1911 d. C. — hoje).

O império chinés, so foi rompido com a revolucdo de 1911. Dando origem a China
moderna. Vale ressaltar que o império chinés ao contrario do império romano, isto na época do
imperador Kublai Khan, tinha uma cultura rica e uma base intelectual solida. Enquanto os
romanos eram militares analfabetos. Porém o interesse dos chineses pela literatura e arte, fez
com que a matematica e a ciéncia, sofressem atraso em relagao as outras disciplinas,

Os historiadores consideram dificil datar os documentos matematicos da China. Pois, 0
classico mais antigo da matematica chinesa “Chou Pei Suang Ching”, tem uma variacdo de
quase mil anos. O problema de sua data € dado pelo fato de poder ser obra de varios homens,
em periodos diferentes.

Outra publicacdo quase tdo antiga quanto o Chou Pei, e talvez o mais influente livro de
matematica chinés, ¢ o “Chui-Chang Suan-Shu” (Nove capitulos sobre a Arte Matematica).
Entre seus assuntos abordados, chama a atencdo com problemas sobre a mensuragéo de terras,
agricultura, sociedade, engenharia, impostos, célculos, solucdes de equacles, e propriedades
dos tridngulos retangulos.

Epoca em que os gregos compunham tratados ordenados e sistematicamente
expositorios, os chineses repetiam o velho habito dos babildnios de copilar cole¢cbes com
problemas especificos.

Nesta publicacdo de Nove capitulos, em relacdo as Equacdes do 2° grau, os chineses se
assemelham a matematica egipcia pelo uso da “falsa posi¢ao”, mas, assim como a origem da
matematica chinesa em geral, parece independente de influéncia ocidental. Ainda, também,
dentro da publicacéo aparece a solucéo de problemas sobre equacdes lineares, usando nimeros
positivos e negativos.

Os chineses gostavam dos diagramas para resolver sistemas de equac0es lineares. Vale
observar que o quadrado magico tem seu primeiro registro efetuado pelos chineses, mesmo que

tenha uma origem mais antiga e desconhecida.
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Durante toda a sua historia, a cultura chinesa foi prejudicada por quebras abruptas
impedindo assim algumas das notaveis antecipacfes dos métodos modernos, que poderiam ter
modificado o desenvolvimento da Matematica. Em 213 a. C., por exemplo, o imperador da
china mandou queimar todos os livros. Algumas obras escaparam, através de cOpia, por
transmisséo oral e o aprendizado continuou.

Parece que existiu algum contato entre a india e a China, assim como entre a China e o
Ocidente; pois, muitos dizem ter influéncia babildnica ou grega, mas a china ndo utilizava
fragOes sexagesimais. O sistema de numeracdo deles era decimal.

Os chineses também conheciam operagdes sobre fracdes comuns, para as quais achavam
0 minimo denominador comum (m.d.c). Trabalhavam com ndmeros negativos, em que eles
utilizavam duas colecdes de barras, uma vermelha e a outra preta, a vermelha para o0s
coeficientes ou nimeros positivos e a preta 0s negativos, mas ndo aceitavam a ideia de um
ndmero negativo ser solucdo de uma equagéo.

A matematica primitiva da China é tdo diferente da matematica de periodos comparaveis
em outras partes do mundo, que a hipotese de desenvolvimento independente parece justificar.

Segundo Boyer (1999, p. 138), ele afirma que, de qualquer forma, parece seguro dizer
que se houve comunicacdo antes de 400 d. C., entdo saiu mais matematica da China do que
entrou.

Dentro do terceiro século Liu Hui, o importante comentador dos Nove capitulos,
determinou o valor de & sendo 3,14, usando um poligono regular de 96 lados e a aproximagéo
3,14159 considerando um poligono de 3072 lados.

No século XIIl. Com o fim do império Sung, a china atinge o ponto mais alto de sua
matematica. Periodo do surgimento de Yang Hui (1261 — 1275), um matematico que trabalhou
com seéries numeéricas e apresentou uma variacdo chinesa para o triangulo de Pascal.

Neste periodo também surgiu o Gltimo e maior matematico chinés, Chu Shich-chieh
(1280 — 1303), porem, pouco se sabe sobre ele, nem mesmo a data de nascimento e morte sdo
exatas. Ele teve a oportunidade de escrever dois tratados. O primeiro deles escrito em 1299, foi
0 Suam-hsuch ch’i-meng (introducédo aos estudos matematicos), obra elementar que influenciou
a Coréia e 0 Japdo. Mas, o tratado de maior interesse historico e matematico é o Ssu-yuan yu-
chien (precioso espelho dos quatros elementos) de 1303.

Os quatros elementos eram “céu, terra, homem e matéria”, representacfes de quatro

incognitas na mesma equacdo. O livro dele representa um grande desenvolvimento da &lgebra
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chinesa, pois trata de equacfes simultéaneas e de equacdo de grau até quatorze. No livro ele
descreve um método de transformacao que chama método fan-fa ou fan, mas que geralmente é
chamado de método de Horner, um inglés que viveu meio milénio depois. A seguir um exemplo
do método de fan-fa.
Exemplo 1: Resolva a equagdo x? + 252x — 5292 = 0.
Solucéo:
Para resolver a equagdo x? + 252x — 5292 = 0, procedia da seguinte maneira:
x? + 252x = 5292
Chu Shich-chieh primeiro obteve x = 19, como aproximacdo (uma raiz cai entre x =
19 e x = 20), depois aplicou 0 método fan-fa, nesse caso a transformacéo
X =x + 19.
(19 4+ x)% + 252(19 + x) = 5292
Substituia o valor de x; na incognita x da equacéo original.
361 + 38x + x? + 4788 + 252x = 5292
x? +290x = 143

x, =19 + = 19,49.

14290
Repetia o calculo até que aparecesse o numero cujo valor ndo se modificasse

(convergéncia).
x, = 19,49 + x
Substituia o valor de x, na incognita x da equacdo original.
(19,49 + x)? + 252(19,49 + x) = 5292
x? +290,98x = 0,66

0,66
1+ 290,98

x; = 19,49

x; = 19,49 +

Logo 19,49 era o valor convergente. Ou seja, 0 numero 19,49 é o valor aproximado de

uma das raizes da referida equacéo.
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2.6  As resolucdes da Equacado do 2° Grau segundo os Arabes

O Império Arabe teve origem em Meca e com a fuga de Maomé para Medina em 622 d.
C., as tribos se uniram, mercé de um grande fervor religioso. Dentro de um século, empunhando
0 estandarte verde e dourado do islamismo, pela forca das armas estenderam o dominio em
direcdo, ao Egito e a Mesopotamia. Estava sobre seu dominio, por exemplo, Alexandria, que
ainda possuia uma atividade intelectual consideravel.

Por volta de 755 d. C., ocorreram disputas internas, o que levou a uma divisdo leste e
oeste no império, saindo dai um califado com capital em Bagda e o outro com capital em
Cérdoba.

As ciéncias tanto egipcia, como babildnica deixaram poucos registros, mas é razoavel
pensar que os conhecimentos foram transmitidos de geracdo em geracdo pelos habitantes do
lugar.

Foi de importancia fundamental para a conservacdo da cultura mundial, a maneira em
que os arabes se apoderaram do conhecimento grego e hindu. Os califas de Bagda foram
governadores esclarecidos, onde a maioria deles tornaram-se patronos da cultura, e convidavam
intelectuais eminentes para trabalharem junto as suas cortes. Traduzindo assim varios trabalhos
gregos de astronomia, medicina e matematica, para o arabe sendo assim preservados, até que
posteriormente 0s europeus tivessem condicdes para reproduzi-los para outras linguas.

A matemética e a astronomia foram sempre incentivadas pelos califas de Bagda:

e Al-mansur, que durante o seu reinado levou para Bagdad os trabalhos de
Brahmagputa que, foram traduzidos para o arabe;

e Harun al-Raschid, que se tornou conhecido por causa de As Mil e Uma Noites, e
patrocinou a traducédo de varios classicos gregos para o arabe, entre eles parte dos Os
Elementos de Euclides;

e Al-Mamun, foi também um patrono do sabe, além de ser um astrbnomo.
Patrocinou também vérias tradugdes de obras gregas para o arabe, entre elas destacam
0 Almajesto de Ptolomeu e a versdo completa de Os Elementos de Euclides. Construiu

em Bagd4 uma “Casa da Sabedoria”, semelhante ao museu de Alexandria.

Entre os mestres havia um matematico e astronomo, Mohammed ibu-Musa al-
Khowarizmi, que escreveu mais de meia dizia de obras de astronomia e matematica, das quais
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baseavam provavelmente nos Siddhantas derivados da india. al-Khowarizmi escreveu dois
livros sobre aritmética e algebra onde existe apenas uma cdpia com traducéo latim com o titulo
De numero hindorum. Esta obra era baseada provavelmente, na traducdo éarabe de
Brahmagupta, onde al-khowarizmi d& uma exposi¢do dos numerais hindus, que assume uma
falsa posicao de que o sistema de numeracdo é de origem arabe.

Através da aritmética, Al-khowarizmi tornou-se uma palavra vernacula, através do seu
mais importante livro, Al-jabr Wa’l muqabalah, ele nos passa uma palavra ainda mais familiar.
Surgindo assim com este titulo o termo algebra. O livro Al-jabr, é mais proximo da algebra
elementar de hoje que as obras de Diofante e de Brahmagupta, pois o seu livro ndo ocupa de
problemas dificeis de analise indeterminada, mas sim de uma exposicdo direta e elementar da
resolucdo de equacdes, especialmente de segundo grau.

O Al-jabr chegou, até nés, em duas versdes uma latina e a outra arabe, mas na latina
falta uma parte considerdvel do texto. Na latina, ndo h& prefacio, talvez porque o prefacio
elogiasse o profeta Maomé e Al-Mamum. Onde Al-khowarizmi escreve que esse Ultimo o tinha
encorajado a:

[...] compor uma breve obra sobre calculos por (regras de) complementacéo e reducéo,
restringindo-a ao que é mais facil e Util essa aritmética, tal como os homens
constantemente necessitam em casos de herangas, ..., e de outras coisas Varios tipos e
espécies. (KARPINSKI, 1915, p.96, apud BOYER, 1999, p.156)

N&o se sabe bem o que significa os termos Al-labr e Mugabalah, mas a interpretacdo
usual é semelhante & traducdo citada acima. Ou seja, Al-jabr significa algo como
complementacdo, ou ainda entende como a operacdo de somar para eliminar os termos
negativos. J& Mugabalah significa algo como reducéo. Ou seja, entende como a operacao de
subtrair, isto é ao cancelamento de termos semelhantes em lados opostos da equacao.

Segundo Morgado (1999), Al-Khowarizmi usou dois métodos gerais para resolver
equacdes quadraticas da forma x? + px = q.

Um exemplo de um dos métodos de Al-Khowarizmi é o seguinte:

Constroi-se um quadrado de lado x e, sobre esse lado, para o exterior do quadrado,
;- N 1

constréi-se um retangulo de lados x e na
Completa-se a Figura IV, construindo em cada um dos quatro cantos um quadrado de

lado igual a ip.
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Figura IV: Construcéo do quadrado

I'” - | | _._FJ

Fonte: Morgado, 1999.

Entdo a area do quadrado maior é x? + 4xip + 41—16pz =x%+px+ ipz.
Somando ipz a ambos os membros da equagdo x? + px = g, vem
2 1 2 1.2
X“+px+-p°=q+-p
4 4
(c42n) =t
x+-p) =.p°+4q

De onde x + %p = Epz + q e, por consequéncia x = Epz +q —%p.

O outro método de Al-Khowarizmi baseia-se na construcdo da figura.

Figura V: Construcdo do quadrado

Fonte: Morgado, 1999.

2
Entdo a area do quadrado maior é (x + %p) =x% + px +%p2 =q+ ipz, por ser

x% + px = q,de onde x + %p = Epz + q e, consequentemente,
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— (1.2 _1
x= [zp*+q—5p.

Exemplo: Encontrar a solugdo para x? + 12x = 64. 0

Figura VI:
H A o]
x
X
[ =] L
6
6
E G F

Fonte: Morgado, 1999.
Na figura a cima tem-se que AB = BC = x e que AH = CF = 6. Consequentemente a

érea do quadrado ABCD é dada por A, = x* e a &rea dos retdngulos HKBA e BGFC é dada por
A, = 6x. A soma dessas areas é

x% + 6x + 6x = x? + 12x. Completa-se o quadrado HEFD com o quadrado KEGB, cuja area
¢ dada por A’; = 36. A area do quadrado HEFD ¢é dada por

(x+6)2 =x2+12x + 36 = 64 + 36 = 100, 0 que resulta x = 4. Al-Khowarizmi, assim
como o0s demais matematicos, so considerava as raizes positivas, mas, admitia a existéncia de

duas raizes.

2.7 Asresolucdes da Equacédo do 2° Grau segundo os Europeus

Em 1575, a Europa Ocidental ja havia recuperado uma grande parte das principais obras
matematicas existentes. A algebra éarabe, foi perfeitamente dominada e perfeicoada, tanto para

resolucdes de equacdes, quanto por um uso parcial de simbolismo. A maior parte da Europa
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Ocidental participava, agora, do desenvolvimento da matematica, mas a figura principal era o
francés, Francois Viete.

Segundo Boyer (1999, p. 207), Viete ndo era matematico por vocacgdo, apenas seu tempo
de lazer que era dedicado & matematica, porém fez grandes contribuicdes a aritmética, algebra,
trigonometria e geometria. Na aritmética ele € lembrado pelo o uso de fragfes decimais ao invés
de sexagesimais.

Suas maiores contribuicdes se encontram na algebra, pois foi ai que chegou mais perto
das ideias modernas. Viéte usou uma vogal para representar, uma quantidade suposta
desconhecida, ou indeterminada, e uma consoante para representar uma grandeza ou nimeros
conhecidos.

Segundo Fragoso (2000, p. 24), ele descreve o método de Viéte, que consistia em
considerar duas novas variaveis u e v e fazer x = u + v.

Boyer (1999, p. 208) afirma que, se Viéte tivesse aderido a outros simbolismos ja
existentes em sua época, ele poderia ter escrito as equagdes quadraticas em uma Unica forma
BA?+ CA+ D = 0,o0nde A é aincégnitae B, C, e D sdo parametros. E ainda afirma que sua
algebra era sincopada e ndo simbolica, pois mesmo utilizando simbolos diferentes, o resto de
sua algebra consistia de palavras e abreviagdes.

No século XVII em diante, a matematica desenvolveu apenas em termos de ldgica
interna do que sob acdo de forca econdmica. Descartes foi 0 mateméatico mais conhecido do
periodo.

Segundo Boyer (1999, p. 231), a matematica de Descartes ainda tinha fortes elos com a
tradicdo anterior. Ele estava seriamente interessado na matematica, no inverno de 1619, em que
ficava na cama até as dez da manha pensando em problemas, dentro deste periodo que ele
descobriu a formula sobre poliedros que leva o nome de Euller, v+ f =a + 2,ondev, f,ea
sd0 0s numero de Vvértices, faces e arestas, respectivamente.

Embora a obra de Descartes, seja descrita frequentemente como aplicagédo da algebra a
geometria, ela pode ser caracterizada como a traducao de operac6es algébricas em linguagem
geométrica. Ele ia mais longe que seus predecessores em sua algebra simbdlica.

No apéndice La Géométrie de sua obra O Discurso do Método, traz instrucdes
detalhadas para resolver equacdes quadraticas, sendo esta resolucdo geométrica. Por exemplo,
para resolver a equacgdes do tipo z? = az + b?, z2 = b?> — az e z*> = az — b?, sempre com a

e b positivos.
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Segundo Pedroso (2010, p. 11) Descartes, para resolver equagdes do tipo z? = az + b?,
usou o seguinte metodo:

Traca-se um segmento LM, de comprimento b, e, em L, levanta-se um segmento NL
igual a % e perpendicular a LM. Com centro em N, constroi-se um circulo de raio % e traca-se a

reta por M e N, que corta o circuloem O e P.
Figura VII:

Fonte: Pedroso, 2010, p. 11.
Entdo a raiz procurada é o segmento OM. Com efeito, no triangulo MLN, se OM = x,

tem-se: (z — %)2 = (%)2 + b2 e dai: z2 — az = b2. Hoje, sabe-se que a segunda raiz é - OM,
mas Descartes ndo considerava a raiz negativa.

Enfim, apesar de todas as civilizacdes descritas no texto acima resolverem as Equacdes
do 2° grau, pode ser observado que muitas delas trazem praticamente a mesma forma de
resolver tal problema, onde algumas apenas aperfeicoaram os métodos de resolucdes, o que
pressupOe que algumas delas tiveram contato entre si, mas este fato né&o pode ser comprovado
pelos historiadores. Este aperfeicoamento atingiu 0 auge com a matematica demonstrativa dos

Gregos, surgindo assim a matematica moderna conhecida atualmente.
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3 AS RESOLUCOES DE EQUACOES DO 2° GRAU ATUALMENTE -
LIVRO DIDATICO

Para relatar como sdo feitas as resolucdes das equacdes quadraticas, foi observado o
contetdo referente as Equacbes do 2° grau, do livro Vontade de Saber Matematica 9° ano
(Souza, 2012, p. 28 a 38).

Todas as figuras deste capitulo foram retiradas de Souza (2012), por isso as mesmas nao
serdo numeradas conforme as anteriores.

Como visto na colecao “Vontade de Saber Matematica”, os alunos estudam equagao do
2° grau, a partir do 9° ano do Ensino Fundamental.

Para fazer a introducdo ao tema o autor refere inicialmente as equac6es do 1° grau, com
uma incognita x, onde o expoente desta incognita era 1.

Exemplo: x — 4 = 12.

Ja no caso das equacOes do 2° grau, 0 maior expoente da incognita é 2. Para mostrar
isto, Souza (2012, p. 28), cita uma situacdo que esta associada a uma equacao deste tipo:

Henrique cercou com uma tela um terreno em forma de quadrado cuja area é 169 m?2.

Quantos metros de tela, Henrique utilizou?

A =169m?

Souza (2012) resolve da seguinte maneira: Inicialmente, tem de calcular quantos metros
tem cada lado do terreno. Para isto, representa por x a medida do lado do terreno e escreve a
equacéo:
x.x =169
x? =169
Note que a expressdo x2 = 169, o maior expoente da incognita é 2. Diz entdo que essa
€ uma equacgdo do 2° grau com uma incégnita. Resolvendo a expressdo, temos que ha dois

nameros cujo quadrado € 169, isto é:
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x = +V169
x =%13

Nesse caso, x corresponde & medida do lado do terreno, que deve ser positiva. Portanto,
a quantidade de tela utilizada para cercar o terreno € 4.13 = 52 - 52m.

Logo apos este exemplo o autor define a forma de uma equacéo do 2° grau, sendo:

ax?+ bx +c =0, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais com a # 0. Essa igualdade é a
forma reduzida de uma equacdo do 2° grau. Nela, a, b e ¢ sdo os coeficientes, sendo a 0
coeficiente de x2, b o coeficiente de x, e ¢ o termo independente.

Em seguida o autor define as equacdes do 2° grau incompletas, como sendo aquelas
quec =0,b=0,0ub=c=0, sendo das seguintes formas: ax? + bx =0, ax> +c=0¢e
ax? = 0, respectivamente.

Para resolver as equac@es do 2° grau, o autor utiliza trés métodos: fatoracdo, completar
quadrados ou formula resolutiva.

¢ Fatoracdo

Exemplo: Determinar a solugdo de x? — 14x + 49 = 9, por fatoracéo.

Nessa equacao, o 1° membro, € um trindmio quadrado perfeito (expressdes que podem
ser escritas na forma a?+ 2ab+ b? =(a+b)?> e a?—2ab+ b? = (a—b)?. Essas
expressdes sao obtidas por meio do quadrado da soma ou diferenca). Assim, podemos escrevé-
la da seguinte maneira:

x?—14x+49=9
x—=7).(x—=7)=9

(x—=7)?%=09
Como ha dois nimeros cujo quadrado € igual a 9, temos:
x—7=+V9
x—7=3
x—7+7=3+7
x =10
€,
x—7=-J9
x—7=-3
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x—7+7=-3+7
x=4
Portanto as raizes da equacéo sao 4 e 10.

e Completar quadrados

Segundo Souza (2012, p. 35), existe equacdes do 2° grau em que 0 1° membro ndo é um
trindbmio quadrado perfeito. Neste caso, para determinar as raizes da equacdo utiliza 0 método
de completar quadrados.

Exemplo: Calcular as raizes de x? + 8x + 7 = 0, utilizando o método de completar
quadrados.

Souza (2012) segue o seguinte método para calcular as raizes desta equagéao:

eComo 0 1° membro dessa equagdo ndo é um trinbmio quadrado perfeito, é
preciso acrescentar um numero apropriado aos dois membros da igualdade para poder

fatora-lo. Para isso, inicialmente isola o termo independente no 2° membro da equacéo.

x2+8x+7-7=0-7
x?+8x=-7
eEscreve 0 1° membro da equacdo de maneira conveniente e 0 represente

geometricamente, como mostra a figura.

x2+8x =x?+24.x
Onde x?2 é a area de um quadrado com lados medindo x, e 4. x é a area de um retangulo

com lados medindo 4 e x.

e Observando a figura, pode notar que, para completa-la a fim de obter um

quadrado, temos de acrescentar um quadrado com 4 unidades de lado.
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4x 42

Dessa forma, para obter um trindmio quadrado perfeito no 1° membro da equacéo, basta
acrescentar 42 aos dois membros:
x24+8x +4%2=-7+42
x2+8x+16=9

e Agora, basta fatorar o trinGmio quadrado perfeito e resolver a equacao:

x> +8x+16=9

(x+4)?2=9
Logo,
x+4=+V9
x+4—-4=3-4
x=-1
e,
x+4=-/9
x+4—-4=-3-4
x=-=7

Portanto, as raizes da equacéo sao -1 e -7.

e Férmula resolutiva

Segundo Souza (2012, p. 36), outra maneira para resolver equacéo do 2° grau, chama-
se formula resolutiva, que consiste na generalizacgdo do método de completar quadrados.
Férmula que no Brasil é conhecida como férmula de Bhaskara. Que € a seguinte formula: x =

—b+Vb2—-4ac

2a

Veja como Souza (2012), mostra a deducdo da formula resolutiva.
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e Inicialmente, divide cada termo da equacdo do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0 por a.
Depois, isola o termo independente do 2° membro.

a , b c
—x“+—x+—-=0
a a a

, b c
X“+—x=—=
a a
eEscreve 0 1° membro da equacdo de maneira conveniente, e 0 represente

geometricamente, como mostra a figura:

b
x2+—rx=x*+2"—"x
a 2a

L . b L
Onde x2é a area de um quadrado com os lados medindo x, e 2. X €aarea de um

A : b
retdngulo com lados medindo x e 2o
a

x
Za

b

2a’

e Observando a figura, pode notar que, para completa-la e obter um quadrado, tem

b .
que acrescentar um quadrado com o unidades de lado.

2
x | B
—x
2a
x
b (br b
Er 2a 2a
b
2a

Dessa maneira, para obter um trinémio quadrado perfeito no 1° membro da equacéo,

b \2 )
acrescenta (Z) aos dois membros:
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2t (2) - Sa (LY
a 2a a 2a
x2 +B.x+b_2=b_2_£

a 4a2 4a? a

Agora fatorando o trindbmio quadrado perfeito e isolando a incognita x no 1° membro.

b\* b2 ¢
(x+—) 2 <

2a) " 4a? a
( N b)z_b2—4ac
*T2) T 4
Se b? — 4ac for maior ou igual a zero, pode extrair a raiz quadrada nos dois membros
da igualdade.
N b 4 b? — 4ac
T~ T 4q?
b Vb?—4ac
X=—rt—F7—
2a 2a
—b +Vb? — 4ac
X =
2a
Onde b? — 4ac é chamado discriminante e pode ser substituido por A. Tendo assim x =
—-b+VA
2a

Portanto, a partir das observaces feitas no livro Vontade de Saber Matematica, pode
notar que os alunos sdo levados a resolver as equacdes do 2° grau através do metodo de
completar quadrados, fornecido pelo arabe Al-Khowarizmi, da formula resolutiva fornecida

pelos hindus e pela representacéo herdada dos europeus.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, podemos notar que o professor, ao ensinar “Equagdes do 2° Grau” aos
alunos do Ensino Fundamental, ndo precisa ficar meramente preso ao livro didatico utilizado
pelo colégio. Pois, dentro do contexto histdrico existem varias outras maneiras de resolver este
tipo de equacéo.

Portanto, o professor deve buscar novas abordagens, além das citadas no livro didatico;
pois, muitas vezes o conteudo ali apresentado ndo é suficiente para um bom aprendizado do
aluno, visto que, este estudo de equacgdes do 2° grau € o alicerce para o aluno poder entender
melhor assuntos que serdo tratados no Ensino Médio (funcéo, por exemplo).

Enquanto concluinte do Curso de Licenciatura em Matematica, este trabalho contribuiu
muito para reforcar que aspectos da Histdria da Matematica podem ser utilizados na
diversificacdo das abordagens dadas a um assunto matematico em sala de aula; e ampliar o

conhecimento do professor, pois € um profissional que deve estar em continua formacéao.
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