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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade mostrar a presenca dos ntmeros complexos na
Matemaética. Primeiramente discutimos qual foi a necessidade do surgimento desses
ntmeros, falando da evolugao dos ntimeros naturais até os complexos. Falamos também
das operacoes fundamentais sobre cada conjunto numérico e algumas de suas respec-
tivas propriedades elementares. No conjunto dos ntimeros complexos, apresentamos as
operacoes de potenciagao e radiciacao. Por fim, ilustramos a presenga dos niimeros com-
plexos nas subareas da matematica: Algebra e Analise Matematica. Merece destaque
o Teorema Fundamental da Algebra, pois é através dele que podemos afirmar que o

corpo dos ntimeros complexos é algebricamente fechado.

Palavras-Chave: nimeros complexos, operacoes, teorema fundamental da algebra,

Corpo.



ABSTRACT

This work aims to show the presence of complex numbers in Mathematics. First we
discussed what was the need for the appearance of these numbers talking about the
evolution of the natural numbers to the complex. We spoke also of the fundamental op-
erations on each numeric set and some of their respective elemental properties. In the
set of complex numbers, we present the potentiation and root extraction operations.
Finally, we illustrate the presence of complex numbers on math subfields: Algebra and
Mathematical Analysis. It’s noteworthy the Fundamental Theorem of Algebra, because
it is through him that we can say that the field of complex numbers is algebraically

closed.

Keywords: complex numbers, operations, fundamental theorem of algebra, field.
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Introducao

Na idade média, os matematicos da época consideravam equacoes do tipo #2+3 = 0
como equacoes sem solugao, pois nao havia como calcular raizes quadradas de ntimeros
negativos.

Porém, o matematico italiano Girolamo Cardano, durante o século XVI, publicou
a formula geral para resolver equacoes do terceiro grau. Aplicando esta féormula na
equacao 2 = 15z +4, ele encontrou trés raizes, sendo uma dessas um nimero real e as
outras duas, raizes contendo a raiz quadrada de um ntmero negativo. Assim, surgiam
os nimeros complexos, que é o objeto de estudo deste trabalho.

Desta forma, falaremos sobre os niimeros complexos com mais detalhes em com-
paragao ao que dissemos sobre os demais conjuntos numéricos. Com a intencao de
mostrar a presenca dos nimeros complexos na Matematica, nao aprofundamos em
nenhum assunto.

Dividimos este trabalho em trés capitulos: no primeiro capitulo, mostramos o
surgimento de cada conjunto numérico, as operagoes fundamentais definidas em cada
um e algumas de suas respectivas propriedades elementares, com excecao do conjunto
dos ntimeros complexos. No segundo capitulo, falamos sobre o surgimento dos ntimeros
complexos, estudamos as operac¢oes fundamentais envolvendo estes niimeros, incluindo
a potenciagao e a radiciacao, e algumas propriedades elementares dessas operagoes.
Em seguida, apresentamos algumas representagoes geométricas dos niimeros comple-

x0s. No terceiro capitulo, ilustramos a presenca dos ntimeros complexos nas subareas:
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Algebra e Analise Matemaética.
Esperamos que este trabalho seja 1til para o leitor interessado em conhecer mais

sobre os nimeros complexos.



Capitulo 1

A Evolucao dos Ntimeros

Neste capitulo introduziremos os ntimeros, desde os niimeros naturais até os nimeros
reais. Falaremos do surgimento de cada um destes conjuntos numéricos e suas respecti-
vas operagoes fundamentais, incluindo as propriedades elementares de cada operacao.

No desenvolvimento deste capitulo foram utilizadas as referéncias [1], [5], [6], |9] e

[10].

1.1 Os Numeros Naturais

Supoe-se que tudo comegou com o desenvolvimento de algumas atividades, como
a criacao de animais, o cultivo da terra e a organizacao em grupos. Assim surgiu na
humanidade o sentimento de prioridade.

Contar foi consequéncia da necessidade de saber quanto possuia cada um. Usar
pedrinhas, fazer marcas em ossos ou em pedacos de madeira foram, provavelmente, as
primeiras formas de contagem de um rebanho de ovelhas, por exemplo. No entanto,
quanto mais crescia um rebanho, maior era a dificuldade de fazer uma marca para cada

ovelha.



Assim, em algum momento da histéria, o homem criou simbolos para represen-
tar quantidades e inventou regras de como usa-los para escrever nimeros. Algumas
civilizacoes antigas, como por exemplo os egipcios, babilénios e os romanos, criaram
seu proprio sistema de numeracao, mas estes sistemas de numeracao nao eram praticos
para efetuar calculos, até que os hindus desenvolveram um sistema de numeragao que
estabelecia a ideia de posicao e utilizava grupos de dez.

A partir do século VIII, os arabes passaram a adotar o sistema de numeracao Hindu,
por ser pratico e facilitar os calculos. Quando povoaram o norte da &frica e parte da
Espanha, os arabes ocidentais introduziram os simbolos hindus, que deram origem aos
simbolos que conhecemos hoje, os simbolos indo-ardbicos, e ao sistema de numeragao
conhecido como sistema de numeracao decimal.

A denominagao indo-ardbico deve-se ao fato de os simbolos e regras que regem
esse sistema terem sido criados pelos hindus e aperfeicoados e divulgados pelos drabes.
Neste sistema, sao usados dez simbolos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Algumas caracteristicas importantes do nosso sistema de numeragao:

- Com apenas 10 simbolos (mencionados acima) pode-se escrever qualquer niumero, por
maior que seja;

- O sistema decimal é de base 10, ja que os agrupamentos sao feitos de dez em dez.

- O sistema decimal é posicional porque, dependendo da posi¢gao que ocupa no ntamero,
o mesmo simbolo pode representar valores diferentes. Exemplo: 323 tem o algarismo
3 com valor posicional trezentos e valor posicional trés.

- O sistema indo-arabico utiliza o zero para indicar uma "casa vazia'"dentre os agrupa-
mentos de dez do nimero considerado.

- O sistema decimal é multiplicativo, porque um algarismo escrito a esquerda de outro
vale dez vezes o valor posicional que teria se estivesse ocupando a posicao desse outro.

Exemplo: 666 =6 x 100 + 6 x 10 + 6.



Iniciando pelo zero e acrescentando sempre uma unidade, teremos os numeros
naturais. Os ntmeros naturais constituem um conjunto numérico denominado con-

junto dos niimeros naturais, que se indica pelo simbolo N:
N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,...}

Quando se exclui o zero do conjunto N, temos o conjunto dos nimeros naturais

nao-nulos, indicados por N*:

N* = {1,2,3,4,5,6,7,...}

1.1.1 Operacoes fundamentais com os Numeros Naturais
Adicao

A primeira operac¢ao fundamental da Aritmética tem por finalidade reunir em um
s6 nimero todas as unidades de dois niimeros. Esta operacao é chamada de adicao.
Antes de surgir os algarismos indo-arabicos a adigao de dois ntimeros naturais podia
ser realizada através de instrumentos de calculos antigos como, por exemplo, o dbaco.

A operacao de adi¢ao é indicada pelo simbolo +. O composto z +y, onde z,y € N,
¢ chamado de soma e os termos x e y sdo chamados de parcelas. E importante obser-

var que a soma z+y ¢ o resultado da operagao de adigao dos dois nimeros naturais = e y.

A adicdo em N possui as seguintes propriedades elementares:

An1) (Associativa) Para quaisquer z,y,z € N, (z+vy)+z=2+ (y + 2).

Exemplo 1.1.1. Note que (2 + 3) + 5 =2 + (3 + 5). De fato,
(24+3)+5=5+5=10 e 2+ (3+5)=2+8=10.
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An2) (Comutativa) Para todo z,y € N, z+y=y+z.

Exemplo 1.1.2. Noteque4 +1 =1+ 4 = 5.

Anz) (Elemento neutro) O elemento neutro para a adigdo em N é o zero, isto &,

r+0=0+z=2, Vrzrel

Exemplo 1.1.3. Temos 2 + 0 =0 + 2 = 2.

Any) (Elementos regulares) Todos os nimeros naturais sao regulares para a adigao,

isto é, V z,y,a € N, com a fixo, temos

at+r=a+y=—zx=Yy € rxta=y+a=—2x=y.

Exemplo 1.1.4. Temos V z,y € N,
l+tr=1+y= 2=y e z+l=y+1=uz=y.
Logo, o niimero natural 1 é regular para a adicao.
Lembremos que o simétrico de um ntimero z em relacao a adigao é o oposto de x, isto

é, —x, e que no conjunto N dos ntimeros naturais o tnico elemento simetrizavel para a

adicao é o zero. Note que -0 = 0. De fato, temos 0 + 0 = 0.



Subtracao

A subtracao é a operacgao inversa da adicao, em que se calcula a diferenca entre
dois nimeros. O primeiro termo da subtracao é chamado minuendo, e o segundo,
subtraendo. A operagao de subtragao é indicada pelo simbolo - .

O composto x — y, onde z,y € N, indica uma subtrac¢ao, em que o x é o minuendo
e o y, o subtraendo. O composto x — y é chamado de diferenga, que é o resultado da
subtracao dos ntimeros x e .

E importante mencionar que, na subtracao em N, o minuendo nunca podera ser
menor que o subtraendo, pois caso contrario a diferenga nao sera um nimero natural.

Nesse sentido dizemos que o conjunto N nao é fechado para a subtragao.

Contra-exemplo 1.1.1. A diferenca 3 - 5 nao esta definida em N, porque, como
veremos na subsegao 1.2.1 sobre os niimeros inteiros, ela é igual a (-2), que ndo é um

numero natural.

A subtracao em N nao possui a propriedade associativa, pois em geral,

(l’—y)—z;é:l:—(y—z),parax,y,zEN.

Exemplo 1.1.5. Observe que (3 -2) -1 # 3-(2-1). De fato,
(3-2)-1=1-1-0 ¢ 3-(2-1)=3-1-2.

A subtracdo em N nao possui a propriedade comutativa, pois, para quaisquer
r,y € N, com v # y, temos © —y # y — x. Note que neste caso uma das
diferencas * —y e y — x nunca estard definida em N. De fato, sendo = # v,
teremos x > y ou y > x. Assim, ou y — x nao estard definida em N ou z — y nao

estard definida em N, respectivamente.

Exemplo 1.1.6. Temos 3 -1 # 1 - 3. Observe que 3 -1 = 2 e a diferenca

1 - 3 ndo estara definida em N.



A subtracao em N nao possui elemento neutro, isto é, nao existe um nimero e € N

que verifica simultaneamente as duas igualdades

e—r=x e r—e=ux,VaxreN.

O namero natural zero satisfaz apenas a segunda igualdade, ou seja, ele é apenas o
elemento neutro a direita para a operagao de subtragao em N.

Lembrando que um niimero natural x é simetrizavel para a subtragao em N quando
existe um nimero natural ¥y de modo que r —y = y — x = ¢, onde e é o elemento
neutro para a subtracao em N, logo podemos afirmar que nenhum ntmero natural é
simetrizavel para a subtragao porque esta nao admite um elemento neutro.

Sobre a questao dos ntimeros naturais serem ou nao serem regulares para a sub-
tragao, o que podemos afirmar é que V z,y,a € N, com a fixo, desde que as subtragoes

estejam definidas em N, temos

a—r=a—YyYy=—>xr=Yy € T—a=Yy—a=— T =1Y.

Exemplo 1.1.7. Observe que V x,y € N, desde que as subtragoes estejam definidas

em N, temos

d—zr=4—y=—2ax=y e zr—4=y—-4=—2ax=1.

Assim, o natural 4 é regular para a subtracao.

Verificaremos agora se a subtracao em N possui a propriedade distributiva. Nao
verificamos para a adicao pois esta propriedade requer duas operacoes sobre o mesmo
conjunto. Lembrando que para uma operagao * ser distributiva em relagao a uma outra
operacao A\, sendo estas duas operagoes sobre um conjunto E qualquer, é necessario

verificar as duas condic¢oes abaixo:



zx (yAz) = (x xy)A(x * z) (1.1)

(yAz)xx = (y*x)N(z * x) (1.2)

para quaisquer z,y,z € E. Se uma operacao * verificar apenas a condi¢ao (1.1) em
relacao a outra operagao A, entao dizemos que *x é distributiva a esquerda de A, e se
verificar apenas a condigao (1.2), entao * é distributiva a direita de AA. Se a operagao
x for comutativa, basta verificar uma das condigoes, pois se uma for valida a outra
também sera.

A subtragdo nao ¢é distributiva em relagdo a adigdo, ambas definidas em N, e

vice-versa.

Exemplo 1.1.8. Note que 6 - (3 + 1) # (6 -3) + (6 - 1). De fato,
6-B3+1)=6-4=2=¢e (6-3)+ (6-1) =3+ 5 =238. Assim concluimos que a

subtracao nao ¢ distributiva em relacao a adigao.

Exemplo 1.1.9. Observe que 5 + (2-1) # (5 + 2) - (5 + 1). De fato,
54+ (2-1)=5+1=6¢ b+2)-(b+1) =7-6=1. Logo, aadi¢ao nao ¢

distributiva em relacao a subtracao.

Multiplicagcao

A multiplicagao pode ser definida como a soma de varias parcelas iguais. A operacao
de multiplicagao ¢ indicada pelo simbolo x ou - .

Assim, o composto = -y (ou x X y), com x,y € N, indica uma multiplicagdo. Os
termos x e y deste composto sdo denominados fatores, onde x é o primeiro fator (ou
fator da esquerda) e y é o segundo fator (ou fator da direita).

O primeiro fator x é chamado de multiplicando e o segundo fator y é chamado de

multiplicador. O resultado da multiplicacao é denominado produto.
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Desta forma, se x -y = z, com z,y, z € N, entao z é o produto de = por y.

A multiplicagao em N possui as seguintes propriedades elementares:

Mpy;) (Associativa) Para quaisquer x,y,z € N, (z-y)-z=2x-(y- 2).
Exemplo 1.1.10. Observe que (3-2)-6 =3-(2-6) De fato,

(3:-2)-6=6-6=236 ¢ 3-(2-6) =3-12 = 36.

Mp2) (Comutativa) Para todo z,y € N, z-y=vy-z.

Exemplo 1.1.11. Note que 3-7=7-3 = 21.
Mps) (Elemento neutro) O elemento neutro para a multiplicagao sobre N é o 1, isto
é, r-1=1-z=xz,VzreN.
Exemplo 1.1.12. Vejaque 14-1=1-14 = 14.
Mpy4) (Elementos regulares) Todos os numeros naturais nao-nulos sao regulares para
a multiplicagao, isto é, V z,y,a € N, com a # 0 fixo, temos
a-r=a-y=zxr=y € r-a=Yy-a=— T =1.
Exemplo 1.1.13. Temos V z,y € N,
2cx=2-y=x=1y e x-2=y-2=1x=1.
Logo, o niimero natural 2 é regular para a multiplicagao.

Mpys) (Distributiva da multiplicagdo em relagao a adigao) A multiplicagao é

distributiva em relacao a adicao, isto é, V z,y, 2z € N,

8



r-(y+z2)=z-y+zx-2z e (y+z2)-xz=y-x+z-x
Exemplo 1.1.14. Vejaque 2- (3+1) =2-3+2- 1. De fato,
2-3+1)=2-4=8 e 2:3+2-1=6+2=28.

Assim concluimos que a multiplicacao é distributiva a esquerda em relagao a adigao.
Note que a operacao de multiplicacao sobre N admite a propriedade comutativa, como
vimos na propriedade My). Logo, a multiplicagdo também sera distributiva a direita

em relagao a adigao, ou seja, (3+1)-2=3-2+1-2.

Mpyg) (Distributiva da multiplicagao em relagao a subtragao) Quanto a distribu-
tividade da multiplicacao em relacao a subtragao, podemos afirmar que, V z,y, z € N,

desde que as diferencas estejam definidas em N,
r-(y—2)=z-y—z-z2 e (y—z) - z=y-xr—2-1

Exemplo 1.1.15. Observe que 3-(5—2) =3-5—3-2. De fato, 3-(5—2)=3-3=9
e 3-5—-3-2=15—-6=29. Analogamente verificamos que (5 —2)-3=5-3—-2-3.
Assim, podemos concluir que 3+ (5 —2)=3-5—-3-2.

Vale ressaltar que o simétrico de um ntmero x qualquer em relagao a multiplicacao
¢ chamado de inverso de z, e indicado por 27! ou i

Como veremos na subsecao 1.3.1, esta ¢ uma propriedade valida para a multiplicacao
somente a partir dos niimeros racionais. No conjunto N dos ntimeros naturais, o inico
elemento simetrizavel para a multiplicacao ¢ o 1. Note que % = 1. De fato, temos

1-1=1.

Contra-exemplo 1.1.2. O ntamero natural 3 ndao possui um inverso em N. O inverso

1
de 3 ¢ 3 que é um nimero racional.



Divisao

Quando precisamos dividir uma quantidade em partes iguais, utilizamos a operagao
de divisao. A operacao de divisao é indicada pelo simbolo = ou : . O primeiro termo
de uma divisao é chamado de dividendo e o segundo, de divisor.

Desta forma, o composto -y , que também pode ser representado por z : y , indica
uma divisdo, em que o z é o dividendo e o y é o divisor. E importante ressaltar que o
divisor deve ser diferente de zero, pois, caso contrario, a divisao nao estara definida.

Quando dividimos um ntmero natural £ por um ntmero natural nao nulo y, esta
divisao produz outros dois ntimeros naturais, um quociente g e um resto r, que, segundo
o algoritmo da divisao, conforme veremos detalhadamente na subsecao 1.2.1, verificam
as condigoes x =y -q+1, 0 <r <uy.

Quando o resto na divisao de x por y for igual a zero, r = 0, dizemos que a divisao
é exata. Neste caso temos x = y - ¢. Quando isto ocorre dizemos que o dividendo x é
um miultiplo natural de y, ou simplesmente, que x ¢ um miltiplo de y.

No caso em que a divisao de um niimero natural qualquer x por um niimero natural

~ , .9 . X
nao nulo y é exata, geralmente indicamos o quociente sob a forma —.
Y

Exemplo 1.1.16. A divisao de 9 por 3 é exata, isto é, o resto é igual a zero. De fato,

9 = 3 - 3. Note que o quociente ¢ igual a 3.

Exemplo 1.1.17. A divisao de 7 por 4 nao é exata. Observe que 7 =4 -1+ 3. Neste

caso, o quociente é igual a 1 e o resto € igual a 3.

A divisao sobre N nao possui a propriedade associativa, pois em geral,
(x+y)+z#x+(y+z),paraz,y,z€N.
Exemplo 1.1.18. Veja que (8 +4) +2 # 8 =+ (4 +2). De fato,
8+4)+2=2+2=1¢e 8+(4+2)=8=+2=4.
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A divisao sobre N nao possui a propriedade comutativa, pois, V x,y € N, com x # v,

Ty Fy+zx.

Exemplo 1.1.19. Note que 6 ~ 3 # 3 + 6. De fato, a divisao 6 =+ 3 é exata. Neste
caso o quociente é 2 e o resto ¢ 0. Por outro lado, a divisao 3 =+ 6 nao é exata. Nesta

divisao o quociente é 0 e o resto é 3.

A divisao sobre N nao possui elemento neutro, isto é, nao existe um nimero e € N

que verifica simultaneamente as duas igualdades
e+-rxr=x e xz+e=zx Vzel

O namero natural 1 satisfaz apenas a segunda igualdade, ou seja, ele é apenas o
elemento neutro a direita para a operacao de divisao em N.

Lembrando que um nimero natural x é simetrizavel para a divisao em N quando
existe um numero natural y de modo que x+y = y+x = e, onde e é o elemento neutro
para a divisao em N. Logo podemos afirmar que nenhum niimero natural é simetrizavel
para a divisao porque, como vimos acima, esta nao admite um elemento neutro.

Sobre a questao da regularidade dos niimeros naturais para a divisao, o que podemos
afirmar é que V a,z,y € N, com a # 0 fixo, desde que as divisoes estejam definidas em

N, temos

a+rT=a+yYy=>x=Yy € Tra=y+ra=—2T=Yy.

Exemplo 1.1.20. Note que V z,y € N, desde que as divisoes estejam definidas em N,

temos
12+2=12+y=—2=y e z2+-12=y+12=a=y.
Assim, o natural 12 é regular para a divisao.
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A divisao nao é distributiva em relacao a adicao, subtragao e multiplicacao, todas

definidas em N, e vice-versa.

Contra-exemplo 1.1.3. Observe que 30 =+ (2 + 3) # (30 + 2) + (30 + 3). De fato,
30+-(24+3)=30+5=6 e (30+2)+(30=+3) =15+ 10 = 25 ; o que verifica que a

divisao nao ¢é distributiva em relacao a adicao.

Contra-exemplo 1.1.4. Veja que 1+ (8 +2) # (1 +8) =+ (1 + 2). De fato,
1+(8+2)=1+4=5 ¢ (14+8)+(1+2)=9+3=3; 0 que verifica que a adigao

nao ¢ distributiva em relagao a divisao.

Contra-exemplo 1.1.5. Note que 24 + (6 — 2) # (24 +6) — (24 + 2). De fato,
24+(6—2)=24+4=6 e (24+6)— (24 +2) nao esta definida em N. Logo a divisdo

nao ¢ distributiva em relagao a subtracao.

Contra-exemplo 1.1.6. Observe que 8 — (4 = 2) # (8 —4) + (8 — 2). De fato,
8—(4+2)=8-2=6 ¢ (8—4)=+(8—2) nao esta definida em N. Assim concluimos

que a subtracao nao é distributiva em relacao a divisao.

Contra-exemplo 1.1.7. Veja que 12+ (2-3) # (12 +2) - (12 = 3). De fato,
12+ (2:3)=12+6=2 ¢ (12+2)-(12+3) = 6-4 = 24. Assim, a divisio nio ¢

distributiva em relacao a multiplicacao.

Contra-exemplo 1.1.8. Note que 3- (6 +3) # (3-6) + (3 - 3). De fato,
3-(6+3)=3-2=6 ¢ (3:6)+(3-3) =18+9 = 2. Desta forma, a multiplicagdo nao

é distributiva em relacao a divisao.
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1.2 Os Numeros Inteiros

Ao longo da histoéria podemos observar o avanco da Matematica. A necessidade
de contar e relacionar quantidades fez com que o homem desenvolvesse simbolos no
intuito de expressar intimeras situagoes. Diversos sistemas de numeracao foram criados
em todo o mundo no decorrer dos tempos, sendo os mais antigos originarios do Egito,
Suméria e Babilonia. Podemos também citar outros sistemas de numeracao bastante
conhecidos, como o Chinés, o Maia, o Grego, o Romano, o Indiano e o Arabico.

O Homem criava situagoes interessantes na contagem de seus objetos, animais e
etc. Ao levar seu rebanho para a pastagem ele relacionava uma pedra a cada animal,
e no momento em que ele recolhia os animais fazia a relacao inversa, uma vez que no
caso de sobrar alguma pedra poderia verificar a falta de algum animal.

Mas o homem buscava algo mais concreto que representasse de uma forma mais sim-
ples tais situagoes. O surgimento dos nimeros naturais (0,1,2,3,4,...) revolucionou o
método de contagem, pois relacionava simbolos (nimeros) e determinadas quantidades.

Com o inicio do Renascimento surgiu a expansao comercial, que aumentou a circu-
lacao de dinheiro, obrigando os comerciantes a expressarem situagoes envolvendo lucros
e prejuizos. A maneira que eles encontraram de resolver tais situagdes-problemas con-
sistia no uso dos simbolos + e - .

Suponha que um comerciante tenha trés sacas de arroz de 10kg cada em seu ar-
mazém. Se ele vendesse bkg de arroz, escreveria o nimero 5 acompanhado do sinal - ;
se ele comprasse 7Tkg de arroz, escreveria o numeral 7 acompanhado do sinal + .

Utilizando essa nova simbologia, os matematicos da época desenvolveram técnicas
operatorias capazes de expressar qualquer situagao envolvendo nimeros positivos e
negativos. Assim surgia um novo conjunto numérico, chamado de conjunto dos ntimeros
inteiros, sendo formado pelos ntimeros naturais e seus respectivos opostos.

O conjunto de todos os niimeros inteiros é representado pelo simbolo Z.
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Este simbolo foi escolhido devido a letra Z da palavra em alemao Zahl, que significa
namero.

Assim,
Z=1{., 6-3-2-10123,...}

Quando se exclui o zero do conjunto Z, temos o conjunto dos ntmeros inteiros

nao-nulos, indicado por Z*:
7F={...,-3,-2,-1,1,2,3,...}

Portanto, temos a inclusao N C Z.

1.2.1 Operagoes fundamentais com os Ntumeros Inteiros
Adicao

Conforme vimos na secao 1.2 o conjunto Z dos niimeros inteiros ¢ uma extensao do
conjunto N dos ntimeros naturais.

Com a adi¢ao definida nesses conjuntos a situagao nao é diferente, isto é, a adigao
definida em 7Z é uma extensao, ou generalizagao, da adi¢cao definida em N. Dessa forma
a adicao em Z herda todas as propriedades da adigao em N.

Note que para a adi¢ao em Z, ao contrario da adicao em N, todos os elementos sao
simetrizaveis, isto é, todo inteiro possui um oposto, que também é um ntmero inteiro.

Simbolicamente, Yz € Z, 3 (—x) € Z talque x4+ (—x)=(—z)+2=0.

Exemplo 1.2.1. O inteiro 2 é simetrizavel em relagao a adicao em 7Z, isto €, o inteiro 2
possui um simétrico em relagao a adicao em Z. Este simétrico, que também é chamado

de oposto de 2, é o inteiro (-2). Note que 2 + (-2) = (-2) + 2 = 0.
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Subtracao

Vimos na subtragao em N que a diferenga entre dois nimeros poderia ser calculada
se o minuendo fosse maior que o subtraendo, ji que no caso contrario o resultado seria
um ndmero nao natural.

No conjunto Z dos ntimeros inteiros nao é necessario que o minuendo seja maior que
o subtraendo. Assim, V x,y € Z, x —y € Z. Por isto é que dizemos que o conjunto

7, é fechado para a subtracao.

Exemplo 1.2.2. Temos 3, 7 € Z, com 3 < 7, e no entanto 3 - 7 = -4 € Z.

Podemos dizer também que a subtracao em Z pode ser vista como uma adigao do

minuendo com o oposto do subtraendo.

Exemplo 1.2.3. Note que 3-7 =3 + (-7) = -4.

As propriedades elementares que nao sao validas para a subtragao em N também
nao sao validas para a subtracao em Z.

Em 7Z, ao contrario de N, a subtracao sempre estaré definida, porque o conjunto
7, é fechado para a mesma. Dessa forma, levando em consideragao o que vimos para
a subtragao em N, na subsecao 1.1.1, dentre as propriedades elementares estudadas, a

Unica propriedade elementar valida para a subtracao em Z é:

Sz1) (Elementos regulares) Para quaisquer z,y,a € Z, com a fixo, temos
a—r=a—y=—x=Yy € xT—a=Yy—a=— T =1y.
Pela validade da propriedade elementar Sz1) é que dizemos que todo nimero inteiro

¢ regular para a subtragao em Z.

15



Exemplo 1.2.4. Veja que V x,y € Z, temos

Bd3-—r=-3-y=zr=y e z—(-3)=y—(-3)=zx=y.

Logo, o inteiro (-3) é regular para a subtragao.

O zero é o elemento neutro para a subtracao em Z apenas a direita. De fato,
VeeZ, x—0=ux, portm 0—x = —x # x, exceto para o caso em que x = 0.

Observe que em N concluimos que o zero nao é o elemento neutro & esquerda para
a subtracao simplesmente pelo fato de que a subtragao 0 — x nao esta definida, para
qualquer x natural nao-nulo. Ja em Z, esta subtracao esta definida porém, em geral,

0—z#x.

Multiplicagao

Na multiplicacao em Z, quando os fatores x e y sao ambos inteiros positivos ou
negativos, o produto x - y é sempre um inteiro positivo, ao passo que se os fatores = e
y sao inteiros de sinais contrarios, o produto x -y é sempre um inteiro negativo. Ja no
caso em que um dos fatores x ou y ¢ igual a zero, o produto x - y sempre sera igual a

Zero.

Exemplo 1.2.5. Na multiplicagdo onde os fatores sao os inteiros positivos 2 e 5, o

produto é o inteiro positivo 10.

Exemplo 1.2.6. Na multiplica¢do onde os fatores sao os inteiros negativos (-3) e (-7),

o produto é o inteiro positivo 21.

Exemplo 1.2.7. Na multiplicagdo onde os fatores sao os inteiros de sinais contrérios

(-5) e 7, o produto ¢ o inteiro negativo (-35).

Exemplo 1.2.8. Na multiplicacao onde os fatores sao 0 e 9, o produto é igual a 0.
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A multiplicagdo em Z, assim como em N, é associativa, comutativa, tem elemento
neutro, que também ¢é o nimero 1, e é distributiva tanto em relagao a adi¢ao quanto
em relacao a subtracao. Além disso, da mesma forma que em N, o tUnico inteiro que
nao ¢ regular para a multiplicagao é o zero.

Os tnicos inteiros cujos inversos também sao nimeros inteiros sao (+1) e (-1). Os

inversos desses inteiros sao eles mesmos.

Divisao

Sejam z e y dois inteiros, com = # 0. Diz-se que = divide y se e somente se existe
um inteiro g tal que y =z - q.

Se x divide y entao também podemos dizer que x é um divisor de y, que y é um
multiplo de z, que x é um fator de y ou que y é divisivel por z.

E importante observar a sutil diferenca entre o emprego da palavra divisor aqui e
na subsecao 1.1.1, sobre N.

Nesta subse¢ao dissemos que x é um divisor de y, significando que z divide y, ou
seja, que na divisao de y por x o resto é igual a zero. J& na subsecao 1.1.1, o que
dissemos foi que na divisao de y por x, o elemento x é denominado divisor, ou seja, que
no composto y -~ x o segundo termo x é chamado de divisor. Note que neste tultimo
caso o resto da divisao de y por x nao é necessariamente igual a zero.

Indicamos por z | y quando x # 0 divide y, e  { y quando = # 0 nao divide y. Esta
relacao denomina-se relagao de divisibilidade em Z.

Se x é um divisor de y, entao —r também é um divisor de y, porque a igualdade
y = x - q é equivalente a y = (—x) - (—¢q), de modo que os divisores de um inteiro

qualquer s@o dois a dois iguais em valor absoluto e de sinais opostos (simétricos).

Exemplo 1.2.9. Note que 4 | 12, pois 12 = 4 - 3.
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Exemplo 1.2.10. Veja que 2 1 7, porque nao existe um ¢ inteiro que satisfaga a

igualdade 7=2-gq.

A divisibilidade em Z possui as seguintes propriedades:
Propriedade 1.2.1. Para qualquer inteiro ndo-nulo z, x|0e z | x.

Demonstracao. A verificacao desta propriedade é imediata. Basta notar que, V x € Z*,

O=2-0 e x=z-1. O
Propriedade 1.2.2. Para qualquer inteiro z, 1| z.

Demonstracao. A verificacdo desta propriedade segue imediatamente do fato que,

VeelZ, v=1-x. O

Propriedade 1.2.3. Seja  um inteiro nao-nulo qualquer. Se = | 1, entdo z = +1.

Demonstragao. De fato, se z | 1, entdo 1 = x - g, com ¢ € Z, o que implica z = 1 e

g=1louxr=—-1eq=—1, ouseja, v = *1. O

Propriedade 1.2.4. Sejam x,y, z,w € Z, com = # 0 e z # 0, quaisquer. Se x | y e

z|w, entdo x -z | y-w.

Demonstragao. De fato, se x | y entdo y = x-q, com q € Z, e se z | w, entdo w = z - ¢y,
com q; € Z. Logo, y-w=(x-q) - (z-q).
Vimos que a multiplicacao em 7Z é associativa, entao, como z, 2, q,q1 € Z, podemos

afirmar que

y-w = (z-9)-(2-q)

= [z (¢-2)]-a,
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ou seja,

y-w = lz-(¢-2)]-q.

Também vimos que a multiplicacao em Z é comutativa, entao

yw = [z-(q-2)] @
= [z-(z 9] q,

isto é,
y-w = [rv-(2-9)] q.

Associando novamente os inteiros no segundo membro da igualdade acima, temos

que
yw = [z (z-9)]
= [(z-2)-q-a
= (z-2)-(¢-q),
ou seja,

yow = (z-2)(¢-q).

Como ¢, q; € Z, logo (q-q1) € Z. Assim, podemos dizer que q-q; = ¢z, onde ¢z € Z.

Logo,
y-w = (z-2)-(¢-q)
= (z-2) ¢,
isto é,
y W — (gj . Z) . q27
com qy € Z .
Assim concluimos que z - z | y - w ; o que verifica a propriedade. ]
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Propriedade 1.2.5. Para quaisquer z,y,z € Z,comz #0ey #0,sex |y e y| z,

entdo z | z.

Demonstragao. De fato, se x | y entdoy = x-q, com q € Z, e se y | z entdo z =y - qi,
com q; € Z.

Substituindo a primeira igualdade na segunda, temos
z=(x-q) q.
Associando o inteiro ¢ com ¢, obtemos
z=1x-(q- q),
que também pode ser escrito como
Z2=x-q,onde g =q-q € 7.

Logo, = | z. O

Propriedade 1.2.6. Sejam x,y € Z* quaisquer. Se x |y e y |z, entdo x = L.
Demonstracao. De fato,

r|ly=y=x-q, comq€Z
e também,

ylr=ax=y-q, comq €Z.

Logo,

vy = (y-q) (r-q)
= ly-(q-x)]-q

= [y.(x.ql)].q
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= [y-z)-a]-q
= (y-2) (1 q)

= (z-y)- (¢ q),
ou seja,
zy = (v-y) (¢ q)

Pela igualdade acima concluimos que ¢ - ¢ = 1. Assim 1 = ¢; - ¢, e isto significa
que ¢; | 1. Logo, pela propriedade 1.2.3, ¢ = %1.

Portanto x = +y. 0

A propriedade a seguir envolve o conceito de médulo de um namero inteiro. O
modulo ou valor absoluto de um nimero inteiro x é o inteiro indicado por |z| e definido
por || =xz,se x >0, e |x| = —z, se z < 0. Em sua verificagdo precisaremos também
da propriedade do modulo do produto: |x-y| = |z|- |y|, isto é, 0 m6dulo do produto é

o produto dos modulos.
Propriedade 1.2.7. Sejam x,y € Z* quaisquer. Se z | y, entao |z| < |y.

Demonstra¢ao. Suponhamos que x | y. Logo, por definigdo, 3 ¢ € Z tal que

Assim,
lyl = |z gl =Iz]|ql,
isto é,

lyl =zl - lql. (1.4)
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Como z # 0 e y # 0, logo, por (1.3), ¢ # 0. Entao
lq| > 1. (1.5)
Por (1.4) e (1.5) temos
lyl =[] - [q| = || - 1 = |x], ou seja, |x] < yl,

o que verifica a propriedade. n

Propriedade 1.2.8. Sejam a,b, ¢ € Z, com a # 0, quaisquer. Sea | b e a]c, entao

al(b-z+c-y), Ya,yeZ

Demonstra¢io. Consideremos que a | b e a | ¢. Logo, por defini¢ao, existem

o, (1 E Ztaisqueb=a-q e c=a-q. Assim, Vzx,y € Z,
b-xz = (a-q) z=a-(q-x),
isto é,
b-x = a-(q- ) (1.6)
e analogamente,
cy = (a-q)-y=a-(q-y),
isto é,
cy = a-(q-y). (1.7)
Somando (1.6) e (1.7) membro a membro, segue que
braxtey = a(@-2)+ta-(qg-y)=a (qo-7+q-y)
ou seja,
b-x+cy = a-(g-r+q-y). (1.8)

Como qo, q1, ¥, y € Z, logo (qo -+ q1 - y) € Z. Tomando ¢ =¢qo -7 + ¢ -y em (1.8),

temos que
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b-x+c-y=a-q,comqé€Z.

Disto resulta que a | (b-z+c-y), YV z,y € Z. O

A propriedade 1.2.8 admite uma Obvia generalizacao: sejam a, by, by, ..., b, € 7Z,

n > 1, a # 0, quaisquer. Se a | b, para k = 1,2, ...,n, entao

a|(by-xy+by-zo+ ..+ by-xy), YV, ...z, €Z.

Indicamos por D(z) o conjunto de todos os divisores de um inteiro x qualquer.

Simbolicamente,
D) ={yeZ y|la}

onde Z* representa o conjunto dos inteiros nao-nulos.

Exemplo 1.2.11. Observe que D(0) = {y € Z*:y |0 } = Z*, ou seja, D(0) = Z*.

Exemplo 1.2.12. Note que D(-8) = { y € Z* : y | =8 } = {£1,£2,+4, +8}, isto ¢,
D(-8) = {1, £2, +4, +8}

E importante notar que, para todo z inteiro, D(x) = D(—x), e também, pelo fato
de que x = -1 = (—xz) - (—1), os inteiros 1, (-1), = e (—=x) sdo sempre divisores
de z, quando x # 0. Estes sao denominados divisores triviais de x. Em particular, os
inteiros 1 e (-1) s6 admitem divisores triviais.

Qualquer que seja o inteiro z # 0, se y | x, entao
—r <y<zx= D(x) C[—x,1]

e isto significa que qualquer inteiro x # 0 tem um namero finito de divisores.
Chama-se divisor comum de dois inteiros x e y todo inteiro z # 0 tal que z | = e
z | y, ou seja, o inteiro z # 0 pertence simultaneamente aos conjuntos D(x) e D(y).
O conjunto de todos os divisores comuns de dois inteiros x e y é indicado por D(z, y).

Portanto, simbolicamente,
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D(z,y) = {2 € Z*: z |z e z | y}, ou scja,
D(z,y) ={2€Z":2€ D(z) e z€ D(y)}, e portanto,

D(z,y) = D(z) N D(y).

A interseccao é uma operagao comutativa, de modo que D(z,y) nao depende da ordem

dos inteiros x e y, isto é:

D(z,y) = D(y, z).

Como (-1) e 1 s@o divisores comuns de dois inteiros quaisquer = e y, o conjunto
D(z,y) dos divisores comuns de x e y nunca é vazio, ou seja, D(z,y) # (. Em par-
ticular, se x+ = y = 0, entao todo inteiro nao nulo é um divisor comum de z e y,

isto é, D(x,y) = Z*.
Exemplo 1.2.13. Sejam os inteiros x = —8 e y = 12. Temos
D(-8) = {#1,£2,+4, +8}
D(12) = {£1,+2,43, £4,+6, £12}
Portanto,
D(-8, 12) = D(-8) N D(12) = {1, £2,+4}

Chamamos de minimo de um conjunto nao-vazio de inteiros o menor dos elementos
deste conjunto, ou seja, se a € o0 minimo do conjunto A, entaoa € AeVbe A, a <hb.
Usamos a notacao Min A para indicar o minimo do conjunto A.

O minimo de um conjunto, quando existe, sempre é tnico. De fato, seja A um
conjunto nao-vazio. Suponhamos que M; e M; sejam dois elementos minimos de A.
Logo, por definicao, My < My e My < M;. Assim M; = M. Isto verifica a unicidade

do minimo de um conjunto.

24



Exemplo 1.2.14. O minimo do conjunto A = {—5,—-3,—1,0,2,4,6} é (-5), isto ¢,
Min A = -5.

Contra-exemplo 1.2.1. O conjunto B = {...,—3,—2,—1,0,1,2} nfo possui um

minimo. Simbolicamente, # Min B.

Denominamos principio da boa ordenagao o resultado: "todo subconjunto
nao-vazio formado por nimeros naturais possui um menor elemento."

O teorema que apresentaremos a seguir ¢ conhecido como algoritmo da divisao ou
algoritmo de Euclides. Ele se trata de um resultado obtido por Euclides, matematico

de origem grega que viveu durante o século III a.C.

Teorema 1.2.1. (Algoritmo da divisao): Para quaisquer x e y inteiros, com y # 0,

existem e sao tinicos os inteiros ¢ e r que satisfazem as condigoes:

r=y-q+r e 0<r<lyl.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao deste teorema em duas partes,
considerando primeiramente o caso em que y > 0 e depois o caso em que y < 0.

Caso 1: y > 0.
Seja S o conjunto de todos os inteiros nao-negativos que podem ser representados
sob a forma z — y - z, com z € Z, isto é,
S={x—y-z | z€Z, x—y-z>0}

Note que S # (). De fato, sendo y > 0, temos que y > 1 e, portanto, para z = —|x|,

segue que

r—y-z=x+y-|z|>x+]z| >0.
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Assim, para z = —|z|, x — y - 2 € S; 0 que nos permite concluir que S # ). Sendo
S # (), logo pelo principio da boa ordenagao, existe o minimo do conjunto S.

Suponhamos que Min S = r. Logo existe um inteiro ¢ tal que
r=x—y-q¢>0,
isto é,
r=y-q+r, r>0.

Além disso, temos 7 < y, pois se r > y, terfamos
0<r—y<r. (1.9)

Mas r = x — y - q. Logo
r—y=z—y-q-y=v—qy+1),
isto é,
r—y=x—y(g+1).
Como q € Z, logo (¢ + 1) € Z. Assim

r—y=x—y-2, (1.10)

comz=q+1¢€Z.
Portanto, por (1.9) e (1.10), terfamos que r —y € S er —y < Min S =r; o que é
um absurdo!

Até aqui verificamos que existem ¢, r € 7Z tais que
rT=y-q+r (1.11)

0<r<uy.
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Mostraremos agora que os inteiros ¢ e r sao unicos. Para isso, suponhamos que

existem dois outros inteiros ¢; e r; tais que
T=y-q+nr (1.12)

0<r<y.
Por (1.11) e (1.12) segue que
Yy qut+tri=y-q+r;
de onde resulta que
n-r=y-q-y-qa=y-(q—q),

isto é,

r—r=y-(qg—q). (1.13)

Assim, y | (r; — 7).
Como 0 <r <y, logo —y < —r < 0.

Pelas desigualdades 0 < r <y e —y < —r <0, logo segue que
—y<r—r<uy.
Isto significa que
Iy —r| <y.
Como y | (ry —7) e |ry — 7| <y, logo r; —r = 0. Dessa forma concluimos que r = r.
Substituindo r; —r = 0 em (1.13), obtemos a igualdade
y-(a—a)=0.
Esta igualdade, juntamente com o fato de que y € Z, y > 0, permite-nos concluir que

q—q =0, ouseja, ¢ =qi.

Assim verificamos a unicidade dos inteiros g e r.
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Portanto, V x,y € Z, com y > 0, existem e sao Gnicos os inteiros ¢ e r satisfazendo

as condigoes
r=y-q+r,
0<r<uy.

Caso 2: y < 0.

Se y < 0, entdo |y| > 0, e assim, pelo caso 1, existem e sdo unicos os inteiros ¢; e r

tais que

r=yl-a+r e 0<r<]y.
Como y < 0, logo |y| = —y. Assim, podemos reescrever a igualdade anterior sob a
forma

r=y-(—q@)+r e 0<r<lyl
Portanto, existem e sao tnicos os inteiros ¢ = —q; e r tais que

r=y-qg+r e 0<r<lyl;

o que verifica o teorema. n

Exemplo 1.2.15. Na divisao de 55 por (-10) o quociente ¢ e o resto r que verificam

as condigoes do algoritmo da divisao sao ¢ = —5 e r = 5. Note que
55 =(—=10)- (=5)+5 e 0<5<|—10|.

No exemplo anterior, o quociente g e o resto r foram obtidos facilmente da seguinte
maneira: primeiramente determinamos o quociente e o resto na divisao de 55 pelo valor

absoluto de (-10). Assim obtemos

25 =10-5+5.
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Em seguida, reescrevemos esta igualdade sob a forma
55 = (—10) - (—=5) + 5.

Note que 0 < 5 < | — 10|. Dessa forma concluimos que ¢ = =5 e r = 5.

Exemplo 1.2.16. Na divisao de (-20) por 6, o quociente ¢ e o resto r que verificam

as condigoes do algoritmo da divisao sao ¢ = —4 e r = 4. Note que
—20=6-(—4)+4 e 0<4<|6]

Para encontrarmos o quociente ¢ e o resto r neste ultimo exemplo, primeiro determi-

namos ¢ e r na divisdo do valor absoluto de (-20) por 6. Assim, obtemos:
20=6-3+2.
Multiplicando a igualdade acima por (-1), temos
—20=—-(6-3)—2=6-(—-3) -2,
ou seja,
—20=6-(-3) —2.

Somando e subtraindo o divisor 6 no segundo membro da igualdade anterior, obtemos

a igualdade
—20=6-(—-3)—246—-06
que pode ser reescrita como
—20=06-(—4) +4.

Logo, g =—4er =4.
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Exemplo 1.2.17. Na divisao de (-21) por (-5), o quociente ¢ e o resto r que verificam

as condig¢oes do algoritmo da divisao sao ¢ =5 e r = 4. Observe que
—21=(=5)-5+4 e 0<4<|-5]

Para encontrarmos o quociente ¢ e o resto r neste ultimo exemplo, primeiro determi-

namos ¢ ¢ r na divisao do médulo de (-21) pelo modulo de (-5). Assim, obtemos:
21=5-4+1.
Multiplicando a igualdade acima por (-1), temos
—21=—(5-4)—1=(-5H)-4—-1,
ou seja,
—21=(-5)-4—1.
Subtraindo e somando o divisor (-5) no segundo membro da ultima igualdade, obtemos
—21=(-5)-4—-145-5
que pode ser reescrita sob a forma
—21=(-5)-5+4.
Portanto, ¢ =5 e r =4.

Segundo o algoritmo da divisao, na divisao de um inteiro qualquer x pelo inteiro 2,
os possiveis restos sao 0 e 1. Se o resto é igual a zero, entao o inteiro x = 2 - ¢ é par.

Se o resto € igual a 1, entao o inteiro x =2 - ¢+ 1 é impar.

Exemplo 1.2.18. O inteiro 18 é par. De fato, 18 = 2-9. Observe que nesta divisao o

resto é igual a zero.
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Exemplo 1.2.19. O inteiro 13 é impar. De fato, 13 = 2-6+1. Note que nesta divisao

o resto ¢ igual a 1.

O sinal do quociente da divisao sobre Z depende diretamente dos sinais do dividendo
e do divisor. Se o sinal de ambos forem iguais, o quociente serd positivo. Se forem

diferentes, o quociente sera negativo.

Exemplo 1.2.20. Observe que a divisao do inteiro positivo 12 pelo inteiro negativo

(-2) tem quociente (-6), pois 12 = (—2) - (—6).

Exemplo 1.2.21. Note que a divisdo do inteiro negativo (-9) pelo inteiro também

negativo (-3) tem quociente 3. De fato, —9 = —3 - 3.

A divisao em Z possui todas as propriedades elementares vistas anteriormente para

a divisao em N.

1.3 Os Numeros Racionais

Os numeros racionais surgiram da necessidade de representar partes de um inteiro.
No Egito Antigo, durante inundagoes do Rio Nilo, muitas terras ficavam submersas, e
isso fazia com que elas recebessem nutrientes. Essas terras tornavam-se muito férteis
para a agricultura. Dessa forma, quando as adguas baixavam, era necessario remarcar
os limites entre os terrenos de cada proprietario. No entanto, por mais eficientes que
tentassem ser, nao encontravam um ndmero inteiro para representar tais medidas, o
que os levou a utilizagao de fragoes, isto é, dos ntimeros racionais.

O conjunto dos ntmeros racionais é constituido por todos os ntimeros fracionérios
do tipo g , onde p é um inteiro qualquer e ¢ é um inteiro nao-nulo.

O conjunto de todos os niimeros racionais é representado pelo simbolo Q. Assim,

31



@Z{%rp,qEZ, q%O}

Note que todo nimero inteiro também é um ntmero racional, porque qualquer

x
inteiro x pode ser representado sob a forma de uma fracao do tipo 1

Portanto o conjunto dos niimeros racionais Q é uma extensao do conjunto dos

numeros inteiros Z. Dessa forma concluimos que é verdadeira a inclusao Z C Q.

1.3.1 Operacoes fundamentais com os Numeros Racionais

Adicao

. ~ ., : , , . D
Vimos na se¢ao 1.3 que um nimero racional ¢ um ntmero do tipo = , onde p, q € Z,
q

q#0.

- - . . . p u - .
A adicao de dois ntimeros racionais quaisquer — e — ¢é definida por
q v

 prvtq-u

u
P
q v q-v

A adicao em QQ possui as seguintes propriedades elementares:

Ag1) (Associativa) Para quaisquer % ,C—Cl ,E €Q,
v
<a+c>+ _a <c+u>
b d) v b \d v
Demonstracao. Temos, V 4 , ¢ ’E € Q,
b'd’ v
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(b-d)-v ’
isto é,
c (@-d)-v+(b-c)-v+(b-d)-u
4= - = 1.14
G+a)+s (b-d)-v (1.14)
e, por outro lado,
a <E+?_L> _a cvtd-ou
b \d v/ b d-v
_a-(d-v)+b-(c-v+d-u)
B b-(d-v)
_a-(d-v)+b-(c-v)+b-(d-u)
B b-(d-v)
_ (a-d)-v+(b-c)-v+(b-d)-u
B (b-d)-v 7
ou seja,
a c o u (a-d)-v4+(b-c)-v+(b-d)-u
e — 4+ 2} = . 1.1
5 (G e) (b-d) -0 (1.15)
c u
Por (1.14) e (1.15) concluimos que, V iR € Q,
v



Exemplo 1.3.1. Note que (% + —> + g = % T <

3 2\ 5 3.947-2
St )+ = Ty

79 8 7-9
B 41+5
N 63 ' 8
B 328 + 315
N 504
isto é,
3,2\, 5 _ o8
79 8 504
e também,
3. (2,.5) _ 3,2:8+49
7 9 '8 7 9.8
_ 3,0
N 772
B 216 + 427
N 504
ou seja,

34

5
). De fato, temos

27+14 5

63 8

41-8+63-5
63 -8

643
504

3+16—|—45
7 72

3-7247-61
772

643
504



o

Ag2) (Comutativa) Para quaisquer % g €Q,

a,c_c a
b d d b
Demonstracao. De fato,
a ¢ a-d+b-c
bTdT  bd (1.16)

e, por outro lado,

c'b+d-a_d~a+c-b_a-d+b-c

cLe_
d b  d-b  d-b b-d
isto é,
c a a-d+b-c
R S (1.17)

Logo, por (1.16) e (1.17), %—{—2 = §+ %. Portanto, podemos concluir que a

adicao em QQ é comutativa. n
2 3 3 2

Exemplo 1.3.2. Observe que R + 9= 09 + = De fato,
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2+3_2-9+5-3_18+15_
5 9 5.9 45
ou seja,
2,3 _3
5 9 45
e também,
§+2_3~5+9-2_15+18_
9 5 9.5 45
isto é,
3+2_33
9 5 45

Ags) (Elemento neutro) O elemento neutro para a adigao em Q ¢é o zero.

0 c
Demonstragao. De fato, temos 0 = 7 b € Z*. Assim, para todo racional 7

33
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=5

0+f B Q+E_0-d+b-c_0+b-c
d b d b-d - b-d
_ b _ ¢
b-d d’
isto é,
1 c
07 T d

e, por outro lado,
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c+0 B c+0 _cb+d-0 ¢ b+0
d d b d-b d-b
_cb o
d-b d]
ou seja,
c c
-+0 = = 1.19
i . (1.19)
) c c c c
Por (1.18) e (1.19) segue que, para todo racional R +0=0+ i de
onde concluimos que o zero é o elemento neutro para a adicao em Q. O

7 T T
Exemplo 1.3.3. Veja que 3 +0=0+ 355" De fato,

7+0 B 7+0 714240
2 21 201
7+ 0 7
2 2
ou seja,
7 7
-—+0 = —-.
2+ 2
) . 7
De forma analoga verificamos que 0 -+ 3= 73

Ags) (Elementos simetrizaveis) Todo ntmero racional possui um oposto também

racional.
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(=a)

a
Demonstragao. Seja — € Q qualquer. Logo € Q e, além disso,

b b
o (—a)  a-b+b-(-a)  a-b—b-a
b b b-b B b?
a-b—a-b 0

ou seja,

a  (—a)

o - 0

b * b
e analogamente,

(—a)  a
—=0.
b b
Dessa forma concluimos que
a (—a)
b b
Mas
(—a) _ a
b (=b)

Assim também temos que —% = ( ab). Portanto todo ntimero racional é simetrizavel
para a adicgao. O]

-3
Exemplo 1.3.4. Note que o oposto do niimero racional 5 ¢ o nuimero racional ( 5 )
De fato,
3 (=3) 3-242-(=3) 6+(-6) 0 . 3 (=3)
§+ 5 = 5.9 _Z_O’ ou seja, 5—1—7—0.
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Ags) (Elementos regulares) Todos os niimeros racionais sao regulares para a adicao,

v v
, — €Q, com — fixo, temos
w w

) a
ou seja, V —,

b

o

v . a v N c_,a_c¢
w b ow d b d
e também,
n v ¢ n v_,a_c¢
w d o w b d’
. . a ¢ v . v (—v) .
Demonstragao. Sejam —, —, — € Q quaisquer, com — fixo. Logo € Q. Assim,
b” d w w w
Lr_cr (a+v>+(—v)_(0+v) (—v)
b w d w b w w  \d w w
a v —v c v —v
e (v Y e (v (=)
b w w d w w
— T40=S+40
b d
_, o_c
b d
ou seja,
n vo_c n v _c
b S dw b
, v o a v ¢ a ¢
Analogamente verificamos que — + - = — + - — — = —.
w b w d b d
Dessa forma concluimos que todo niimero racional é regular para a adicao. O
a c
Exemplo 1.3.5. Temos, V 77 € Q,

39



e também,

Logo, o niimero racional = é regular para a adigao.
2

Subtracao

- . B . . . p u -, .
A subtracao de dois nimeros racionais quaisquer — e — é definida por
q

p u_p-v—q-u

g v  qguv
Note que B—E:E+<_E>:E+<_U):IZ+ v
¢ v e ‘wviog vog (v

As propriedades elementares que nao sao validas para a subtracdo em Z também nao

sao validas para a subtragao em Q. Sendo assim, a tnica propriedade elementar vilida

para a subtragao em Q é:

So1) (Elementos regulares) Todos os nimeros racionais sao regulares para a sub-

a ¢ v v
tragao, ou seja, V —, —, — € Q, com — fixo, temos
b d w w
v_a_v_c_ a_c¢
w b w d b d
e também,
@ _v_c_v_, a_c
b ow d w b d’

I

v v
€ Q quaisquer, com — fixo. Portanto (——) e Q.
w w

ISH )
gle

a
Demonstragao. Sejam 7

Assim,

40



a v ¢ v:><a v> v_<c v> v
b w d w b w w  \d w w
a v c v
— 24 (-=+2) =S+ (-=+2)
b woow d woow
a
:>a_c
b d
ou seja,
a_v_c_v:a_c
b w d w b d’
Analogamente verificamos que
vooa v c:>a_c
w b w d b d

Dessa forma concluimos que todo niimero racional é regular para a subtracao. [

Exemplo 1.3.6. Temos que, V o 2 € Q,
a 9 e 9 . a ¢
b 4 d 4 b d
e também,
9 a 9 ¢ N a ¢
4 b 4 d b d’

9
Assim, o racional 1 é regular para a subtracao em Q.
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Multiplicacao

T . . . . p u .
A multiplicagdo de dois niimeros racionais quaisquer — e — é definida por
v

q-v

3
SHIES
=]

I

As propriedades elementares da multiplicacao sobre Q sao:

€@,

Mg1) (Associativa) Para quaisquer

SHES

> e
Ul o

Demonstracao. Temos, V g, E, - €Q,
b” d v
<_.E>.E _ (ae) u (a0 a-(c-u
b d) v (b-d) v  (b-d)-v  b-(d-v)
_ e lew _a (£
b (d-v) b \d v/’

isto é,

Portanto a multiplicacao em Q é associativa.

3 2\ 2 3 (2 2
E lo 1.3.7. Ob —+-—]-===-(=-=). De fat
xemplo 1.3.7. Observe que (5 7) 5= % (7 3) e fato,

32\ 2 /3.2 2 6 2 12 (3 2\ 2 12
_ . — - = - ._:_._:_7ouseja’ _ . — - =
(5 7) 3 (5-7) 3735 3 105 (5 7) 3 105

e também,
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3.(2.2\_3 (2:2\_ 3 4 12 3 (22) 12
5 \7°3) "5 \73) "5 21 105 "% 5 \7°3) T 105

. 3 2\ 2 3 [2 2
Assim, concluimos que <— . —) 3% (— . —>.

. ) a c c ¢ a
Mg2) (Comutativa) Para quaisquer 7 7 €Q, 7143
. a c

Demonstragao. De fato, V 77 € Q,

ac _ac _ca _ca

b d  b-d db db’

ou seja,
a.c_ca
b d db

Assim, concluimos que a multiplicagao em Q é comutativa.

2 3 3 2
E lo 1.3.8. Vej —+-—=—-.— . Def
xemplo 1.3.8. Veja que F'9-9'F e fato,

2 3 23 6
59 5.9 45
e também,
3.2_3-2_ 6
9 5 9.5 45

Mgs) (Elemento neutro) O elemento neutro para a multiplicacio em Q é o 1.

1 c
Demonstracao. De fato, temos 1 = — € Q. Assim, para todo racional —,

d
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1 c 1L e¢ 1l-¢c ¢
d 1d 14 d
1
_ L _ 2 _
d-1 d d
ou seja,
c c
1-- = —=-1.
d d
Portanto, o racional 1 é o elemento neutro para a multiplicacdo em Q. O
4 4 4
Exemplo 1.3.9. Note que ?-1:1~?:?. De fato,
41 4 1 4-1 4 ) . 4
—l==-.--=—=—-, ouseja, - -1=—
2 A T T T A e
e também,
4 1 4 1-4 4
]_-—:— —_ = — = t 2 1~—:—
717 17 7 PO
4 4 4
Portanto, podemos concluir que ?-1: 1-? =— .

Mg4) (Elementos simetrizaveis) Todo ntimero racional ndo-nulo possui um inverso

que também é um racional nao-nulo.

a
Demonstracao. Seja 7 € Q* qualquer. Logo, pela definicao de niimero racional, a,b €

b
Z*. Assim — € Q*. Além disso,
a

a b ab a-b_ ]
b a b-a a-b
b b -1}
isto é, - 1. Analogamente mostramos que — - 4 1. Portanto <E> =—30
b a a b b a
que verifica a propriedade. O



. . . 4 . -
Exemplo 1.3.10. O nimero racional nao-nulo R ¢ simetrizavel para a multiplicagao.

5 A5 5
O seu simétrico é 7 ou seja, (5) =71 De fato, obviamente 1 € Q* e, além disso,

4 5 4-5 20 ... 45
- —-=—=—=1, isto¢, --—-=1.
5 4 5-4 20 5 4
. : 5 4
Analogamente verificamos a igualdade 15 = 1. Dessa forma concluimos que

Ot

Mgs) (Elementos regulares) Todos os nimeros racionais nao-nulos sdo regulares

a ¢ v v
para a multiplicagao, isto é, V —, —, — € Q, com — =+ 0 fixo, temos
b d w w
vae_ve_.e_¢
w b w d b d
e também,
a v_cuv_,a_c
b w d w b d’

tiopE— GG
ORI
- S5 6
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N vew  C vew
b vow d v-w
a c
:> —_ . 1 _ — . 1
b d
— = ¢
b d
ou seja,
av_c v _, <
b w d w b d’
Analogamente verificamos que v.e_rv.¢ — 2. £ Assim concluimos que todo
w b w d b d
numero racional nao-nulo é regular para a multiplicagao. O
a c
Exemplo 1.3.11. Temos, V 77 e Qr,
2 a 2 ¢ N a ¢
5 b 5 d b d
e também,
a 2 ¢ 2 N a ¢
b 5 d 5 b d

. 2, e
Logo, o racional R ¢é regular para a multiplicacao.

Mgs) (Distributiva da multiplicagao em relacao a adigao) Para quaisquer
a

v
T w € Q, temos

w

QUl o

RGORCENCE)
G0 4-G G
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Demonstracao. De fato, temos

PG -5 ()

a-(ccw+d-v) a-(c-w)+a-(d-v)

b-(d-w) b-(d-w)
isto é,
a (¢ W a-(c-w)+a-(d-v)
(G = b-(d-w) (1.20)

_a-(w-c)—l—a-(d-v) a-(c-w)—i—a-(dw)’

b-(d-w) b (d-w)
ou seja,
Go+GD = =Ty 12

Por (1.20) e (1.21) concluimos que
G- G G
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para quaisquer racionais

) 9

(ol
Ul o
gle

Analogamente demonstramos que

()

a

b

-G+

(o 8)

Portanto, em Q, a multiplicagao é distributiva em relacao a adigao.

2
Exemplo 1.3.12. Note que 3

24
7

De fato, temos

2

)-(+6D)

2+3 2 (2:2+47-3\ 2 (4421 2 25 50
3 \7 2 3 7.2 3 14 3 14 427
ou seja,
2 2+3 50
3 \7 2) 427
e por outro lado, temos
2 2 N 2 3 4 6 4-6+21-6 244126 150 50
3 7 3 2 216  21-6 126 126 42
isto é,
2 N 2 3\ 50
3 3 2] 427

. ) 2
Assim, concluimos que — -

3 +

2
7
2 3
7T 2

Mg7) (Distributiva da multiplicacao em relagao

v
,— € Q, temos
w

Ul o

a
b’

G

a
b
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isto é,
a [(c v a-(c-w)—a-(d-v)
E'<3_5> - b (d-w) (1.22)
e por outro lado,
(2.9)(0.0) 00 @0) @9 ()= b0)-far)

b d b w (b-d) (b-w) (b-d)-(b-w)
:(b~w)-(a-c)—(b-d)-(a~v):b-[(w-a)-c]—b~[(d-a)-v]
(b-d)-(b-w) b-[(d-b)-w]
_b-[(w-a)~c—(d-a)-v]:(w-a)-c—(d~a)-v
b-[(d-b)-w] (d-b)-w
_(a-w)-c—(a-d)-v:a-(w-c)—a-(d-v)

(b-d)-w b-(d-w)
:a-(c-w)—a-(d-v)
b-(d-w)
ou seja,
a c a v a-(c-w)+a-(d-v)
Ga G =-""7ae (1.23)
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Por (1.22) e (1.23) concluimos que % : (2—%) = (%2) — <%%>,

€ Q.

?

Ul o
g =

a

vV -

b?

Analogamente demonstramos que (E — 2) R <E . 2) — (2 . g). Portanto, em
d w/ b d b w b

O

@, a multiplicacao ¢é distributiva em relagao a subtracao.

2 1 3 2 3 1
———]=(=-=)—(=--)] . Def
( 4) (5 3) (5 4) e fato, temos

Exemplo 1.3.13. Observe que =3
3 (2 1\ 3 (2-4-3-1\ 3 (8-3) 3 5 15
5 \3 4) 5 3.4 5 12 ) 5 12 60’

isto é,

o] W

2 1\ 15
3 4) 60
15

3 6-20-15-3 120—45 75

3 2\ (3 1\ 6
5 3 5 4) 15 20 15- 20 300 300 60

e por outro lado, temos

ou seja,

3.2y _ (3 1\ _1
5 3 5 4) 60

Divisao

N p . P . ~
A divisao de um numero racional = qualquer por um racional nao-nulo — qualquer
q v

é definida por

p.u_p-u
g v qu’
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As propriedades elementares que nao sao validas para a divisao em 7Z também nao
sao validas para a divisao em Q. Sendo assim, a tnica propriedade elementar vélida

para a divisao em Q é:

Dg1) (Elementos regulares) Todos os ntimeros racionais nao-nulos sao regulares

para a divisao, isto é, V g, E, EEQ, com E;«réOﬁxo, temos
b d w w
v,a_v.c_jae_c
w' b wd b d
e também,
a,v_c.v_ a_c
b w d T w b d
- . a ¢C v . v
Demonstracao. Sejam —, —, — € QQ quaisquer, com — # 0 fixo. Logo
b” d w w
a v c a v w c v w
—r—=—t— = ()t —=(=+—)+—
b d (b w) v <d w> v
— ()Y
b-v/ v \d-v v
G w)~v:(c w) v
b-v)-w (d-v) w
. ¢ (w-wv :c-(w~v)
b-(v-w) d-(v-w)
¢ (v~w):c-(v-w)
b-(v-w) d-(v-w)
_, a_c
b d
isto é,
a.v_c. v _ a_c
b S d b d



Analogamente verificamos que

v _v;c:a_c‘
b w d b d’
0 que prova a propriedade. O
) a c
Exemplo 1.3.14. Para quaisquer 37 €Q,
a;3_c;3:a_c
b 4 d 4 b d
e também,
3 a_3.c:>a_c
470 4°d b d’

. : 3 N
Assim, o racional — é regular para a divisao em Q.
4

1.4 Os Numeros Irracionais

A origem dos nimeros irracionais esta ligada com a geometria e, principalmente,
ao teorema de Pitagoras.

Pitagoras foi um matematico grego que viveu por volta do século VI a.C. O teorema
de Pitagoras afirma que, em um triangulo retangulo, a hipotenusa ao quadrado se
equivale a soma dos quadrados dos catetos.

Dividindo um quadrado de lado 1 em dois triangulos retangulos e aplicando o teo-
rema de Pitagoras em um deles para calcular a diagonal do quadrado, os matematicos
gregos se depararam com um novo numero, 0 NUmMero V2. Este foi o primeiro indicio
de um ntumero irracional.

Os nuimeros irracionais sao todos os nimeros que, representados sob a forma deci-
mal, a parte decimal ¢ infinita e nao periédica. Sendo assim, nao podem ser represen-

tados sob a forma de fragao, como no caso dos racionais.
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Um ntimero irracional pode ser obtido facilmente pela forma ,/p, onde p é um
nimero natural primo. Lembre-se que um ntmero natural primo é um nimero que
tem apenas dois divisores positivos diferentes, o 1 e o préoprio niimero, isto é, se x for
um natural primo, entdo D(z) = {1, x}. Vale ressaltar que o natural 1 nao é primo
pois possui apenas um divisor positivo.

Outro recurso para a construcao de irracionais é usar o fato de que se x é um
irracional e y € um racional nao-nulo, entao x +vy, r —y, -y, v +y e y -+ x sao todos

irracionais.

Exemplo 1.4.1. Os ntmeros V2 — 3, 4+ \/g, 2 \/5, V3 =2e 6+ /3 sdo todos
irracionais, pois se efetuarmos as operagoes veremos que os resultados sao numeros

decimais infinitos e nao periddicos.

O conjunto dos numeros irracionais é representado pelo simbolo I. Assim, pela
definicao de numero irracional, temos que Q N1 = (), ou seja, os conjuntos Q e I sao

disjuntos. Portanto, obviamente, Q ¢ I.

1.4.1 Operacgoes fundamentais com os Numeros Irracionais

Sobre as operacoes fundamentais com os niimeros irracionais, é¢ importante notar que
a soma, a diferenca, o produto e o quociente de dois ntimeros irracionais nem sempre é
um nuamero irracional. Nesse sentido dizemos que o conjunto I dos ntimeros irracionais

nao é fechado para a adicao, subtracao, multiplicacao e divisao, respectivamente.

Contra-exemplo 1.4.1. Veja que 3 + V2, 3 — v2 € I, porém a soma
(3+v2) + (3 — v/2) = 6 que nio é um namero irracional.

Contra-exemplo 1.4.2. Note que v/2, 14++/2 € I, mas a diferenca v/2—(1++v/2) = —1

que nao é um namero irracional.

Contra-exemplo 1.4.3. Observe que v/3 € I, porém o produto v/3 - v/3 = 3 que nao

¢ um numero irracional.

53



Contra-exemplo 1.4.4. Veja que v/ 11 € I, mas o quociente /11 = /11 = 1 que nao

é um namero irracional.

Nesta subse¢ao nao falaremos sobre as propriedades elementares da adigao, sub-
tracao, multiplicacao e divisao com os niimeros irracionais, porque essas propriedades
vistas para as operagoes até aqui se referem a operagoes sobre um conjunto, no sentido
de que o conjunto é fechado para elas, o que nao é o caso desta vez, pois, conforme jéi

citamos, o conjunto I nao é fechado para essas operagoes.

1.5 Os Numeros Reais

Conforme vimos na secao 1.2, os numeros inteiros foram obtidos a partir dos
numeros naturais, porque o conjunto dos nimeros inteiros é composto pelos ntimeros
naturais e seus respectivos opostos.

Na segao 1.3 vimos que os niimeros racionais foram construidos através dos niimeros
. , . . , . p =
inteiros, uma vez que um ndmero racional é um nimero do tipo —, onde p e ¢ sao

q
numeros inteiros, com ¢ # 0.
Na secao 1.4 observamos que um ntumero irracional é construido através dos ntimeros

inteiros ou racionais, uma vez que um nimero irracional ¢ um nimero do tipo /p, onde

p € um natural primo, ou gerado através das expressoes v +y, x -y, * +y ou y + x,
sendo x um irracional e y um racional nao-nulo.

Os numeros reais, ao contrario dos numeros inteiros, racionais e irracionais, nao
foram construidos através de ntimeros que surgiram anteriormente a eles. Eles sao
exatamente os nimeros racionais e os numeros irracionais, isto é, o conjunto dos
nimeros reais ¢ a uniao do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos niimeros
irracionais. E importante notar que esta unido ¢ disjunta, porque a intersecio desses

conjuntos é vazia.

O conjunto dos nimeros reais é indicado pelo simbolo R. Assim, R = QU .
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Com a formalizacao do conjunto R dos ntimeros reais vale ressaltar que o conjunto

I dos nameros irracionais também pode ser representado por R — Q.

1.5.1 Operagoes fundamentais com os Nimeros Reais

Adigao

A adicao em R é a mesma considerada em Q e em I, pois como vimos na secao 1.5,
o conjunto R ¢ a uniao disjunta desses conjuntos.

A adicao em R possui todas as propriedades elementares validas para a adi¢ao em
@, ou seja, possui as seguintes propriedades: associativa, comutativa, tem o elemento
neutro para a adigao, que é o zero, cada um de seus elementos possui um oposto e sao
regulares para a adicao.

Como todas as propriedades da adi¢cao em R coincidem com as propriedades da
adicao em @, nao citaremos aqui exemplos de cada uma delas, pois sao anélogos aos
exemplos relacionados as propriedades verificadas para os conjuntos numéricos tratados

anteriormente.

Subtracao

Assim como em @, a subtracao em R possui apenas uma propriedade elementar

véalida. A propriedade é a seguinte:
Sr1) (Elementos regulares) Todos os nimeros reais sdo regulares para a subtragao,
ou seja, para quaisquer x,y, z reais, com z fixo, temos
z—r=z—yYy=—x=1y
e também,
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T—2z=Y—2z2=—=>T=1y.

Exemplo 1.5.1. Temos que, V x,y € R,

V2 V2

- = _—_— = —

e também,

—r=——yYy=T=1y.

V2 V2
5 5

2 .
Assim, o ntimero real = é regular para a subtragao em R.

A subtragdo em R ndo é associativa, pois em geral, (r —y) — 2z # = — (y — z), com

x,y, 2 € R. Observe o exemplo a seguir.

1 1 1 1 1 1
E lo 1.5.2. N I [ e f
xemplo 1.5 ote que (2 4) 2;&2 ( ) De fato,
1 1 I /1
2 4) 2 \2

111y 1 1 _1, 1 1
2 \1 2) 72 9) T g g T o ouNA g

A subtragao em R nao é comutativa, pois Vz,y € R, com x #y, x —y # y — .

Exemplo 1.5.3. Temos 2 —7# 7 —2. De fato,2-7=-5 e 7-2=05.

A subtragdao em R nao possui elemento neutro, ou seja, nao ha um namero e € R

que satisfaz simultaneamente as duas igualdades abaixo

e—x=x e x—e=ux,Vrelk
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O nuamero real zero satisfaz apenas a segunda igualdade, ou seja, ele é apenas o

elemento neutro a direita para a subtracao em R. De fato, V z € R, temos z — 0 = .
Para ilustrar o que foi dito acima, veja o exemplo e o contra-exemplo abaixo.
Exemplo 1.5.4. Para z = /2, temos £ — 0 = v2 — 0 = v/2 = 2, ou seja, . — 0 = z.
Contra-exemplo 1.5.1. Como no exemplo anterior, considerando = = /2, temos
0—z=0—v2=—V2=—z,isto é, 0 —x = —z. Como —/2 # /2, ou seja, —x # ,

logo 0 —x # x. Portanto, o zero nao é um elemento neutro a esquerda para a subtragao

em R.

Os elementos do conjunto R nao sao simetrizaveis para a subtracao. De fato,
conforme sabemos nao existe um elemento neutro e para a subtracao em R. Logo,
dado x € R, nao existe um numero real 2’ tal que x — 2’ = e = 2’ — x. Lembre-se que o
simétrico de um numero real x em relagdo a subtracao é o numero real ' que verifica
a igualdade mencionada acima.

A subtracao em R nao é distributiva em relacao a adicao e vice-versa. Observe os

exemplos abaixo.

2

1 1 11 1 1 7 3 10
C (442 =-—6=—— o) (—2) =L (=2) == = 5,
3~ 42 =3 2 e<2 >+<2 ) 2+<2) y =70

Assim, a subtracao nao é distributiva em relacao a adicao.

1 1 1
Exemplo 1.5.5. Veja que 3 (4+2)# <— — 4) + <§ — 2). De fato,

1 2 1 1 2
E lo 1.5.6. Not - 1—- —+1)—1{=4+=]. De fat
xemplo oeque3+< 3)7&(3—1—) (3+3) e fato,

y+1_2 _1+1_2 . 1+1__1+2 _4_1_1
3 3/ 3 3 3 3 3 3/ 3 3

Logo, a adigao nao ¢é distributiva em relagao a subtracao.
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Multiplicacao

Todas as propriedades elementares validas para a multiplicacao em QQ também sao
validas para a multiplicacao em R. Sendo assim, a multiplicacao em R é associativa,
comutativa, tem elemento neutro, que é o 1, cada um de seus elementos, exceto o zero,
possui um inverso e é regular para a multiplicacao e também é distributiva tanto em

relacao a adicao quanto em relacao a subtracgao.

Divisao
Assim como na divisao em Q, a divisdo em R possui apenas uma propriedade ele-

mentar que é:

Dr1) (Elementos regulares) Todos os nimeros reais nao-nulos sao regulares para

a divisao, isto é, V z,y,z € R, com z # 0 fixo, temos
ZEr=zryYy=—1x=1y
e, analogamente,

Trz=yrz=—>x=1y.

Exemplo 1.5.7. Temos que, V x,y € R,

. 2 . 2 :
r—— — = - = xr =
3 Y73 Y
e, analogamente,
2 . . i
- =T === xr = .
3 3 Y Y

2 .
Assim, o real 3 ¢é regular para a divisao em R.

58



A divisao em R ndo ¢ associativa, pois em geral, (v +vy) + 2z # = + (y + 2), com

x,y,z € R*. Veja o exemplo abaixo.
1 1
Exemplo 1.5.8. Note que (9 +3) = 3 #£9 =+ (3 - 5) De fato,

1 1 1
(9+3)+§:3+§:9 , isto &, (9+3)+§:9 e

1 ) 1 .
9+(3+§>:9+9:1 ,ouseJa,9+(3+§):1 . Assim,
1 1
9+3)+=-#9+(3+= .
03529+ (35 7)

A divisao em R nao é comutativa, pois V z,y € R* com z # y, temos que

Ty Fy-+x.

1 1 1
Exemplo 1.5.9. Observe que 3+ 3 #+ 3 + 3. De fato, 3+ 3

I

(@}

¢}
N =

.|.

w

I
| =

A divisao em R nao possui elemento neutro, isto é, nao existe um nimero real e tal

que
e-xr=x e x+e=ux VreR"

O namero real 1 satisfaz apenas a segunda igualdade, ou seja, ele é apenas o el-
emento neutro a direita para a divisao em R. Veja o exemplo e o contra-exemplo

abaixo.

Exemplo 1.5.10. Note que =2+ 1= —2¢, em geral, z -1 =2, ¥V z € R. Por isto é

que dizemos que o 1 é o elemento neutro a direita para a divisao em R.

1 1
Contra-exemplo 1.5.2. Observe que 1 + (—2) = —5 Como —2 # (—5), portanto

o 1 nao é um elemento neutro a esquerda para a divisao em R.
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Os elementos do conjunto R dos niimeros reais nao sao simetrizaveis para a divisao.
De fato, conforme sabemos, nao existe um elemento neutro e para a divisao em R.
Portanto, dado z € R, nao existe 2’ € R tal que x +~ 2’ = e = 2/ + 2. Lembrando que
o simétrico de um namero real x em relacao a divisdo é o namero real =’ que verifica a
igualdade acima.

A divisdo em R nao é distributiva em relacao & adicao, subtracao e multiplicacao,

e vice-versa. Veja os exemplos a seguir.

1 3 1 3
Exemplo 1.5.11. Observe que 3 =+ <4_1 + Z) # (3 = Zl) + (3 = Zl) De fato,

1 3 1 3
3 <4+4> 3+1=3 e (3 4)+(3 4) + 6

Portanto, a divisao nao é distributiva em relacao a adicao.

1 1 1
Exemplo 1.5.12. Veja que 2 + <§ + 5) #+ (2 + 5) + (2 +

1 1 1 1N\ 5 5
2 — - =24+1= 24 - |+ (24 )=z+=-=1
+'<2 2> tl=3 e ( +'2> ( 4'2> 2772

Dessa forma vemos que a adi¢ao nao é distributiva em relacao a divisao.

1
—). De fato,
2

3 \3 3 3 3 3 3

Lo(1o2y_ 1 (1Y _ 11 12\ 11
3 \3 3/ 37\"3)~ ¢ 373 3°3) " T 27 %

Portanto, a divisao nao ¢é distributiva em relagao a subtracao.

1 1 2 1 1 1 2
Exemplo 1.5.13. Note que = + (— — —) # (— + —) — (— + —). De fato,

60



Exemplo 1.5.14. Observe que 4 — (2 +8) # (4 —2) + (4 — 8). De fato,

4—(2%8):4—%1:14—5 e (4—2)%(4—8):2+(—4):—%. Assim, a

subtragao nao ¢é distributiva em relagao a divisao.

1 1
Exemplo 1.5.15. Note que 2 + (3 : §> #(2+3)- <2 + §> De fato,

2‘31—2‘1—2 (2+3) 2‘1—26—12—4
: 5) =2+ 1= e : s3T5 0=5=4

Dessa forma podemos notar que a divisao nao é distributiva em relagao a multipli-

cagcao.

2 1 2 2 1
E lo 1.5.16. Vegj - |3+ —-3)+ (== ). De fat
xemplo eja que 5 ( 3> # (3 ) (3 3) e fato,

2 [y 1\ _ 2, 18 2 )L (2,2,
3 "3) 737737 % \3 “\3'3) 7“9~

Portanto, a multiplicagao nao é distributiva em relagao a divisao.

Assim finalizamos o primeiro capitulo deste trabalho. No proximo capitulo, estu-

daremos especificamente sobre os niimeros complexos.
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Capitulo 2

Os Numeros Complexos

No capitulo anterior, falamos da parte histérica e das operagoes fundamentais de
cada conjunto numérico, com excecao do conjunto dos niimeros complexos. Neste capi-
tulo, falaremos exclusivamente sobre os numeros complexos, comecando pelo
surgimento destes numeros, depois estudaremos as operagoes sobre os numeros com-
plexos e, por fim, apresentaremos algumas representacoes geométricas dos nimeros
complexos.

No desenvolvimento deste capitulo foram utilizadas as referéncias [2], [4], 6], [7],

8] e [12].

2.1 O Surgimento dos Numeros Complexos

Durante a idade média, os matematicos italianos exploraram véarios tipos de equagoes
algébricas tentando propor féormulas para a solugao dessas equagoes. Contudo, eles es-
barraram em equacoes do tipo z? + 2 = 0. Eles consideravam na época que estas
equagoes nao tinham solugao, pois para eles nao havia um numero que elevado ao
quadrado resultasse em um ntmero negativo.

No entanto, durante o século XVI, o matemético Girolamo Cardano, estudando as
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solugoes de equagoes ctibicas, isto é, equacoes do terceiro grau, ignorou as consideragoes
feitas pelos matemaéticos dessa época. Ele apresentou uma féormula geral para resolver
a equacao ctbica 2% + az? + bz + ¢ = 0. Cardano mostrou que uma raiz da equacao

ctibica 2® + ax? + bz + ¢ = 0 ¢é obtida pela formula

P+Q- (g) , (2.1)
onde
3 2 3 2
P T S B N
> TVt ¢ @ s Vot
2 23 b
sendop:b—<%> e q:Q_CL?_%_FC'

Quando ele aplicou a formula geral de resolugao de equacoes do 3° grau, apresentada

em (2.1), na equagio x> = 15z + 4, obteve que uma de suas raizes é

=12+ 11V=1+ /2 - 11V/—1. (2.2)
{24 1voT4 {2 - v

Mas, sabendo que x = 4 é uma raiz da equacao 2> = 15z + 4 ele percebeu que as
raizes ctibicas na igualdade (2.2) devem ser (2 ++v/—1) e (2 — v/—1), pois elevando-as
ao cubo resulta em (2 + 11y/—1) e (2 — 11y/—1), respectivamente, e além disso a
soma dessas raizes ciibicas ¢ igual a raiz r = 4 da equacgao. Logo, os ntimeros

complexos entraram na Matematica pela equagao do 3° grau.

Cardano chamava as raizes quadradas de ntmeros negativos de ntmeros ficticios.
O resultado das resolugoes das equagoes do 3° grau por Cardano foi a possibilidade da
existéncia de novos nameros, o que mais tarde foram chamados de ntimeros imaginarios.
Atualmente, os mateméaticos se referem a y/—1 como unidade imaginaria (i). Assim
surgiram os nimeros complexos, cuja forma algébrica é a + bi.

Na representagao algébrica de um nimero complexo z = a + bi, a e b sao ntimeros

reais. O nimero real a é denominado parte real do ntimero complexo z, e indicado
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por Re(z) = a, e o ntumero real b é chamado parte imaginaria de z, e indicado por
Im(z) = b. Quando o nuamero real b for nulo, z ¢ um nimero real, e quando o nimero
real a for nulo, com b # 0, z é um ntimero imaginario puro.

Posteriormente, no século XIX, dois matematicos chamados Argand e Gauss desen-
volveram a ideia de representar um niimero complexo em um sistema de coordenadas.
No caso dos numeros reais, eles podem ser representados por uma reta (a reta real).
J& no caso dos complexos, como eles sao formados por niimeros reais e imaginérios
(a + bi, onde a,b € R), houve a necessidade de acrescentar mais um eixo a reta real
para ser possivel representéa-los (o eixo imaginario). Por exemplo, o niimero complexo
z = 2+ 3i, cuja parte real é igual a 2 e a parte imaginaria ¢ igual a 3, é representado

geometricamente pelo seguinte gréfico:

Im(z)

Conforme acabamos de ver, a representacao de um ntmero complexo z = a + bi é
realizada em um plano. Este plano é denominado plano Argand - Gauss.

Conclui-se que, como os niimeros complexos possuem parte real e parte imaginéria,
logo ele é uma extensao dos ntmeros reais. Em outras palavras, ele engloba todo
o conjunto R dos niimeros reais e também todas as raizes de indice par de ntimeros

negativos. Os nimeros complexos sao representados pelo simbolo C. Assim, R C C.
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2.2 Operagoes Fundamentais com os Niumeros
Complexos

Nesta secao falaremos das operacoes fundamentais com os ntmeros complexos e

suas respectivas propriedades elementares.

2.2.1 Adicao

Na secao 2.1 vimos que um nimero complexo z qualquer pode ser escrito sob a
forma z = a + bi, onde a,b € R e a constante i, denominada unidade imaginaria
dos ntmeros complexos, ¢ definida por i = v/—1 ; de onde segue que i> = —1. Esta
representacao é denominada forma algébrica de um ntmero complexo.

A adigao de dois ntimeros complexos quaisquer z; = a + bi € 29 = ¢ + di é definida

por
21+ 20 = (a+c)+ (b+d)i.

Essa soma pode ser obtida através da adi¢ao de polindmios. Para isto basta con-
siderar os nimeros complexos z; = a + bt e zo = ¢ + di como sendo dois binémios na

variavel 7. Assim temos
21420 =(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,
ou seja,

21+ 20 = (a+c)+ (b+d)i.

Exemplo 2.2.1. Sendo z; = 2+ 3i e 29 = 3 — 57, temos
214+ 22=0243i)+(3-=5)=(2+3)+(3—=5)i =5 — 24, isto &,
21+ 29 = 5 — 2i.
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A adigao em C possui as seguintes propriedades elementares:

Ac1) (Associativa) Para quaisquer zq, 29, 23 € C,

(21 + ZQ) + 23 =21+ (ZQ + Zg).

Demonstracao. Sejam z; = a + bi, 2o = ¢+ di e z3 = v + wi trés nimeros complexos

quaisquer. Assim,

(z1+22) +23 = [(a+bi)+ (c+di)] + (v+ wi)
= [(a+c)+ (b+d)i] + (v +wi)

= [(a+c)+v]+[(b+d)+wli,
isto é,
(z14+22)+23 = [(a+c)+v]+[(b+d)+w (2.3)

e, por outro lado,

21+ (224 23) = (a+bi)+ [(c+ di) + (v+ wi)]
= (a+b)+[(c+v)+ (d+ w)i]
= [a+ (c+v)]+[b+ (d+w)]i

= [(a+c)+v]+[(b+d)+wli,
ou seja,
214+ (224 23) = [(a+c¢)+0]+[(0+d)+ wli. (2.4)

Por (2.3) e (2.4) segue que (z1 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23),V 21, 22, 23 € C.

Logo, a adicao em C é associativa. O
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Exemplo 2.2.2. Observe que, para z; = 3+ 24,20 = 5 — 7i e 23 = 2i, temos

(21 4 22) + 23 = 21 + (22 + 23). De fato,

(21 +22)+23 = [(3+2i)+(5—Ti)]+2i
= [B+5)+(2-T)i]+2¢
= (8—5i)+2i
= 8+ (-5+2)i
= 8-3i,

ou seja,
(z14+22)+23 = 8—3i
e também,
24+ (n+23) = (3+20)+[(5—T7i)+ (20)]
= (342i)+ 5+ (=7+2)i
= (3+42i)+ (5 — 5i)
= (3+5)+(2-5)
= 8-3i,
isto é,

Zl+(22+23) = 8— 3.

Assim, (z1 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23).

Aco) (Comutativa) Para quaisquer 21,29 € C, 21 + 29 = 25 + 21.

Demonstracao. Sejam z; = a + bi e 29 = ¢ + di dois nimeros complexos quaisquer.
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Logo,

21+ 29

ou seja,

21+ 29

Portanto, a adicao em C é comutativa.

(a+bi) + (c + di)
(a+c)+ (b+d)i
(c+a)+ (d+b)i
(c+di)+ (a+ bi)

2o+ 21,

29421,V 21,29 € C .

Exemplo 2.2.3. Veja que, para z; = 2 — 21 € 29 = 5+ 3¢, temos z; + 20 = 25 + 21. De

fato,

2142 = (2—2)+ (5+31)

isto é,

(2+5)+(—2+3)i

T4i,

21+ 20 = 7+ 1.

E também,

29 + 21

isto é,

(54 3i) + (2 — 29)
(5+2)+(3—2)i

T4,

Z+2z1 = T41.
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Portanto, z; + 2o = 29 + 21.

Ac3) (Elemento neutro) O elemento neutro para a adigdo em C é o zero, 0 = 0+ 0.

Demonstracao. De fato, V (a + bi) € C, temos

(a+bi)+ (040i) =(a+0)+ (b+0)i = a+ bi,
ou seja,
(a + bi) + (04 0i) = a + bi.

Analogamente verificamos que (0 4 07) + (a + bi) = a + bi. Assim,
(a+bi)+(0+0i) =a+bi = (04 0i) + (a + bi). Portanto 0 = 0+ 0i é o elemento

neutro para a adicao em C. ]

Exemplo 2.2.4. Note que (2 +4i) + (0 + 0i) = 2+ 4i = (0 + 0i) + (2 + 4i). De fato,
(2+4i)+(0+0i) =(2+40)+ (44 0)i =2+ 4i. E também,
(0+0i) + (24 4i) = (0+2) + (0 + 4)i = 2 + 4i.

Acy) (Elementos simetrizaveis) Todo nimero complexo possui um oposto que tam-

bém ¢é um ntimero complexo.

Demonstragao. Seja z = a + bt um numero complexo qualquer. Seu oposto, indicado

por —z, é o nimero complexo —z = —a + (—b)i. De fato, temos
(a+bi) + [—a+ (=b)i] = [a+ (—a)] + [b+ (=b)]i = 0+ 04,
ou seja,
(@ + bi) + [—a + (—b)i] = 0 + 0.
Analogamente,

[—a + (=b)i] + (a + bi) = [(—a) + a] + [(—=b) + b]i = 0 + 04,
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isto é,
[—a + (=b)i] + (a + bi) = 0 + 0i.

Logo, para todo z = (a + bi) € C, temos —z = [—a + (—b)i] € C de modo que

(a+bi)+[—a+ (=b)i]| = [—a+ (=b)i] + (a + bi) = 0 + 0i. Assim, concluimos que o
oposto de um nimero complexo z = a + bi é o nimero complexo —z = —a + (—b)i.

O
Exemplo 2.2.5. Note que o oposto do nimero complexo z = 3 + 5¢ é o nimero

complexo —z = —3 + (—5)i. De fato,

(3+5i) +[-34(=5)i] = (3—3)+ (5 —5)i =0+ 0i = 0. Analogamente verificamos
que [—=3+ (=5)i] + (3+ 5i) = 0.

Acs) (Elementos regulares) Todos os nimeros complexos sao regulares para a

adicao, isto é, V 21, 29, 23 € C, com 23 fixo, temos

23+ 21 =23+ 29 = 21 = 2o
e também,

21+ 23 = 29 + 23 = 21 = 2.

Demonstracao. Sejam zi, z9, z3 € C quaisquer, com z3 fixo. Logo, pela propriedade

(Acy), existe —z3 € C. Assim,

2t z=2+23 = (21+23)+(—23) = (22 + 23) + (—23)
= 21+ [+ (—23)] =2+ [z + (—23)]
= 21 +0=2+0
— 21 = 29
isto é,
21+ 23=294+23 = 21 = 29.
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Analogamente, verificamos que z3 + 21 = 23 + 25 = 21 = 2. Dessa forma conclui-

mos que todo namero complexo é regular para a adigao. O

Exemplo 2.2.6. O nimero complexo z = 1+ 2¢ é regular para a adicao, porque,

YV 21, 29 € C, temos
(14+2i) 4+ 21 = (14 20) + 20 = 21 = 29
e também,

21+(1+27;)222+<1+2i):>21:232.

2.2.2 Subtracao

A subtragao de dois nimeros complexos quaisquer z; e 23, sendo z; = (a + bi) e

29 = (¢ + di), é definida por
21— 29 =(a—c)+ (b—d)i.

Analogamente ao que vimos na adi¢gao em C, podemos obter essa diferenca através da
subtracao de polindmios. Para isto basta considerar os niimeros complexos z; = a + bz

e z9 = ¢+ di como sendo dois binémios na variavel 7. Assim temos

21— 29 = (a—i—b@)—(c—i—d@)

= (a—c)+ (b—d)i,
ou seja,
21—z = (a—c)+ (b—d)i.

Exemplo 2.2.7. Dados z; = 3+ 2i e 29 = 4 — 94, temos
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21—20=0B8B-4)+[2—-(-9)]i=—-14(249)i = —1 + 114, ou seja,
21—22:—1+11Z

A subtracao em C, assim como a subtracao em R, possui apenas uma propriedade

elementar valida, que ¢é a seguinte:

Sc1) (Elementos regulares) Todos os nimeros complexos sao regulares para a sub-

tracao, isto é, para quaisquer z1, 22, 23 € C, com z3 fixo, temos
23 — 21 = R3 — 2y —> 21 = %2

e também,
21 — 23 = 29 — 23 == 21 = 29.

Demonstragao. Sejam z; = a + bi, zo = ¢+ di e z3 = v + wt trés nlimeros complexos
quaisquer, com 23 = v + wi fixo. Logo, pela propriedade (Acy), existe

—z3 = —v+ (—w)i € C. Assim,

21— 23=20—23 = (21— 23)+23= (20— 23) + 23
= 21+ (—23+23) = 22+ (—23 + 23)
— 21+0=2+40
= 21 =2z,
isto é,
21— 23 =29 — 23 —> 21 = 2.
Analogamente verificamos que z3 — 27 = 23 — 29 = z; = 2. Portanto, todo niimero

complexo é regular para a subtracao em C. O

Exemplo 2.2.8. O ntumero complexo z = 4+ 3i é regular para a subtracao, pois, para

quaisquer 21, zo € C, temos
(A443i) — 21 =(4430) — 20 = 21 = 29
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e também,
21— (44 3i) = 20— (44 3i) = 21 = 2.

A subtragao em C nao ¢é associativa, pois em geral, (21 — 29) — 23 # 21 — (22 — 23),
com zq, 29, 23 € C.

Observe o exemplo abaixo:

Exemplo 2.2.9. Sejam 2y =3 — 2,20 =4+ 5i e z3 = 1 + 4. Assim, temos

(21— 22) —23 = [(3—2i)— (44 50)] — (1 +14)
= [B3—4)+(-2-5)i] — (1+1)
= (=1-=Ti)—(1+414)
= (=1—=1)+(=7—1)i
= —2-—8i,

ou seja,
(21— 20) —2z3 = —2—8i.

E, por outro lado,

21— (20— 23) = (3—2i)—[(4+5i) — (1+1)]
= 3—-2i))—[(4—-1)+(5—1)i

isto é,
21 — (ZQ — 23) = —061.
Portanto, (21 — 22) — 23 # 21 — (20 — 23).

A subtragao em C nao é comutativa, pois para quaisquer zi, zo € C, com z; # 2y,

21—227&22—21.
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Exemplo 2.2.10. Veja que, para z; =4 — 3t e 25 = 2 + 21, temos

= (4—2)+(-3-2)i

= 2— b,
isto é,
21 — 29 = 2 — bi.
E, por outro lado, temos
zo—z = (242i)—(4—30)
= 2-4)+(2+3)
= —2+ b,
ou seja,
29 — 21 = —2 4+ bi.
Logo, 21 — 29 # 20 — 2.

A subtragao em C nao possui elemento neutro, ou seja, nao ha um numero e € C

que satisfaga simultaneamente as duas igualdades abaixo
e—z=1z e z—e=2z2 VzeC.

O numero complexo zero satisfaz apenas a segunda igualdade, ou seja, ele é apenas
o elemento neutro a direita para a subtracao em C. De fato, para z = a + bi qualquer,

temos

z—0=(a+bi)—(0+0i) =(a—0)+ (b—0)i =a+bi = z, ou seja,
z—0=2 VzeC.
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Para ilustrar o que foi dito acima, observe o exemplo e o contra-exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.11. Para z = 3 4 2¢, temos
2—0=342i)—(0+0i) =(3—-0)+(2—0)i =3+ 2i = z, isto ¢é,

z—0=z.

Contra-exemplo 2.2.1. Utilizando o mesmo ntimero complexo z = 3+ 2¢ do exemplo
anterior, temos
0—2=0+0i) —(3+20)) =(0—-3)4+(0—-2)i =—-3—2i=—(3+2i) =—2z, ou seja,

0—z=—2z.

Como —z # z, logo 0 — z # z. Assim concluimos que o zero nao é um elemento neutro

a esquerda para a subtracao em C.

Os elementos do conjunto C dos niimeros complexos nao sao simetrizaveis para a
subtracao. De fato, conforme ja sabemos, nao existe um elemento neutro e para a
subtragao em C. Dessa forma, V z € C, nao existe 2’ € Ctal que z — 2/ = e =2/ — z.
Lembrando que 2’ seria o simétrico de z em relagao a subtracao em C.

A subtragdo em C nao ¢é distributiva em relagdo & adi¢ao e vice-versa. Veja os

exemplos a seguir.

Exemplo 2.2.12. Observe que
(2=3i)—[b—9)+B+9)]#[(2—-3i) = (5—1)]+[(2—37i) — (3+1)]. De fato,
2-3)—[6-9)+B+)] = 2-3i)—[(6+3)+ (—1+ 1)1
= (2—3i)— (8 +04)
(2—-8)+ (=340)i

isto é,

(2-30)—[(b—i)+B+1)] = [-6+(—3)]



e, por outro lado,

(2-3) = (5—D)]+[2-3)—(3+49)] = [(2=5)+(=3+1)i] +[2—3) + (=3 + 1)q]

=3+ (—2)i] + [-1+ (—4)i]

ou seja,
(2=3i)—(B5—=0)]+[2=3i)—(3+1)] = [-4+ (—6)i].

Assim, a subtragao nao é distributiva em relagao a adigao.

Exemplo 2.2.13. Note que
(3+44) 4+ [(2—2i) — (34 20)] # [(3+47) + (2 —24)] — [(3+ 44) + (3 + 2i)]. De fato,

(B+4i)+[(2—21)—(3+21)] = (B+4i)+[(2—3)+ (—2+2)]
= (3+44)+ (—1+0i)
= (3—1)+ (4+0)i
= 2445,
isto &,
(B+4d)+[(2—2i) — (3+2i)] = 2+4i

e, por outro lado,
(B+4d)+(2—2)]—[B+41)+(3+2i)] = [B+2)+(4—2)i] —[(3+3)+ (4+2)i]
(5 + 2i) — (6 + 67)
= (6-6)+(2-0)
[—1+ (=4)i] ,
ou seja,

(B+4i)+(2—20)] —[(3+4d) +(3+2i)] = [—14(—4)i].
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Portanto, a adigao nao ¢ distributiva em relagao a subtracao.

2.2.3 Multiplicacao

A multiplicagdo de dois nimeros complexos quaisquer z; e 2o, sendo z; = (a + bi)

e zo = (c+ di), é definida por
21+ 25 = (ac — bd) + (ad + be)i.

Esse produto pode ser obtido através da multiplicagao de polindémios. Para isto basta
considerar os numeros complexos z; = a + bi e 25 = ¢+ di como sendo dois bindémios

na variavel i, lembrando que i2 = —1. Observe o desenvolvimento abaixo.

2129 = ((l+bl)(0+dl)

e+
= ac+ (ad)i + b(ic) + [b(id)]i
= ac+ (ad)i + b(ci) + [b(di)]i
— ac+ (ad)i + (be)i+ (bd)(i - i)
= ac+ (ad)i+ (be)i + (bd) - i*
= ac+ (ad)i+ (bc)i — (bd)

isto é,

2129 = (ac—bd)+ (ad + be)i.

Exemplo 2.2.14. Sendo z; =4 — 5i e 2o = 3 + 24, temos
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21 29 = (4—51)- (34 2i)
= [4-3—(=5H)-2]+[4-24+ (-5 -3)]
= [12—(-10)] + [8 + (—15)]
= 12+10+ (8 — 15)i
= 224 (-7),
ou seja,

A multiplicagao em C possui as seguintes propriedades elementares:

Mci) (Associativa) Para quaisquer zi, 29,25 € C, (21 - 22) - 23 = 21 - (29 - 23).

Demonstracao. Sejam z; = a + bi, 29 = ¢+ di e z3 = v + wi trés nadmeros complexos

quaisquer. Assim,

(z1-22) - 23 = [(a+bi)- (c+di)]- (v+ wi)
= [(ac —bd) + (ad + bc)i] - (v 4 wi)
= [(ac—bd)-v— (ad + bc) - w] + [(ac — bd) - w + (ad + bc) - v]i

= [(ac)v — (bd)v — (ad)w — (be)w] + [(ac)w — (bd)w + (ad)v + (be)v]i
ou seja,

(21-29) 23 = [(ac)v — (bd)v — (ad)w — (bc)w] +

+ [(ac)w — (bd)w + (ad)v + (be)vli (2.5)
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e, por outro lado,

2 (20 23) = (a+0bi)-[(c+di) - (v+wi)

= (a+bi)-[(cv — dw) + (cw + dv)i]
la-(cv —dw) —b- (cw+dv)] + [a- (cw+ dv) +b- (cv — dw)li

[a(cv) — a(dw) — b(cw) — b(dv)] + [a(cw) + a(dv) + b(cv) — b(dw)]i
[(ac)v — (ad)w — (be)w — (bd)v] + [(ac)w + (ad)v + (be)v — (bd)w]i
[(ac)v — (bd)v — (ad)w — (be)w] + [(ac)w — (bd)w + (ad)v + (be)vli |

isto é,
21 (22-23) = [(ac)v — (bd)v — (ad)w — (be)w] +

+ [(ac)w — (bd)w + (ad)v + (be)v]i. (2.6)

Por (2.5) e (2.6) concluimos que (z1-29)-23 = 21-(22-23), para quaisquer z1, 2o, 23 € C.

Logo a multiplicacao em C é associativa. [

Exemplo 2.2.15. Note que, para 2 = 3+ 8i, 250 = 1 — 3t e 23 = 1 + 5i, temos

(Zl . 22) *Z3 = 21 (ZQ . 23). De fato,

(3+8i)- (1—30)] - (1+50)
3-1—8-(=3)+(3-(=3)+8-1)i]- (1 +5i)
= [34+24+ (=9+8)i]- (1+ 57)

= (27—14)- (1 +5i)

= [27-1—(=1)-5]+[27-5+(—1)- 1]

= (27+5)+ (135 —1)i

<Z1'22>'Z3 =

[
[

= 32+ 134,
ou seja,

(21 : 22) * 23 = 32 4+ 1342
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e também,

21 (20-23) = (3+80)-[(1—3i)-(1+50)]

[1-1—(=3)-54+(1-5+(—3)-1)i
(14 15) + (5 — 3)1]

34 8i) - (16 4 2i)

= [3-16—(8-2)]+(3-2+8-16)i

( )
(3+81)-
(3 +8) -
( )
— 48— 16+ (6+ 128)i
= 32+ 1344,
isto é,
21 (29-23) = 32+ 1344,

Portanto, (21 - 29) - 23 = 21 - (22 - 23).

Mcs2) (Comutativa) Para quaisquer z1,25 € C, 21 - 25 = 29 - 2.

Demonstrag¢ao. Sejam z; = a + bi e z5 = ¢ + di dois nimeros complexos quaisquer.

Logo, por defini¢ao, temos
21 - 29 = (ac — bd) + (ad + be)i.

e, por outro lado, temos

isto é,
2921 = (ac—bd)+ (ad + be)i.
Dessa forma concluimos que z; - 29 = 25 - 21. Portanto, a multiplicacao em C é comu-

tativa. O
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Exemplo 2.2.16. Observe que, para z; = 2+ 3i e 29 = 3 — 41, temos 21 - 20 = 25 - 271.

De fato,
21-20 = (2+43i)-(3—49)
= [2:3=-3-(-4)]+[2-(—4)+3-3]i
= 6+12+(—8+9)i
= 18+,
isto é,
Z1+29 = 1841
e também,
zo-2z1 = (3—4i)-(2+ 3i0)
= [3-2—(—4)-3]+[3-34+(—4)-2]i
= 6+12+(9-28)i
= 18+,
ou seja,
2921 = 18+ 1.

Portanto, z; - 20 = 25 - 2.

Mcs) (Elemento neutro) O elemento neutro para a multiplicagdo em C é 0 1 = 1+0:.

Demonstragao. De fato, para todo z = a + bi € C, temos
z-1 = (a+Dbi)- (1400
= (a-1-=0-0)+(a-0+0b-1)i
= (a—0)+ (0+b)i
= a+b
= z,

ou seja,
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e, analogamente, verificamos que 1 -z = 2.
Portanto, z-1=2=1-2, Vz=a+ bi € C. Logo, o nimero complexo 1 =1+ 07 é o

elemento neutro para a multiplicacao em C. O]

Exemplo 2.2.17. Note que para z = 1 + 2¢, temos z-1 =z =1 z. De fato,

z-1 = (1+2i)-(1+00)
= (1-1-2-0)+(1-0+2-1)i
= (1-0)+(0+2):
= 1+4+2
= z,
ou seja,
z-1 = =z

Analogamente verificamos que 1 -z = z.

Mc4) (Elementos simetrizaveis) Todo niimero complexo nao-nulo possui um inverso

que também é um nimero complexo nao-nulo.

Demonstracao. Seja z = a + b um ntamero complexo nao-nulo qualquer. Seu inverso,

, . 1 a b ,
, € 0 nimero complexo 27 = ———— — ————— 1. De fato,
a*+b* a*+0b

sl = (a+bz’)~( a __b )

i
a?+0* a2+ b2

— ot | e b

a2+ a4 b a2 4 b2 a2 + b2

_ a? N b? (- ab N ba .
o\a2+ a2+ 2 a?+b2  a?40b?

1

indicado por 2z~
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B a® + b? (—ab—i—ba)i

a? + b? a? + b?
0 .
=1+&aﬁ%
= 14+0i=1,
ou seja,
= z-271=1.

Analogamente, verificamos que z~!-z = 1. Portanto, para todo z € C*, existe 27! € C*

talque z- 271 =1=271.2 O

Exemplo 2.2.18. O inverso do ntimero complexo z = 2 4+ 3¢ é o nimero complexo

» 2 3 2 o

:22+32_22+3222E_1_32’ 1sto é,
23,
13 13

Mcs) (Elementos regulares) Todos os niimeros complexos nao-nulos sao regulares

para a multiplicag@o, ou seja, para quaisquer z1, 29, 23 € C, com 23 # 0 fixo, temos
2321 = 23R = 21 = 29

e também,
21" %3 = %923 = 21 = R9.

Demonstracao. Sejam z; = a + bi, 2o = ¢+ di e z3 = v 4+ wi trés nimeros complexos
nao-nulos quaisquer, com zz = v + wi fixo. Logo, pela propriedade (Mcy) existe o
inverso do ntimero complexo nao-nulo z3, indicado por z; 1 que também é um niamero

complexo nao-nulo. Assim,

83



2y =ay g = (21 23) 25 = (200 23) - 23
Aplicando a propriedade (Mc;) em ambos os membros da altima igualdade, temos
(zl-z3)-z3_1:(22-23)-23_1:>21-1:z2-1:>z1222.

Analogamente verificamos que 2321 = z3- 29 = 21 = 2. Assim, concluimos que todo

nimero complexo nao-nulo é regular para a multiplicagao. O

Exemplo 2.2.19. O ntimero complexo z = 3 + 5i é regular para a multiplicacao.
L 3 5 . 3 5. L 3 5

Note que 27" = w2 3y 522 =51 ﬁz, ou seja, 2~ = Ei 3—42 Logo, para

quaisquer 21, z5 € C, temos

(3450) - 21 = (34 5i) - 2 —> (3 - ii) ((345) - 21] = (3 - 3@') (34 50) - 2]
34 34 34 34

(3 5 . 3 5 . ,

:>_ 3—|—§ + b b 1| -2 = g—i-% + L_b A
\34 " 34 34 34 P34 T 3 34 34 ?
34 , 34 .

:>(3—4—|—02)-21—<§—|—02)-Z2

:>1'21:1’22:>21:ZQ7

isto é,

Mcg) (Distributiva da multiplicagao em relagao a adigdo) Para quaisquer
21, 22, 23 € C, temos
VARN (ZQ + 23) = (Zl . 22) + (Zl . 2’3)

e também,
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(20 +23) 21 = (22 21) + (23 - 21).

Demonstracao. Sejam zy = a + bi, 2o = ¢+ di e z3 = v + wi trés nimeros complexos

quaisquer. Logo,
21 (29 +23) = (a+bi)-[(c+di) + (v+ wi)]
= (a+b)-[(c+v)+ (d+ w)i]
= la-(c+v)=b-(d+w)]+a-(d+w)+b-(c+v)]i,
isto é,
21 (4 2z3)=[a-(c+v)—b-(d+w)]+[a-(d+w)+b-(c+v)]i (2.7)
e, por outro lado, temos
(21-20) + (21 23) = [(a+bi)-(c+di)]+ [(a+bi)- (v+ wi)]
= [(ac —bd) + (ad + be)i] + [(av — bw) + (aw + bv)i]
= [(ac —bd) + (av — bw)] + [(ad + bc) + (aw + bv)]i

= (ac+ av —bd — bw) + (ad + aw + bc + bv)i

= [la-(c+v)=b-(d+w)|+a-(d+w)+0b-(c+v)]i,
ou seja,
(z1-22)+(z1-23) =[a-(c+v)=b-(d+w)]+[a-(d+w)+b-(c+v)]i. (2.8)

Por (2.7) e (2.8) segue que
21 (224 23) = (21 - 22) + (21 - 23),V 21, 29, 23 € C.

Analogamente demonstramos que (2o + 23) - 21 = (22 - 21) + (23 - 21). Portanto, em C,

a multiplicacao é distributiva em relagao a adicao. O]
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Exemplo 2.2.20. Note que para 2z = 3+ 21, 20 = 4+ i e 23 = 3+ b,

temos 2y - (29 + 23) = (21 - 22) + (21 - 23) e também (29 + 23) - 21 = (22 - 21) + (23 - 21).

De fato,
z1-(z2+23) = (3+2i)-[(4+14)+ (34 5i)]
= (34+2i)-[(4+3)+ (1+5)i]
= (3+21)-(7+61)
= 3-7—2:6)+3-6+2-7)
= (21 —12)+ (18 + 14):
= 94327,
isto é,
21 (22 + 23) =9+ 320
e também,

(z1-29)+ (21 23) = [(3+2i)-(4+4)]+[(B+2i) - (3+ 5i)]
= [(3:4-2-1)+3-1+2-4)]+[3:-3—2-5)+(3-5+2-3)i]
= [(12—-2) + (3+8)i] + [(9 — 10) + (15 + 6)i]
= (10 + 11d) + (=1 + 214)
= (10—-1)+ (11 +21)3

= 9432,
ou seja,
(21 22) + (21 - z3) = 9+ 320.

Logo, z1 - (22 + 23) = (21 22) + (21 - 23).

Analogamente verificamos que (29 + 23) - 21 = (22 - 21) + (23 - 21).
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Mc7) (Distributiva da multiplicagao em relagao a subtragao) Para quaisquer

21, 22, 23 € C, temos

217 (22— 23) = (21 22) — (21 - 23)
e também,

(29 —23) - 21 = (29- 21) — (23 21).

Demonstracao. Sejam z; = a + bi, zo = ¢ + di e z3 = v + wi trés ndmeros complexos

quaisquer. Assim,
21 (22— 23) = (a+bi)-[(c+di)— (v+wi)]
= (a+bi) [(c—v)+ (d—w)i]
= Jla-(c—v)=b-(d=w)]+[a-(d—w)+b-(c—v)]i,
isto é,
z1-(zg—2z3)=[a-(c—=v)=b-(d—w)]+]a-(d—w)+b-(c—v)]i (2.9)
e, por outro lado, temos
(21-20) — (21 23) = [(a+bi)-(c+di)] —[(a+ bi)- (v+ wi)]
= [(ac —bd) + (ad + bc)i] — [(av — bw) + (aw + bv)i]
= [(ac —bd) — (av — bw)] + [(ad + bc) — (aw + bv)]i
= (ac—bd — av + bw) + (ad + bc — aw — bv)i
= (ac—av —bd+ bw) + (ad — aw + bc — bv)i
= la-(c—v)=b-(d—w)|+[a-(d—w)+b-(c—0)]i,
ou seja,
(z1:20) = (z1-23) =]a-(c—v)=b-(d—w)]+[a-(d=w)+b-(c—v)i. (2.10)
Por (2.9) e (2.10) segue que
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21 (22 - 23)

Analogamente demonstramos que (29 — 23) - 21

(21 22) — (21

Zg),v 21,292,223 € C.

= (2'2'21)—(23'21

a multiplicagao ¢é distributiva em relagao a subtragao.

Exemplo 2.2.21. Para z;

21 (20 — 23) = (21 22) — (21 - 23) e também, (z5 — z3)

De fato,

z1 (Zz —2’3) =

isto é,

e também,

(21 22) —

(21-23) =

(16 — 16) + (—8 — 32)i

0 — 40i = —40i ,

Z1 (22 - 23) = —40:

[(2 — 4d) - (5 — 20)] — [(2 — 44) - (=3 + 2i)]
(25 = (=4) - (=2)) + (2 (=2) + (=4) - 5)i] =
=2 (=3) = (=4)-2)

[(10 — 8) +

+(2:24(=4) - (=3))d]
(—4 —20)i] — [(=6 — (—=8)) + (4 + 12)1]
(2 — 24i) — [(—6 + 8) + 16i]
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O

—3 + 2¢, temos

vz = (29 21) — (23 - 21).



= (2 —24i) — (2 + 16i)
= (2-2)+(—24—16)i

= 0—40t = —40¢ ,
ou seja,
(Zl : ZQ) — (21 . 23) = —40s.

Portanto, z; - (20 — 23) = (21 - 22) — (21 - 2z3). Analogamente, verificamos que

(ZQ — 23) c 21 = (22 . Zl) — (213 . 21>.

Antes de falarmos sobre a divisao de dois ntmeros complexos, precisamos antes
definir o conjugado de um numero complexo. Seja z = a + bi um numero complexo

qualquer. O conjugado de z, denotado por Zz, é dado por Z = a — b.

2.2.4 Divisao

A divisdo de um numero complexo z; = a + bi qualquer por um nimero complexo

nao-nulo zo = ¢ + di qualquer é definida por

ac+bd ad-—be .
C2+d2 C2+d2 L.

21+ 29 =

Esse quociente pode ser obtido dividindo z; = a+ bi por z5 = ¢+ di e multiplicando
o numerador e o denominador da fragao por z; = ¢ — di, que é o conjugado do niimero
complexo zy. E necessario efetuar essa multiplicacdo para que o denominador da fracao

se torne um numero real, possibilitando a divisao. Observe o desenvolvimento a seguir.
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a+bi (c—di)
c+di (c—di)

21+~ 2y =

a-c—b-(—=d)+[a-(=d)+b-c]i
coc—d-(=d)+[c-(=d)+d-c]i

ac+ bd + (—ad + bc) i
4+ d?+ (—cd+dc) i

ac+ bd + (—ad + bc) i
A+ d*+ (—cd+cd)i

ac+bd — (ad — bc) i
2+ d*+0i

ac+ bd — (ad — bc) i
2+ d?

ac+bd ad—be .
— 7
2+ d? c24+d?

ou seja,

ac+bd_ad—bci
c+d> A+dr

21+ %o =

Exemplo 2.2.22. Para z; = 3+ 4i e 2o = —5 + 21, temos
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_ 3.(-5)+4-2 3-2-4-(-5)
I

—15+8 6+20 .
— l
25 +4 25 +4

_ _ T _2%,
N 20 29
isto é,
. 7 26 .
21 Ry — — — — — 1.
e~ 29 29

A divisao em C, assim como a divisao em R, possui apenas uma propriedade ele-

mentar valida, que é a seguinte:

Dc1) (Elementos regulares) Todos os nimeros complexos nao-nulos sao regulares

para a divisao, ou seja, para quaisquer zi, 22, 23 € C, com z3 # 0 fixo, temos
23+ 21 = R3+ Ry —> 21 = %2

e também,
21+ 23 = 29 + 23 == 21 = 29.

Demonstracgao: Sejam zi, 25, 23 € C quaisquer, com z3 # 0 fixo. Suponhamos que

23 +— 21 = 23 + 29. Assim,

91



Z3 Z3 23 21" %2 3 21 R2
_ = — ] i —
Z1 Z9 Z1 Z3 Z9 z3
Z3 (%1 %9 23'(21'22)
(o1 2) _
Rl %3 z2 %3
(2’3 . 21> * 29 z3 * (ZQ . 21)
e =
<123 z2 * %3
21 Rk3) %9 23'22)'21
(1) 2 _
21 k3 Z9 * 23
(29 23) - 21
— 29 = —————
Z9 * 23
ou seja,
23+ 21 = 23+ 29 == 21 = 29.

Analogamente verificamos que z; + 23 = 29 + 23 = 21 = 2. Portanto, todo niimero

complexo nao-nulo é regular para a divisao em C.

Exemplo 2.2.23. O ntmero complexo z = 3 + 2i é regular para a divisao, pois para

quaisquer z1, z3 € C, temos

(3—|—22) : 21:(3+22) 29— 21 = 29

e também,

21~ (3+2Z):ZQ 0 (3+22):>21:ZQ
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A divisao em C nao ¢ associativa, pois em geral, (21 + 22) + 23 # 21 + (22 + 23), com

21, 29, 23 € C*. Observe o exemplo abaixo.

Exemplo 2.2.24. Sejam z; =2 — 3i,20 = 4+ 5i e 23 = 3 + 7i. Assim, temos

(15 2) 2 = [(2—30) = (4d+5)] = (3+79)
2.44(=3)-5 2-5-(-3)-4 \ |
- ( Err wam )BT
§-15 10+ 12
= - )= (347
<w+25 1&+%Z) (3+7)
7022\ |
7 22 7 22
L (==) o | =L or— (=) 3
. Tm +’< 41> | < 41> z
B 32472 32472
21 154 19 66
a4 | 4w
9+ 49 9+ 49
175 115
i | Za |,
58 58
175 115
41 . 41
T

175 1 15 1
A1 58 " 41 53"

175 115
2378 2378 '
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ou seja,

175 115

(215 22) + 2 = —gar + o375 ¢

e por outro lado, temos

21+ (2 +23) = (2—3i)+[(4451) + (3+ 7))

4-34+5-7 4-7T-5-3
32+ 72 32+ 7

9+49 9+ 49

_______-)

= (2-3i)+

12435 28 —-15
= (2-—3i0) ( o0 z)

94 39 2 141
_ 58 58 _[_s58 " 58 |,

2200 + 169 ~ | 2209 + 169

3364 3364

133 115
_ 58 58

2378 ~ 2378

3364 3364

1333364  115-3364 ;
58 - 2378 598 - 2378

447412 386860
137924 137924 '’
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ou seja,

447412 386860
T 137924 137924

21+ (2’2 - 23)

Logo, (21 + 22) + 23 # 21 + (22 + 23).

A divisao em C nao é comutativa, pois V 21, 20 € C*, com 21 # 29, 21 + 29 # 29+ 2.
Exemplo 2.2.25. Note que, para z; = 2+ 3t e 290 = —4 + 2i, temos

2.(—4)+3-2 2.2-3.(=4)
(capTe apee

846 4+12
6+4 16+4"

2 16 .
= —— —— 1
20 20 7
isto é,
2 16,
21~ 29 = 20 20 1.

e, por outro lado,

—4-2+2-3 (-4)-3-2.2
22+32 22_|_32

_ 846 (124
449 449
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ou seja,

16
313"

2o+ 21 =
Portanto, z; + 25 # 25 + 2z1.

A divisao em C nao possui elemento neutro, isto é, nao ha um nimero e € C que

verifica simultaneamente as duas igualdades abaixo
e+-z=2 e z+e=2zVzelC.

O numero complexo 1 satisfaz apenas a segunda igualdade, ou seja, ele é apenas

o elemento neutro a direita para a divisao em C. De fato, para z = a + bi qualquer,

temos
z+1 = (a+bi)+(1+00)
B a-1+b-0 a-0—-0b-1 .
- 12 4+ (2 12 4+ (2
a+0 0-0 .
= -
1+0 140
_a b\ .
-1 1)’
= a+bi=z,
isto é,

z+1=2VzeC.
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O contra-exemplo a seguir permite-nos concluir que o niimero complexo 1 = 1+ 0¢ nao
verifica a condicao 1 + z = 2,V z € C, isto ¢, o nimero complexo 1 = 1 4 0z nao é

elemento neutro & esquerda para a divisao em C.

Contra-exemplo 2.2.2. Para z = 2 + 5¢, temos

l+2z = (1406) =+ (2+ 5i)

1-2+0-5_1-5—0-2 .
22+52 22+52

2+0  5-0 ;
4425 4425

ou seja,

Logo 1+ z # 2.

Os elementos do conjunto C dos niimeros complexos nao sao simetrizaveis para a
divisao. De fato, conforme sabemos nao existe um elemento neutro e para a divisao em
C. Assim, para todo z € C, nao existe 2z’ € C tal que z + 2/ = e = 2/ + 2. Lembrando

que 2z’ seria o simétrico de z em relagao a divisao em C.

A divisao em C nao é distributiva em relacao a adicao, subtragao e multiplicacao,

e vice-versa. Veja os exemplos a seguir.
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Exemplo 2.2.26. Sejam z; = 2+ 3i, 20 = 2+ 4i e 23 = 3 4 2i. Assim, temos
2+ (2a+23) = (2+430) +[(2+40) + (34 2i)]
= (243i) +[(2+3) + (4 + 2)1]
= (24 3i) =+ (5 +6i)

25436 2.6-3-5
52 + 62 52 + 62

10418 12 —-15 |
— l
25+36 25+ 36

28 (-3
~ 61 \e61/)"’

— §+iz
61 61 7
isto é,
2+ (2 +z)—§+ii
PETEIT61 T 6l
e por outro lado,
(z1+22)+ (21 +23) = [(2430) = (24+40)] +[(2+ 30) + (3+ 20)]

2.:24+3-4 2.4-3.2 . 2.3+3-2 2.2—-3-3 .
— _ — ?
22 4 42 22 4 42 32 492 32+ 22

(4412 8-6 ) (12 5\
~ \1¥x16 1+16" 13 13) "
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(4 2 . 12+ 5
~ \5 20" 13" 13"
= é—i—g + —3—1—5 4}
— \5 13 20 13

2, 7
65 260
ou seja,

112 74

(2’1%22)4-(21%23):@4‘%@

Como 21 =+ (22 + 23) # (21 + 22) + (21 + 23), logo a divisao néo é distributiva em relagao

a adicao.
Exemplo 2.2.27. Sejam z; =5 — 3i,20 =3+ 61 ¢ z3 =4 + 3i. Logo,

214 (2+23) = (5—3i)+[(3+6i) = (4+ 30)]

= (b—-3i)+

3:446-3 3-3—-6-4
42+32 42+32

= )+

(
0 (s ‘2“)

16+9 16+9



isto é,
(2= 2) 31 n 60\ .
z 29+ 23) = — —— ] .
1 2+ 23 5 25

Por outro lado,

(z21+29) = (21 +23) = [(5—30)+(3+6i)] = [(5—3i) + (4 + 3i)]
= [(6+3)+(-3+6)i] =[(5+4)+ (—3+ 3)i]

= (84 30) = (9+0i)

8:-94+3-0 8-0-3-9 .

92402 92402
B 72+O—0_27¢
8140 81-0
T 27
o381 81) "
B 72+27.
~ 81 T8l
ou seja,
72 927

(21+22)T(21+Z3):g+ﬁ1.

Assim, podemos concluir que z; + (22 + 23) # (21 + 22) + (21 + 23), e portanto a adigao

nao é distributiva em relacao a divisao.

Exemplo 2.2.28. Sejam z; = 3+ 14,20 = 2+ 2i e 23 = 4 — i. Assim temos
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2+ (—2) = B3+1)+[(24+2) — (4 —1)
= B+)+{2-49+2- (=D}
= (3+4) = [-2+ (2+ 1)
= (34+4) =+ (—2+30)

3.(=2)+1-3 3-3—-1-(=2) .
(=22 +3 (2243

—-6+3 9+2 .
— i
4+9 449

_ 3 _ 7,
13 13
isto é,
3 7
Zl+<22—23) —1—3—1—3 .
Por outro lado, temos

3-2+1-2 3.2-1-2 .\ [3-441-(-1) 3-(=1)—1-4
- - ()
22 + 22 22 22 42 + (—1)2 42 + (—1)?

(
- () e (B
(G-39)-[-(F) ]
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ou seja,

(21 +29) — (21 + 23) = 1% + (—%) i

Como 2 + (22 — 23) # (21 + 22) — (21 + 23), logo a divisao nao ¢é distributiva em relagao

a subtracao.

Exemplo 2.2.29. Para 2y =24 37, 20 =4+ 5t e z3 = 1+ 2, temos

21— (20 +23) = (243i) — [(4+50) + (1 + 21)]

_ (o (Hlbe2 42-5.1
- Z 12 4+ 922 12 4+ 22
4+ 10 —
= 2
+30) (1+4 1+4)
14
= (243)—(=-2
—l—z (5 5)
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isto é,

) 418
21—(22723)——5—1-3 i
E por outro lado,

= [(2—-4)+B-5)i+[2—-1)+(3—2)]

= (=2—2i)+ (144

B {—2-1+(—2)~1] - {(—2)-1—(—2)-1} Z,

]_2_|_12 12+12

- (_12+_12) B {_211(1_2)} !

ou seja,

(Zl — ZQ) - (Zl — Zg) = —2.

Como 21 — (22 + 23) # (21 — 22) + (21 — 23), podemos concluir que a subtra¢ao nao é

distributiva em relagao a divisao.

Exemplo 2.2.30. Para z; =3 — 2i,20 =2+ 4i e 23 =5 — 37, temos
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a+(m-2) = (3-20)+[(2+4i) (5-31)]
= (3—-2i)+{[2-5—4-(=3)]+[2-(—3)+4-5]i}
(3 — 20) + [(10 + 12) + (=6 + 20)]

(3—2)+

[
3—2i) + (22 + 144)

3.22+4(—2)-14 3.14—(=2)-22] |
= — 1
222 4 142 222 4 142

66 — 28 42 — (—44)] .
= — 1
484 + 196 484 + 196

38 (42444 .
680 680

_ 386
680 680
isto é,
L2 3 = e T 630
Por outro lado,
(z1+22) (21 +23) = [B=20)+(2+4)]-[(3—2i)+ (5 —30)]

B )

e
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6—8
4+ 16

i)

12 — (—4)
4+16

15+6
25+9

—9— (—10)
25+ 9

| e) e ]

) )

(580 G
(G ) () (86
- [ ))  ()

—42—-16 2 —336 .
+ )

680

680
58 334
~ 7630 680 '

isto é,

(21 - 22) . (21 - 23) =

Note que 21 + (2 - 23)

334

680 630

# (21 =+ 22) - (21 + 23), e portanto, a divisdo nao é distributiva

em relacao & multiplicagao.

Exemplo 2.2.31. Sejam z; =4+ 2i, 20 =2+ 3t e 23 =5+ 7. Assim,

21 (ZQ - 23)

(44+2i)-[(2+30) + (5+1)]

o (253

2-5+3-1
52_|_12

2-1-3-5
52+12

)]
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- e () () )

N

— 2-1)+@2+1)i

= 1+3,
ou seja,
21+ (29 + 23) = 1 4 3i.
E por outro lado,

(z1-20) = (21 23) = [(4+2i)- (2+30)] = [(4+20) - (5+1)]
[(4-2-2-3)+(4-3+2-2)i] = [(4-5—2-1)+ (4-1+2-5)i]

= [(8—6) + (12 + 4)i] = [(20 — 2) + (4 + 10)d]
(

2 +16i) + (18 + 144)

_2-18416-14 2.14—16-18\
N 182 + 142 182 + 142
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36 + 224 28 — 288
pu —_— J— —_— /[/
324 + 196 324 4196

_ 260 (260
520 520

DN | —
N =

ou seja,

+

DN | —
N —

(21 . 2’2) - (Zl . 23) =

Como 2z - (22 + 23) # (21 - 22) + (21 - 23), logo podemos concluir que a multiplicagdo nao

é distributiva em relacao a divisao.

2.3 Forma Trigonométrica de um Namero Complexo

Esta secao trataré da forma trigonométrica de um niimero complexo, que também

é chamada de forma polar de um nimero complexo.

2.3.1 Modbdulo e Argumento de um Niumero Complexo

Consideremos o nimero complexo nao-nulo z = a + bi e o ponto P(a,b) que o

representa.
Im(z)

Re(z)
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Consideremos também o angulo de medida # indicado no grafico acima e seja p a
distancia de P a origem O do plano complexo.

Utilizando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo formado pelos segmentos
Oa e OP, temos que p = Va2 +b2. A distancia p de P até a origem O é denominada
modulo de z, e indicamos por |z|. Assim, |z| = |a + bi| = p = Va2 + b2, isto &,
2| = Va? + b2

Denomina-se argumento do niimero complexo z nao-nulo, a medida do angulo ¢
formado por OP com o segmento Oa, medido no sentido anti-horario.

Note que todo nimero complexo nao-nulo possui uma infinidade de argumentos,
dois quaisquer deles diferindo entre si por um miltiplo de 2.

O argumento cuja medida em radianos esta no intervalo [0, 27| é¢ denominado ar-
gumento principal e é representado por 6 = arg(z).

Observe ainda que cos 0 = 4 e sen O = % Estes resultados sao obtidos facilmente
utilizando relacgoes trigonométricas no triangulo retangulo caracterizado anteriormente
no grafico.

O argumento principal de um ntimero complexo z nao-nulo também pode ser dado
em graus e, dessa forma, temos 0° < 6 < 360°. Em geral, o argumento de um nimero

complexo coincide com o argumento principal deste namero.

Exemplo 2.3.1. Iremos determinar o moédulo, o argumento e fazer a representacao
geométrica do ntimero complexo z = 1 + /3i. Primeiramente, determinaremos o

modulo de z:

p=1/12+ (V32 =vI+3=V4=2 ouscja, p=2.

Agora, vamos calcular o argumento de z:

V3

1
0039:5 e senG:T.

Logo, 0 = g rad ou 6 = 60°.

Representando geometricamente o nimero complexo z = 1 + \/32', temos:
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Im(z)

2.3.2 Forma Trigonométrica

Consideremos o nimero complexo nao-nulo z = a + bi.
Como vimos na subsecao 2.2.1, considerando p como o médulo de z, temos as seguintes

igualdades:

b
0080:g e sen 0= —.
P P

Logo, a = p-cosl e b= p-senf. Assim, podemos reescrever o nimero complexo

z = a + bi da seguinte forma:

z = p-cos O+ (p-sen 0)i
= p-cos O+ p-(sen 0)i
= p-cos @+ p-(isen )

= p-(cos 8+ isen 0)
isto é,
z=p-(cos 0 +isen 0).
Esta maneira de representar um ntmero complexo z é chamada forma trigonométrica

ou forma polar do ntimero complexo z.

109



Exemplo 2.3.2. Para representar o namero complexo z = v/3 4 i na forma polar,
primeiramente devemos calcular o seu moédulo e argumento. Calculando o médulo de
z =43+ 1, temos

p=1/(V3)?2+12 = \/3+1 = /4 = 2, ou seja, p = 2. Determinaremos agora o

1 3
argumento # de z = v/3 4 i. Note que sen = 3 e cos 6 = - Logo, 6 = % rad ou

6 = 30°. Assim a forma polar do nimero complexo z = V3 +1i ¢é

z=p (cos +isen ) =2 [cos <%> +1i sen (%)} , isto é,

o (3) i ()]

2.3.3 Operagoes com os Nimeros Complexos na Forma

Trigonométrica

Multiplicagao

As operagoes de multiplicacao e divisao entre nimeros complexos sao mais facil-
mente efetuadas quando os numeros estao na forma trigonométrica, por ser mais
préatico.

Sejam z1 = py(cos 0141 sen 61) e zo = pa(cos O3+ sen y) dois ntumeros complexos

quaisquer. O produto z; - 29 € calculado pela seguinte férmula:

2129 = p1-p2 | (cos(bh + 0s) + i sen(0; + 65) |.

110



Este resultado pode ser obtido da seguinte maneira:

2120 = [ pi(cos Oy +i sen Oy)] - [pa(cos O + 1 sen 02) |
= p1-p2 (cos Oy +i sen by) - (cos Oy + 1 sen O)
= p1-p2 (cos Oycos Oy + i cos Oysen Oy + i sen 0ycos Oy + i sen 6 sen 0,)
= p1-p2 | (cos Bicos B — sen B1sen O5) + i(cos b1sen Oy + sen B1cos 03) |

= p1-p2 [ cos(01 +6) +i sen(0; +6) |,
isto é,
2129 = p1 - p2 [ cos(0y + 0s) +i sen(0; + 63) |.

Note que o produto z; - 2o ¢ um nimero complexo cujo médulo é o produto dos
modulos dos fatores z; e 25 e 0 argumento é a soma dos argumentos dos fatores z; e zs.
A formula acima pode ser estendida para n fatores. Assim o produto z;-z9-...- 2,

pode ser calculado pela formula abaixo:

21 22y = prepac...cpn|cos(Or 4604 +6,)+

+ isen(6+602+...+6,) ] (2.11)

Divisao
Sejam z; = py(cos 0141 sen 61) e zo = pa(cos Oy +1i sen Oy) dois niimeros complexos

z
quaisquer, com 29 # 0. O quociente “L ¢ calculado pela formula:
<2

ﬁ — & . [ COS(91 — 92) —|—Z Sen(91 - 92) ]
Z9 P2

Esta formula é obtida da seguinte maneira:

2 p1 - (cos 01 + 1 sen 6y)

29 p2 - (cos Oy + 1 sen 05)
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p1 - (cos 01 + 1 sen 01) pa(cos O — i sen O)

p2 - (cos Oy + 1 sen 0y)  pa(cos O — i sen O)

2

p1 | cos B1cos O — i cos b1sen Oy + i sen Oicos O — i* sen O1sen Oy ]

p2 | cos Oscos Oy — i cos Oysen Oy + i cos Oysen Oy — i% sen Oysen Oy ]

p1 | cos Bicos Oy + sen Bysen Oy + i(sen O1cos Oy — cos Oysen 0s) |

p2 [ cos? Oy + sen? Oy |

ou seja,

a_p [ cos(0; — 63) +i sen(6; — 05) | (2.12)
29 p2 | cos? Oy + sen? 0y | ’ ’

Agora, usando a relacao fundamental da trigonometria, sen? 6 + cos? = 1, podemos

reescrever a igualdade (2.12) da seguinte forma:

A _o;m [ cos(0; — 03) + i sen(6, — 02) |
22 p2 -1
-~ [ cos(6y — ba) +i sen(B; —02) | ,
P2
isto é,
a_n [ cos(01 — 63) + i sen(6; — 6s) .
Z2 P2

Observe que o quociente — é um nimero complexo cujo modulo é o quociente dos
<2

modulos do dividendo z; e do divisor 29 e 0 argumento é a diferenca dos argumentos

do dividendo z; e do divisor 2.

Exemplo 2.3.3. Para calcular o produto 2z; - 25 dos numeros complexos
70

s . T . T . .
21 =2 [ cos (§> +1 sen <§>} ez =3 [ cos (5) +1 sen <§>], primeiramente cal-

culamos o produto dos seus modulos:

pr-p2=2-3=0,o0useja, p1-py = 6.
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Agora, calculamos a soma dos argumentos de z; e z:

3m+2 5 5
—l—g:M:—ﬂ,istoé,@leHg:%.

0+ 0y = 5 5

o] 3

5
Substituindo o produto p; - po = 6 € a soma 6; + 0y = % na férmula

2y - 29 = p1 - p2 | cos(by + 6s) + i sen(0; + 605) |, temos
_6 5t w 5t
2129 = cos | —= isen| |-

. <1 .
Exemplo 2.3.4. Para calcular o quociente — dos ntimeros complexos
<2

= [ (3) s ()] o0 [ () w10 (3)]

primeiramente devemos calcular o quociente dos médulos de z; e 2s:

6
PL_2_3 istoe, 2t =3
p2 2 P2

Em seguida, calculamos a diferenca dos argumentos de z; e zo:

om—4r 7T
= ———=_—,ouseja, ) — 0 = —.

T
0, — 0, = Z
b2 5 20 20 20

T
4

Substituindo o quociente Pr_ 3 e a diferenca 6, — 6, = 210 na férmula
P2

a_pA [ cos(01 — 03) + i sen(f; — 69) ], temos

) P2
2—223 [cos <27T—0> + 1 sen (21())]

Poténcias de i1

Sabemos que o calculo de poténcias de ntimeros reais com expoente natural é
realizado através de uma multiplicacao em que todos os fatores sao iguais a base e em

quantidade igual ao expoente natural. Podemos notar este fato no exemplo a seguir.
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Exemplo 2.3.5. A poténcia 5 ¢ o resultado de uma multiplicacao com 3 fatores iguais

ab,istoé, 5°=5-5-5=125.

No caso de poténcias de nimeros complexos com expoente natural o procedimento
¢ o mesmo. Quando a parte imaginaria do nimero complexo é nula, temos um nimero
real e o calculo da poténcia é realizado como vimos no exemplo anterior. Ja quando
a parte real é nula e a parte imaginaria diferente de zero, isto é, quando temos um
nimero imaginario puro, o calculo da poténcia pode ser realizado como no exemplo

seguinte.

Exemplo 2.3.6. Sendo z = 0 + 3i, devemos calcular 2°. Assim,
25 = (0+3i)° = (3i)® = 3% - 4% = 243 - i° = 2431, ou seja,

2% = 243i.

Podemos notar neste tltimo exemplo que i°> = 7. Para entender melhor esta igual-

dade, vamos calcular as oito primeiras poténcias de ¢ com expoente natural, sabendo

que ¢ = /—1:

=1

it =1

i = —1, pois i? = (v/—-1)? = —1.

3= —i pois B =i-i=—1-i=—i.
A=1,poisit=P i=—ii=—2=—(-1) =1

i =i, poisi® =it-i=1-1=1.

=—1,poisi® =i -i=ii=i=—1.

i"=—i,poisi’ =41 =—1-7=—i.
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Veja que i® = i*,i' = %42 = % e 3 = 7. Este comportamento se estende as de-
) )

mais poténcias de 7, ou seja, os resultados das poténcias de ¢ se repetem de quatro em
quatro. Assim, para calcular a poténcia ¢", basta dividir o expoente natural n por 4;
se o resto r for zero, " = i® = 1; se r = 1, temos i" = i' = i; se r = 2, implica que

= 1" = —1 e se r = 3 significa que " =i°> = —1.

Exemplo 2.3.7. Para calcular i?2, primeiramente dividimos 22 por 4, com a intencao

de obter o resto desta divisao. Assim, utilizando o algoritmo da divisao, teorema

(1.2.1), temos
22=4-5+2.

Portanto, na divisao de 22 por 4, o resto ¢ igual a 2. Logo, podemos concluir que

122 72

Potenciagao

Anteriormente, em Poténcias de i, vimos como calcular poténcias de ntmeros
complexos quando a parte imaginaria é nula ou quando a parte real é nula. Agora,
veremos como calcular poténcias de ntimeros complexos quando ambas as partes real
e imaginaria sao diferentes de zero. Para isso representaremos um nimero complexo z
qualquer na forma trigonométrica por ser mais pratico, ja que a poténcia de um niimero
complexo na forma algébrica é efetuada pelo binémio de Newton.

Seja z = p (cos 0+ i sen §) um ntimero complexo qualquer e 7 um nimero natural
maior que 1. Pela formula estendida do produto de nimeros complexos na forma

trigonométrica, formula (2.11), temos

z = k"2 ..."Z
—

n fatores

= [p(cosO+isen®)]-[p(cos@+isenb)]|-...-[p (cos 8 +isenb)]

= p" - (cos nf +i sen nb) ,
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ou seja,
2" = p" - (cos nb + i sen nh) (2.13)

A formula 2™ = p" - (cos nf + i sen nf) é conhecida como férmula de De Moivre.
Abraham De Moivre foi um matematico francés que viveu durante o periodo de 1667
a 1754.

Veja que esta formula também é valida quando o expoente n for negativo ou nulo.
De fato, se n < 0, temos

1 : o o
2" = (z_")_1 = ——., ou seja, 2" = —. Como —n é um inteiro positivo, ja que
—

z
n € um inteiro negativo, entao, pela férmula de De Moivre, férmula (2.13), temos

n 1
=
z n
B 1
~ p" [cos (—nb) +i sen (—nf) ]
1 1
~ p cos (—nb) +i sen (—nf)
_ n 1
P s (—nb) + i sen (—nb) ’
isto é,
n n 1
2t =pt-

cos (—nb) +1i sen (—nh)
Multiplicando & direita o numerador e o denominador do segundo membro da igualdade

acima pelo conjugado do denominador, temos

' 1 ~cos (—nb) — i sen (—nb)
cos (—nb) + i sen (—nb) cos (—nb) — i sen (—nb)

n TL

Z' = p

, cos (—nb) —i sen (—nb)
P cos? (—nb) + sen? (—nb)

)
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ou seja,

cos (—nb) — i sen (—nb)
cos? (—nb) + sen? (—nb)

n n

Mas, pela relagao fundamental da trigonometria, que consiste na igualdade
sen® x + cos® x =1,V x € R, temos

n

2" = p" [ cos (—nB) —i sen (—nbh) |.

Sabendo que as fungoes cosseno e seno sao fungoes par e impar, respectivamente, isto
é, cos (—x) = cos (x) e sen (—x) = —sen (z),V x € R, portanto

2" = p" [ cos (—nbl) —i sen (—nb)

= p" [ cosnb —i (—sen nb) |
= p" (cos nf + i sen nf) ,
isto é,

2" = p" (cos nb + i sen nh) ;

o que verifica a férmula de De Moivre para expoentes negativos.
Vamos agora verificar a validade da férmula de De Moivre, férmula (2.13), para o
caso n = 0.

Se n = 0, por definicao, 2° = 1. Note também que

P’ [cos (0-0)+isen (0-60)] = 1-[cos (0)+i sen (0)]
— 1-(14i-0)
— 11=1,

ou seja,
P’ [cos (0-0)+i sen (0-6)]=1.

Logo, 2% = p° [ cos (0-6) + i sen (0-6) |; o que verifica a formula de De Moivre para

ocason =0.
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V3,

Exemplo 2.3.8. Para calcular 2%, sendo z = + ——1i, primeiramente devemos

N —

calcular p = |z|:

NORCIRE

p = 1. Em seguida, calcular § = arg(z):

:\/Tzl, isto é,

1w

9 1 1
cos&zg:%zé,ouseja,0039:§

V3

=5 isto é, sen 0 =

~pel%
ol%

sen 0 = — =
P

Logo, 0 = g rad ou § = 60°. Aplicando a féormula de De Moivre, formula (2.13),

temos
B = 18-[003 (8-%>+isen (8%)]
1 8 w 8
= - | cos | — 1 sen | —
3 3
8 4 8
= cos | — 1 sen | —
3 3
1
_ L vy
2 2
isto é,
3
28:——+§i
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Radiciacao

Denominamos raiz n-ésima do nimero complexo z = p (cos 0 + i sen 0), para
n=2,3,4,..., todo nimero complexo w tal que w"™ = z.
Sendo z = p (cos 0 + i sen 0), consideremos w = r(cos ¢ + i sen ¢). Aplicando a

formula de De Moivre em w, segue
w™ = 1r"(cos ng + i sen n) .
Assim, temos
w" =z =>1r"(cos ng +1i sen ng) = p (cos 0 41 sen 0)

Para que a tltima igualdade seja verdadeira devemos ter
M =p=r= {L/,B
0 + 2k
cos ng +1 sen ng = cos 0 +1 sen 0 = ¢ = u,
n

para k=0,1,2,...,n— 1.

Substituindo os valores de r e de ¢ em w = r(cos ¢ + i sen ¢), temos
2 2
n n

para k=0,1,2,...,n— 1.

Esta formula produz n raizes distintas, quando a k se atribuem os valores
0,1,2,...,n — 1. Como ¢ facil ver, qualquer outro valor atribuido a k conduz a uma
raiz ja obtida com um dos valores acima, precisamente aquele que é o resto da divisao

de k por n.
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Assim, um ntmero complexo z # 0 possui n raizes distintas wq, wy, . .., w,_1, todas
. 0+ 2km
com o mesmo modulo {/p e com argumentos ¢ = ———,
n

k=0,1,...,n — 1, respectivamente.

: 27 :
Como {/p ¢ constante e os argumentos diferem de — para valores consecutivos de
n
k, conclui-se que as imagens das n raizes de um nimero complexo, para n > 3, sao
vértices de um poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de centro na

0
origem e raio {/p, tendo uma das raizes o argumento —. Observe a figura abaixo:
n

Exemplo 2.3.9. Para determinar as raizes ctibicas de z = 27, primeiramente devemos
calcular o modulo de z:
p=27*+ 0% =+/729 = 27, isto &, p = 27.

Agora, vamos calcular o argumento de z:
27

0= 2=
CcoS o7

=1, ou seja, cos 0 = 1.
sen@—g—() isto é, sen 6 =0
97 7 ’ o

Logo, 6 =0 rad ou 6 = 0°.

Assim, a forma polar do ntimero complexo z = 27 é
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z=p-(cos 0 +isen ) =27 cos(0)+1i sen(0) ], isto &,
z =27 cos(0) + i sen(0)].

As raizes cubicas de 27 sao dadas por

3

2k 2k
wk:3[cos(%)—i—isen(%)],comk0,1e2.

Assim, para k = 0, temos
_ 5 2:0-7 w 2:0-7
wy = cos 3 i sen 3

= 3[cos(0) +i sen(0) |

2 2
wy, = V27 - [cos (O+ kﬂ>+isen(0+3kﬂ>],comkO,1e2, ou

= 3(1+i-0)

= 3.1=3,

ou seja,

Para k =1, temos

3 3v3
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ou seja,

Para k = 2, temos

isto é,

Representacao geométrica:

CcOoS —

3
1 ( V3
—§+Z<——2

3V3
-1
2 M
3 3V3
wg——ﬁ——z.
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. . . 2m .
Note que, neste caso, os argumentos das raizes consecutivas diferem de 5 Assim,
como possui 3 raizes distintas, o poligono regular tem 3 lados. Logo, as trés raizes sao

vértices de um triangulo equildtero e estao sobre uma circunferéncia de raio 3.

Frequentemente utilizamos a representagao polar para o calculo de raizes de ntimeros

complexos, mas nem sempre ¢ o mais conveniente. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.10. Para calcular a raiz quadrada do ntmero complexo z = —5 — 121,

¢ mais facil proceder da seguinte forma:
V-b5—-12i=x+yi = (V-5-12)°= (v +yi)’
— 512 = (2% — ¢*) + 2wyi

— 2 —yP=—5e2y=—12

= 1" -y =-5exy=—06,
ou seja,
V-b5—-12i=z+4vyi = 2°>—y>=—5ezy=—6.
. 6 I 6 ~
Pela equagao xy = —6 segue que y = ——. Substituindo y = —— na equagao
x x
2% — y? = —b, temos
6)° 36
SN E
x x
= ' —36 = —5ha
— 2+ 52" —36 =0,
isto é,

6 2
:1:2—(——) =5 = a*+522-36=0
X

Para resolver a equacao biquadratica z* + 522 — 36 = 0, faremos u = 22, tornando-a

uma equagao quadratica. Assim, temos
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24522 —-36=0= 1w’ +5u—36=0

Utilizando a féormula de Bhaskara na equacao u? 4+ 5u — 36 = 0, temos

—5+ /52 —4-1-(-36)
2-1

-5+ +v25+ 144
2

-5+ v169
2

—5+13

ou seja,

—-5=£13

u = 9

Logo, u = 4 ou u = —9. Como u = 22, logo * = £,/u, e como x é um nimero real,
entao v nao podera ser negativo. Desta forma concluimos que u s6 poderé ser igual a
4. Assim, x = £2.

—6
Como y = —, entao y = F3. Portanto,
x
V=b—12i =z +yi = /-5 — 121 = +(2 — 3i).

Logo, podemos concluir que as raizes quadradas do nimero complexo z = —5 — 124 sao

wo=2—31ew = —2+4 3.

Vimos anteriormente como calcular as n raizes n-ésimas de um ntmero complexo
2z = a + bi qualquer. Agora, veremos como calcula-las quando z =1 ou z = 1 + 0s.
Primeiramente, iremos representar z = 1+ 0¢ na forma trigonométrica. Calculando

seu modulo, temos p = V12402 = /1 = 1, ou seja, p = 1. Calculando agora seu

124



argumento, temos
a 1
cos=—=—-=1,istoé,cos 0 =1e
p 1

sen@z%z%zo,ouseja, sen § = 0.
Logo, 8 =0 rad, ou 6 = 0°.
Portanto, a forma trigonométrica de z =1+ 07 é
z=p (cos 0 +isen ) =1]cos(0)+i sen(0) |, ou seja,
z=11cos(0) +1i sen(0) ].
Aplicando a féormula da radicia¢do, formula (2.14), em z, encontramos as raizes

n-ésimas da unidade. Assim, as raizes n-ésimas da unidade sao:

W, = % [ coS (O +n2kﬂ> + 1 sen (0 +n2k:7r)}

[ () ()

2k 2k
= cos(—W)—|—isen(—7r),comkzO,l,...,n—l
n n

isto é,
2k 2k
wk:cos<—7r)—i—isen(—ﬂ),comk:0,l,...,n—1. (2.15)
n n
2T , 2T .
Fazendo v = cos (—) +1 sen (—), temos, pela formula de De Moivre, formula
n n
(2.13),
k-2 k-2
vk:cos( W) +z'sen< 7T) ke Z. (2.16)
n n
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Observe que as raizes n-ésimas da unidade wg, wy, ws, ..., w,_; coincidem com as
poténcias v° = 1,v,0%, ..., 0" !, respectivamente. Do ponto de vista geométrico, essas
raizes representam os n vértices de um poligono regular de n lados inscrito em um
circulo de raio 1, com centro na origem. Este circulo tem a equagao |z| = 1 e é

Y

frequentemente, chamado de circulo unitario. Observe a figura abaixo.

w3
W4y wo
Wy w1
V¥
7
Weg ¥ -
¥ wo =1
2T ©
p=—
] . n w
o n—1
Wp—2

Em seguida veremos um caso particular de raizes n-ésimas da unidade, denominado

raizes n-ésimas primitivas da unidade.

Definicao 2.3.1. Chama-se raiz n-ésima primitiva da unidade qualquer raiz n-ésima

z # 1 tal que n é o menor inteiro positivo de modo que 2" = 1.

Assim, para qualquer inteiro positivo n,

2T . 21
vV =cos — +1 sen —
n n

¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Note que v foi obtido fazendo k£ = 1 na
igualdade (2.16). Esta é a primeira raiz n-ésima primitiva da unidade que ocorre
quando percorremos o circulo unitario no sentido anti-horario, a partir da unidade

real, porém em alguns casos pode nao ser a Unica raiz primitiva. Veja o exemplo a

seguir.
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Exemplo 2.3.11. No caso das raizes triplas da unidade, ou seja, quando w = /1,

temos, pela formula (2.15),

2k 2k
Wy = COoS (Tﬂ) + 1 sen (%), com k=0,1,2.

Fazendo k = 0, 1 e 2, obtemos as trés raizes triplas da unidade. Assim, para k = 0,

- 2-0-m 4 2-0-m
Wy = COS 3 1 sen 3

= cos(0) + ¢ sen(0)

= 1+:¢-0=1,
ou seja,
wo—l
Para k£ =1,
2-1-7 w T
w; = COoS 1 sen
! 3 3
(5) =0 (5)
= cos| — | +1sen | —
3
1
_ 1
2 2
isto é,
1 V3
wl——§+17.
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E, para k = 2,

1 V3
p— ———/L_
2 27
isto é,
1 V3
Wy = —— — 1 —.
2 2

Note que w; é uma raiz tripla primitiva da unidade, pois

1 V3

wy # 1, w} = —=—-—1i#1ew} =1 Da mesma forma, wy também ¢ uma raiz

2 2
tripla primitiva da unidade.

A representacao geométrica das trés raizes triplas da unidade pode ser vista a seguir.

Veja que a formula da radiciagdo de numeros complexos, formula (2.14), pode ser

representada da seguinte forma:

e [on(2) (£ o (22) e (2]
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para k=0,1,...,n— 1.

De fato,

(9+2k7r> <9 2k;7r) («9) (2k7r> <9) <2k7r)
cos =cos|—+— | =cos|—)-cos| — | —sen|— | -sen | —
n non n n n n

(0 + 2k;7r> (0 2k7r> (9) (anr) (2k7r> (9)
sen =sen|{—+ — ) =sen|— ) -cos| — | +sen| — | -cos | —
n n n n n n n
Logo,
(0+2k:7r> _ (9+2k7r> (0) (ka) (0> (2k7r>
coSs +1 sen =cos|—)-cos| — | —sen|— ) -sen| — | +
n n n n n n
2 2
i { sen (g) - cos <ﬁ) + sen (ﬁ) - cos (g)} (2.17)
n n n n

Note também que

o (%) i sen (2)] oo (25 o (2] s (2) s (2
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o () oo (27 (£ e (25) 4
[om2) e (2) e on () (2]

e (%) i sen (2] oo (25 o (2] s (2) s () -

o (2) o (21 [ (2] o (2) o () o ()]

Por (2.17) e (2.18) concluimos que

(9+2k7r> , <9+2k7r) [ (9) _ (9)} [ (2k7r> _ (2]€7T>:|
cos +1 sen =|cos|—)+isen|—)|-|cos| — | +1sen| —
n n n n n n

Assim, podemos reescrever a féormula da radiciagdo de nimeros complexos,

formula (2.14), da seguinte maneira:

= g [oas (2) e (2)] oo (2) ien (2)]. a0

para k=0,1,...,n— 1.

2k 2k
Note que v* = cos <—7T) + 1 sen (—W), com k=0,1,...,n— 1, sdo as n raizes
n n

n-ésimas da unidade. Assim, podemos reescrever a formula (2.19) como sendo

0 0
wy = Wp - {cos <ﬁ)+isen(—>] v comk=0,1,...,n—1.

n

Esta expressao significa que as raizes n-ésimas de um numero complexo nao-nulo

qualquer podem ser obtidas como o produto de uma de suas raizes particulares,
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0 _ 0
W= Yp-|cos|{—|+1sen| —
o= o )+ ()]
pelas n rafzes n-ésimas da unidade, v° = 1,v,0?%, ..., 0" %

Exemplo 2.3.12. Para determinar as raizes ciibicas de z = 27 utilizando as raizes da

unidade, primeiramente devemos conhecer uma dessas raizes, especificamente a raiz

0 . 0
wo = /p - [cos (ﬁ) + 1 sen (ﬁ)}
Note que para z = 27 = 27 + 0i, temos p = |z| = V272 + 02 = /729 = 27, ou seja,

p=27.

Calculando 0 = arg(z), temos

I 0
sen 0 = m(z):—zo,istoé,senezO e
p 27
R 2
cos 0 = e(z) = —7 =1, ou seja, cos 6 = 1.
p 27

Logo, # = 0 rad ou 0°.

Assim,
wy = V27 [COS (g)—i—isen (g)}
= 3-[cos(0)+i sen(0)]
= 3(1+1:-0)
= 3(140) =3,
isto é,
Wy = 3.

Pelo exemplo anterior, exemplo 2.3.11, sabemos que as raizes triplas da unidade sao
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1 3 1 3
dadas por v’ =1, v = —3 + \/7— i e v?= 5~ \/7— i. Portanto basta multiplica-las

por wy = 3 que iremos obter as raizes ctubicas de z = 27, wy, w; e weq, respectivamente.
Assim,

wy =3-v"=3-1=3, ou seja, wy = 3.

—— 4+ —1 :——+—2 isto &, wy = —= + — 1.

1 V3 3v/3 3 3V3
wr=3v=3-{ —o 2 27" 9

2 2

1, OU seja, Wy = l.

) (1 ﬁ) 3 3V3 3 3V3
w2:3-1): . (3 = — §_T

A representagao geométrica das raizes cibicas de z = 27 pode ser vista na figura

abaixo.

w0:3

w2

2.4 A Exponencial

Apresentaremos agora outra forma de representar um nimero complexo qualquer,
que é a forma exponencial.

Sendo e o namero de Euler, cujo valor é aproximadamente 2,72, e z = x + yi um
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numero complexo qualquer, entao a exponencial e é dada pela expressao
)
e* = eV = ¢” . (cos y +1i sen y), com z,y € R.

A motivagdo para a definicao da exponencial e*,z € C, vista acima leva em
consideragao alguns conceitos e resultados estudados no curso de calculo diferencial
e integral, tais como as fungoes trigonométricas sen x e cos x, o nimero de Euler e, a
funcao exponencial e* e sua propriedade e*1 %2 = ¢ . ¢*2,V z1, 75 € R, e também os
desenvolvimentos dessas fungoes em séries de MacLaurin, vilidas para todos os valores
reais da variavel z. Isto pode ser visto com mais detalhes na referéncia bibliogréfica
[2], pagina 21.

No caso em que o expoente ¢ um nimero imaginario puro, temos

e* = e¥ = cos y+i sen y.

Propriedades da exponencial

A seguir destacaremos algumas propriedades elementares da exponencial e, z € C.

Propriedade 1: Para quaisquer 2q, 25 € C, e - e?2 = "1 722,

Demonstracao. Sejam zy = x + yi € 2o = v + wi dois nameros complexos quaisquer.

Pela definicao da exponencial dada anteriormente, temos

z1 29

e = [e"-(cos y+1isen y)|-[e" (cos w+i sen w)]

ztv | [(

= e COS Yy COS W — Sen y sen w)

+ i-(seny cos w+ cos y sen w)]
= " [cos(y+w)+isen(y+w)],
ou seja,
el e?2 =" [ cos(y +w) +1i sen(y +w) |.
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Sabemos que cos(y + w) + i sen(y +w) = e¥ ) Assim, podemos concluir que

oot [cos(y + w) + @ sen(y +w)] = G |y

— em+v+(y+w)i

— €x+v+yi+wi

o ecc—i—yz—i—v—i—wz

= Atz 7
isto é,
etV Jeos(y + w) + i sen(y + w)] = e17#2

de onde concluimos que e*! - e*2 = #1122,

Propriedade 2: Para todo z € C, e7* = —.
62

Demonstragao. Seja z = x + yi um numero complexo qualquer. Assim, temos

— ix [ cos (—y) +1i sen (—y) |

= — - (cosy—iseny)

cos Yy —1 sen y

e ’

isto é,

—z

cos Yy — 1 Sen y
e’ = .

6.73
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Multiplicando o numerador e o denominador da fracao acima por cos y—+1i sen y, temos

cos Yy —1 sen y cosy—1seny cosy+1iseny

er er cos y+1 seny

cos? Y+ sen? Y

e* - (cos y +1i sen y)
1

e* - (cos y +1i sen y)

1 1
T entyi ez
ou seja,
cos Yy —1 sen y 1
er B g
Portanto, e72 = —. O

eZ

Propriedade 3: Para todo z € Cen € Z, (e*)" = €.

Demonstragao. Para os casos em que n =0 e n = 1 a férmula acima ¢ imediata. Para
n = 2, ela segue da propriedade 1, e em geral, para n > 0, ela é estabelecida por
indugao. Para isso, como ela é valida para n = 0, basta mostrar que do fato de ser
valida para n = k segue-se que ¢é vélida também para n =k + 1, £ > 0. Suponhamos,

entao, que
(ez)k — ekz_
Assim,
(ez)kJrl _ (ez)k CeF = ekz Cef = eszrz _ e(kJrl)z'

Portanto, a féormula é valida para todo n > 0. O caso n < 0 reduz-se ao caso em que

n > 0. De fato, supondo n < 0, temos




mas —n > 0, entdo (e*)™" =e "%,
portanto,
1
(ez>n — p—r — enz ,
o que verifica a propriedade. O

Propriedade 4: Para todo z € C,e* # 0.

Demonstrag¢ao. Suponhamos, por absurdo, que exista um ntmero complexo z = x + yi

tal que e* = 0. Assim, temos

ef=0 = M=

= e"-(cosy+iseny) =0,
ou seja,
ee=0=¢"(cosy+iseny)=0 (2.20)

Sabemos que, para todo y € R, cos y +1i sen y # 0, pois cos y = 0 = sen y # 0,
e, da mesma forma, sen y = 0 = cos y # 0. De fato, se cos y = 0, entao y = g + km,
com k € Z, e sen (g + k:7r> = +1. Analogamente, se sen y = 0, entao y = kmr, com

k € Z, e cos(kr) = +1. Logo,
e’ (cosy+iseny)=0=¢e"=0 (2.21)

Por (2.20) e (2.21) concluimos que ¢* = 0 = €* = 0, o que é um absurdo, pois

nao existe x € R de modo que e* = 0. Portanto, e* # 0, para todo z € C. n

Propriedade 5: Para todo z € C,|e?| = efte(2).
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Demonstrag¢ao. Sendo z = = + yi, logo Re(z) = x. Assim, temos

| = "]

= |e” - (cos y+1i sen y)|

= |(e“cos y) +i(e"sen y)

= /(eTcos y)? + (e%sen y)?

= V/(e%)2cos? y + (e¥)2sen? y

)
= /(e%)2(cos? y + sen? y)

ou seja,

verificando a propriedade.

Propriedade 6: Para qualquer z € Ce k € Z,e* =1 < 2z = 2km.

Demonstragao. (=) Suponhamos que z = z + yi. Logo Re(z) = z. Por hipdtese,
e =1=le*| = |1] =1, isto é, |e*| = 1.
Pela propriedade 5 segue que |e?| = (). Assim temos e” = 1 = z = 0.

Note que

€Z — eeryz

= e"-(cos y+1i sen y)
= 1-(cosy+iseny)

= cosy+1tseny,
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isto é,
e =cos y—+1iseny.

Mas, por hipotese, e* = 1. Assim,

cosy+iseny=1=1+0i, ouseja, cos y+1t sen y =1+ 0.

Logocosy=1 e seny=0. Assim y = 2kw rad, k € Z.

Portanto z = x 4+ yt = 0 + 2kmi = 2kmi, com k € Z, ou seja, z = 2kmi, com k € Z.

(<) Por hipotese, z = 2kmi, com k € Z. Assim,

e = ke’
= cos 2km + 1 sen 2km, k € Z

= 1+0i=1,

ou seja,

o que verifica a propriedade. n

Com a notagao exponencial, a representacao polar de um nimero complexo assume
a forma compacta z = p- €', onde p é o moédulo de z, isto é, p = |z|, e 6 é o argumento

de z, ou seja, # = arg(z). Observe o exemplo abaixo.

Exemplo 2.4.1. Para representar o nimero complexo z = 24-2i na forma exponencial,
primeiro devemos calcular p = |z| e § = arg(z). Calculando seu modulo, temos
p=V2+4+22=\/11+4=18=22, isto é, p=2V2.
Calculando agora seu argumento, temos

V2

= — , ouseja, cos § =

1
2 2

S
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sen = ———= = ——

Im(z) 2 1 V2
P2 V22

o5

, isto é, sen 0 =
T
Logo, 6 = 1 rad ou 6 =45°.

Portanto, a forma exponencial do niimero complexo z = 2 + 27 é

z=p-e? =22 €%, istoé, z=2V2-¢€'%.

Anteriormente vimos como é facil calcular poténcias de niimeros complexos na forma
trigonométrica utilizando a formula de De Moivre, formula (2.13). Na forma exponen-

cial, podemos aplicar esta formula facilmente da seguinte maneira:

2= (p-ef)r = pt-em isto é, 2" = p" - ™ com n € Z.

Observe que é muito comum usar a notacao exp(z) em vez de €7, principalmente
b

nos casos em que o expoente é muito extenso. Por exemplo, costuma-se escrever

exp [ 2 (v—2)] no lugar de ei(v-1).

Também vimos anteriormente que as raizes n-ésimas da unidade sao dadas por

2k 2k
Wy = COS (—W) +isen(—ﬂ),comk:(),l,...,n—l.
n n

Elas também podem ser facilmente representadas na forma exponencial. Neste caso

2km
temos p=1 e 6 = —— Logo sua forma exponencial é
n

iQkW 2kmi

wpy=p-e¥=1-¢"" =e"n , ou seja,

2kmi
wy=en  ,comk=01,....n—1

A préxima secao tratard das representacoes geométricas dos numeros complexos,

com algumas destas representagoes ja vistas anteriormente.
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2.5 Representacoes Geométricas dos Niimeros
Complexos

Nesta secao falaremos sobre algumas representacoes geométricas dos niimeros com-
plexos. Ja vimos na se¢ao 2.1 uma dessas representacgoes, que é a representagao de um
nimero complexo qualquer como um ponto no plano.

Sendo z = a-+bi, o par ordenado (a,b) é o ponto que representa o ntumero complexo
z, € a e b sao denominados coordenadas retangulares do ponto. Vimos que existe uma
correspondéncia biunivoca entre os niimeros complexos e os pontos do plano. Em
outras palavras, vimos que cada ponto do plano corresponde a um e somente um
ntmero complexo, e vice-versa.

Devido a correspondéncia dita acima, é comum se referir a um nimero complexo z
qualquer como o ponto z.

Assim, sendo z = a+bi, sua representacao no plano complexo pode ser vista abaixo.

Im(z)

I3

[SY MR

Dados dois niimeros complexos quaisquer z; = a + bi e 25 = ¢ + di, é possivel calcular

a distancia entre os pontos z; e zy através da férmula

|21 — 22| = \/(a—c)2+(b—d)2

Veja o exemplo abaixo.
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Exemplo 2.5.1. Sejam z; = 2+ 3i e 25 = 1+ 2i dois ntimeros complexos. A distancia
entre os pontos z; e 29 €

21— 2| = /2 - 12+ (3-22=VI2+ 12 =1+ 1 =2, isto ¢,

|21 — 29| = V2.

Assim, representando os pontos z; e zo e a distancia entre eles no plano complexo,

temos
Im(z)

Conforme acabamos de ver, a representacao geométrica de um nimero complexo
na forma algébrica z = a + bi é obtida através das coordenadas retangulares (a,b).
Quando o numero complexo encontra-se na forma polar z = p (cos 6 4+ i sen 0) a sua
representagao grafica é obtida através das coordenadas (p, #), denominadas coordenadas
polares.

A representagao geométrica de z = a + bi na forma polar z = p (cos 0 + i sen 0) é

o ponto P, que pode ser vista na figura abaixo.

Im(z)

<
Yl 2
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Note que o ponto P pode ser localizado no plano complexo através das coordenadas
retangulares (a,b) ou das coordenadas polares (p, 6).
Observe que, utilizando relacdes trigonométricas no triangulo retangulo AOP acima,

podemos afirmar que a=p-cos @ e b=p-sen 6. Logo,
z=a+bi=p-cos 0+ p-sen i =p (cos §+i sen B) , ou seja,
z=a+bi=p (cos §+isen0).

Vimos anteriormente como localizar um nimero complexo, ou ponto, no plano. Se
ele estiver escrito na forma algébrica z = a+bi, localizamos ele através das coordenadas
retangulares (a,b), e se ele estiver escrito na forma polar z = p (cos 0 + i sen 0),
localizamos ele através das coordenadas polares (p, 6).

Ha ainda outras formas de localizar um ntimero complexo. Uma delas ¢é através das
coordenadas conjugadas complexas (z,Z). Neste caso, sendo z = x + yi, usamos o fato

1 1
de que x = 3" (z+Z)ey= 5 (z — Z). Observe o exemplo a seguir.
i

Exemplo 2.5.2. Dada a equacao 2x + y = 5, iremos expresséi-la em termos das coor-

denadas conjugadas. Assim, sendo z = x+yi, temos Z = x — y1i, e ainda, x = 3 (z+7%2)
1

ey:Z—i-(z—E). Logo,

21 +y=5 = 2{%-(z+z)]+{%-(z—z)]—5

— 2i(z+3%) 42—z =10
— 2iz+42iz+2—7=10i
— (20 + 1)z + (2i — 1)z = 10,
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isto é,

2wty=5 = (2i+1)z+ (2 —1)z=10i
Portanto, a equagao 2x + y = 5 é dada em termos das coordenadas conjugadas com-
plexas por (2i + 1)z 4 (2¢ — 1)z = 10:. O gréfico desta equagdo é uma reta decrescente

no plano complexo, pois isolando y na equagao 2z + y = 5 segue que y = —2x + 5.

Veja a figura abaixo.

Im(z)
=
5N
\
=
X
ot
5 Re(z)
2

A reta na figura acima representa os nimeros complexos do tipo

z=x+ (—2x+5)i, v € R

Veremos agora outros tipos de representagoes geométricas dos niimeros complexos.

2.5.1 Interpretacao Vetorial dos Niimeros Complexos

Os niimeros complexos podem ser considerados como vetores. Tendo como base o
que vimos anteriormente sobre a localizagao dos niimeros complexos no plano através
das coordenadas retangulares e polares, essa consideracao se torna simples.

Seja z = a + bi um numero complexo qualquer. O ponto P(a,b) do sistema de
coordenadas sera o extremo do vetor e a origem do mesmo ¢ o ponto O(0, 0). Veja a

figura abaixo.
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Algumas vezes, dizemos que o vetor OP é o vetor posi¢ao do ponto P.
Dois vetores com o mesmo comprimento e dire¢ao, mas origens diferentes, sao con-

siderados iguais. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.5.3. Dado o vetor OP = zy + yoi, temos

Yy
ok - - - - - P(x0, yo) B
:
|
:
|
I A
O Zo x

Como o vetor AB tem o mesmo comprimento e diregao do vetor OP, logo sao iguais.

Assim,
oP = Zo +y02 = AB.
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A adi¢ao de niimeros complexos representados vetorialmente é realizada pela regra
do paralelogramo, e a soma corresponde com a adi¢ao de nimeros complexos represen-

tados na forma algébrica. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.5.4. Sejam z; = 2+ 5i e zo = 7 + 2i¢ dois niimeros complexos. Represen-

tando z; e z, vetorialmente e efetuando sua soma através da regra do paralelogramo,

temos
Yy
7 o B
zZ9 - /)
510 4 o
2 K
X'L K
21 "’ K
2 C
22
2 7 9 T

Note que a soma z; + 25 = 9 + 71 é equivalente ao vetor soma z; + 2.

A interpretacao vetorial dos nimeros complexos é frequentemente usada na Fisica
quando se trabalha com grandezas vetoriais como, por exemplo, forga, velocidade,
aceleracao, entre outras.

Um exemplo basico dessa utilizacao é quando se necessita determinar uma forca
resultante que age sobre um corpo no qual atuam varias forcas.

Veja o caso a seguir.

Exemplo 2.5.5. Um corpo esté situado na origem do sistema cartesiano. Abaixo e
sobre ele atuam as forcas Fy = 3 + 4i e Fy, = 9 + 2i representadas pelos vetores da

figura.
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6«
4

LY @¢-f---a---_F

O e-----

12

Assim, a forca resultante dessas duas forcas é representada pelo vetor

F, =12 4 61, que foi obtido através da regra do paralelogramo.

PR

O &-L-\-

O e----- N

12

soma,

Note que é possivel efetuar o produto interno e o produto vetorial em C, ji que

podemos representar qualquer elemento do conjunto C como um vetor.

Sejam 21 = x1 + Y11 € 2o = Ty + Yot dois niimeros complexos quaisquer. O produto
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interno de z; e 29, também chamado de produto escalar, ¢ indicado por < 21,2, >, €

definido da seguinte forma:
< 21,29 >=|z1| - |22 - cos O = x129 + y1Y2

onde 0 (0 < 0 < 27) é o angulo entre z; e zs.

Observe a figura abaixo.

Figura 2.1:

€2 x| x

Note que # = 65 — 0;. Assim,

cos 0 = cos(fy — 01)

= cos 0y - cos 01 + sen Oy - sen 6,

P 2 S -
|za] |21 |za] |21

_ ToZ1 + Y21
|2’1|'|Z2|
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_ T1%y + Y12

to @
=l 1l , isto é,
_ T1T2 + 1Y
cos 0 = ————27%
|21] - |22

de onde segue que

|21] - |22] - cos 0 = x129 + Y1y2 .

Exemplo 2.5.6. Sejam z; = 2+ 17 e 25 = 3 + 4¢ dois ntimeros complexos, ou dois
vetores. Calculando o produto interno entre eles, temos

<21,29>=2-34+1-4=6+4=10, ou seja, < 21, zo0 >= 10.

E importante observar que o produto interno definido acima é o produto interno
usual, isto é, ele ¢ um caso particular de produto interno. Veremos o produto interno
de forma generalizada na secao 3.1.1.

Para efetuar o produto vetorial de z; e 2o, sendo 21 = x1 + Y17 € 25 = x93 + Yoi,
consideraremos z; e z dois vetores no espaco, ou vetores em R3. Assim, z; = (1,91,0)
e 29 = (x9,¥2,0), e o0 produto vetorial de z; e z5 ¢ indicado por z; X zs.

Devemos lembrar que utilizamos o determinante de uma matriz 3 x 3 para o cal-
culo do produto vetorial, sendo a primeira linha composta pelos vetores unitérios
i=(1,0,0),5 = (0,1,0) e k = (0,0,1); a segunda linha composta pelas coordenadas

do vetor z; e a terceira linha composta pelas coordenadas do vetor z,. Portanto,

T 7k
21Xz = |z 1 O
T2 Y2 0O

= 1y k—22y1 k

= (951 Yo — T2 yl) k,
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ou seja,
21 X 29 = (951 Y2 — T2 yl) k.

Logo, o produto vetorial de z; e 2z é definido pelo vetor z; X zo = (0,0, 21 yo — 2 Y1).

Note que o vetor z; X 25 é sempre perpendicular aos vetores z; e 2.

Exemplo 2.5.7. Para efetuar o produto vetorial dos ntimeros complexos z; = 4 + 3¢
e 7 = 2 + 5i, primeiramente devemos considerar z; e z, como vetores em R®. Logo,
21 =(4,3,0) e z = (2,5,0). Pela defini¢ao do produto vetorial, temos

21 X 29 =1(0,0,4-5—-2-3)=(0,0,20 — 6) = (0,0, 14), isto ¢é,

21 X 29 = (0,0,14).

Como sabemos, o moédulo de um nimero complexo z = a + bi é dado por
2| = Va®+b2. Da mesma forma, o médulo de um vetor z; = (21, 41,0) é dado por
|21 = \/m . Como vimos anteriormente, o produto vetorial de dois ntimeros
complexos z; = x1 + Y17 € 29 = X9 + Yoi € definido por 23 X 25 = (0,0, 21 Yo — T2 Y1).

Assim, o modulo do produto vetorial de z; e 25 é definido da seguinte forma:

|2’1 X 22| = \/02+02+(:v1-y2—$2-y1)2 = \/($1'92—$2'y1)2 = X1 Y2 — T2 Y1, OU
seja,
|21 X 2| = 21 - Yo — 22 Y1

Veja ainda que |z1| - |22| - sen 0 = x1 ya — x5 y1, sendo 6 (0 < 0 < 27) o angulo entre

21 € z9. De fato, observando novamente a figura 2.1, podemos notar que

sen @ = sen(0y — 0;)

= sen 0y -cos 8 — sen 0y - cos 04
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Yo T1 — Y1 T2
|Zl| : |22|

T1 Y2 — T2
|21] - [22]

)

ou seja,

T1 Y2 — T2 U1

sen 0 =
|21] - [ 22|

)
de onde segue que
21| - |22 - sen 6 = 21 y2 — 29 Y1

Como |21 X zo| = x1 Yo — X2 Y1, concluimos que |z X zo| = |21] - |22] - sen 6.

Adiante destacaremos algumas propriedades que ilustram aplicagbes do produto
interno usual e do produto vetorial de dois vetores, porém antes disso é necessario
relembrar alguns conceitos que sao pré-requisitos. Um deles é a projecao de um vetor
sobre outro. A projecdo do vetor z; sobre o vetor zy é o vetor indicado por proj(z1, z2)
e obtido pela formula

< 21,29 >

proj(z1,22) = BE

* Z9.

Outro conceito que devemos lembrar é a area de um paralelogramo. Ela é calculada
pelo produto da base pela sua altura.

Agora, apresentaremos as propriedades que mencionamos anteriormente.

P1) Dois vetores nao-nulos z; e 25 sdo perpendiculares se, e somente se,

< zZ1,%29 > =0.

P5) Dois vetores ndo-nulos z; e zo sao paralelos se, e somente se, z; X 2o = 0.

|<Zl,22>|

P3) O modulo da proje¢ao do vetor z; sobre o vetor zy é dado por 2]
zZ9
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P,) A area de um paralelogramo cujos lados sdo os vetores z; e z; é dada por |21 X z5].

Assim encerramos a interpretagao vetorial dos niimeros complexos. Veremos na se-
quéncia outra representacao geométrica dos niimeros complexos, que é a representacao
esférica. Lembrando que, na geometria analitica, uma esfera qualquer é representada
em coordenadas retangulares pela equacao (z — x)? + (y — 40)* + (2 — 20)? = 2, onde
Zo, Yo € 2o sao as coordenadas do centro da esfera nos eixos z,y e z, respectivamente,
e r é o raio da esfera. Assim, uma esfera unitaria pode ser representada pela equagao

(x—20)>+(y—w)*+ (2 —2)* = 1.

2.5.2 Representacao Esférica dos Nimeros Complexos

Chamaremos de « o plano complexo e consideraremos uma esfera unitaria 3, isto

é, uma esfera 8 de raio 1, tangente a  em z = 0, como mostra a figura abaixo.

Correspondendo a qualquer ponto A sobre o plano «, podemos construir uma reta
interceptando a esfera 8 no ponto A’. Assim, cada ponto do plano complexo « corre-

sponde a um e somente um ponto da esfera 3, e podemos representar qualquer ntimero
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complexo por um ponto sobre a esfera.

Este método de extensao do plano complexo é chamado de projecao estereografica.
A esfera é, algumas vezes, chamada de esfera de Riemann.

Desta forma finalizamos as representagoes geométricas dos niimeros complexos. A
seguir iniciaremos o dltimo capitulo deste trabalho, sendo este voltado para exemplificar

a presenca dos nimeros complexos nas subéareas Algebra e Analise Matematica.
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Capitulo 3

Os Ntumeros Complexos em Algebra e

Analise Matematica

Trataremos aqui, de forma basica, dos niimeros complexos nas subareas algebra e
analise matematica.

Neste capitulo foram utilizadas as referéncias [2], [3], [4], [5], [6], [8] e [11].

3.1 Os Numeros Complexos em Algebra

Nesta secao falaremos sobre os nimeros complexos em algebra linear e em algebra

moderna, ou algebra abstrata.

3.1.1 Os Numeros Complexos em Algebra Linear

A algebra linear é um ramo da matemaética que surgiu do estudo de sistemas de
equacoes lineares. Nela se estuda estruturas fundamentais da matematica como vetores,
matrizes, entre outros.

Destacaremos os nimeros complexos em &algebra linear através de matrizes com-

plexas, espacos vetoriais complexos e produto interno.
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Matrizes Complexas

Uma matriz é dita complexa quando seus elementos sao niimeros complexos.

Consideraremos que o leitor esteja familiarizado com as matrizes reais e as operacoes
fundamentais que as envolvem.

Lembrando que, sendo z = a + bi um ntmero complexo qualquer, o conjugado de
z, denotado por z, é dado por Z = a — bs.

Da mesma forma, as matrizes complexas também podem ser conjugadas. Se A é
uma matriz complexa, a conjugada de A é a matriz obtida de A tomando-se o conjugado
de cada elemento de A, e a denotamos por A. Assim, se A = [a;;], entdo A = [b;;] onde
b;j = a;;, sendo ¢ e j, respectivamente, o nimero da linha e da coluna onde se localiza

o elemento na matriz.

_ 243t 1420 6—4¢ .
Exemplo 3.1.1. Seja A = uma matriz complexa.

i 4—5 34T
A matriz conjugada de A é

_ 2—3t 1—2¢1 6+4¢
A —
—3i 445 3—-T

Devemos lembrar também da transposicao de matrizes. Se A é uma matriz, a
transposta de A é a matriz obtida escrevendo-se as linhas de A, em ordem, como
colunas, e é denotada por A”. Assim, se A = [a;;] é uma matriz de ordem m x n, entao

AT = [b;;] ¢ uma matriz de ordem n x m tal que b;; = aj;.

3+17 2+2
Exemplo 3.1.2. Seja A = 7 6 — 2; | uma matriz complexa.
8—2i 4—051
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A matriz transposta de A é

AT 3+1 7 8— 21
2420 6—-21 4—-51

As operagoes de transposi¢ao e conjugacao de matrizes comutam para qualquer

matriz complexa A, isto ¢, (A)T = (AT). Quando é efetuada estas duas operacdes

utilizamos a notacio AX isto ¢, (A)T = AH = (AT).

64+9 2441 2—9
Exemplo 3.1.3. Sendo A= | —54+7; 3+5 54 6; | uma matriz complexa, a

12 O+8 3—1

matriz transposta conjugada de A é

6+9 -5+7i 12 6-9 —5—7i 12
AP = 1974 355 5+8 | =|2-4i 3-5 5-8i
2-0i 5+6i 3—1 249 5-6i 3414

Veremos agora alguns tipos de matrizes complexas.

Uma matriz quadrada complexa A é Hermitiana se A? = A e anti-Hermitiana se
Al = A,
Vale ressaltar que uma matriz quadrada é uma matriz de ordem m X n onde m = n,
ou seja, o nimero de linhas e o nimero de colunas da matriz sao iguais.

Note que se A = [a;;] ¢ Hermitiana, entdo a;; = @j;, e para isso é necessario que
cada elemento da diagonal principal seja um ntmero real. Analogamente, se A = [a;]
¢ anti-Hermitiana, entao —a,;; = @j; e portanto cada elemento da diagonal principal

deve ser nulo.
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2 3—41 6421

Exemplo 3.1.4. A matriz quadrada complexa A = | 3+ 44 3 9—7;

6—2i 9471 5
¢ Hermitiana. De fato,

2 3+41 6—2 2 3—4i 6+ 2i
AT=\3"4 3 947 |=|3+4 3 9-7i|=A,
6+2t 9—-T1i 5 6—20i 9+ 7i 5
isto é,
AR — A,
0 —245i =3+
Exemplo 3.1.5. A matriz quadrada complexa B = | 2 + 5 0 11 44 é
3+20 —11+1 0
anti-Hermitiana. De fato,
0 245 342 0 2—-5i 3—2
BY=| =275 0 —Il+i|=]|-2-5 0 —11—i|=-5,
—3+2 1141 0 —3—-2i 11—4 0

ou seja, B = —B.

Uma matriz quadrada complexa A é unitaria se A- A7 = A7 . A =] sendo I a
matriz identidade.
Vale lembrar que a matriz identidade I possui todos os elementos da diagonal
principal iguais a 1 e os demais nulos.
1 - =143
Exemplo 3.1.6. A matriz quadrada complexa A = % . i 1 144

1+7 =1+ 0
¢ unitéaria. De fato,
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AH =

ou seja,

AH =

A-AY

isto é,

N —

N | —

I

-1+

N | —

A~ =

=
|
—_
+
.

1+ 0

1 —1

1+: =1+

14+1+42
11— 2
1+72—1—-1+0

1+

-1+

N | —

—i— i+ 2
14+1+2
—i4+1—14i+0
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A- AT =1,

De forma analoga verificamos que A7 - A = I.

1 —1 -1+
1
Portanto concluimos que a matriz quadrada complexa A = 3 i 1 1494

147 —1+¢ 0
¢ unitaria.

Outro tipo de matriz complexa é a matriz complexa normal. Uma matriz quadrada

complexa A ¢ normal se A- A7 = A" . A, Veja o exemplo a seguir.

2+ 31 1
Exemplo 3.1.7. A matriz quadrada complexa A = ¢ normal. De
1 142
fato,
. 2+3i 1 2+3i 1
A.AH — . i
i 1+ 2 1 1+ 2:
2+ 3 1 2—-3t —i
i 1+ 2 1 1—2
13+1 3—21+1—2¢
| 3+204+ 142 1+5
14 4—-4
444 6
isto é,
14 4—-4
A AT =
4444 6
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Da mesma forma,

AP . A = - .
1 1+ 2 7 1+2
2—3i  —i 2+ 3 1
1 1—2 7 1+2
1341 2—3i—1+2
| 2+ 3i+i+2 145
14 4—4
= =A- A
4444 6
ou seja,
Al A=A AH |
. _ 2431 1
Assim, a matriz quadrada complexa A = é normal.
i 142

Agora falaremos sobre espagos vetoriais complexos.

Espacos Vetoriais Complexos

Um espago vetorial complexo é um conjunto V' nao vazio sobre o qual estao definidas

duas operagoes: adi¢ao e multiplicacao por escalar, ou seja,

Vu,veV,ut+veV,etambém,

VaeCeueV,a-ueV,

e além disso, para quaisquer u,v,w € V e a,b € C, todas as propriedades abaixo devem

ser satisfeitas:
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i) (u+v)+w=u+ (v+w)

ii)utv=v+u

iii) Existe 0 € V tal que u + 0 = u (0 é chamado vetor nulo)
iv) Existe —u € V tal que u + (—u) = 0.

v) a(u+v) = au+ av

vi) (a + b)v = av + bv

vii) (ab)v = a(bv)

viii) 1-u = u.

Os elementos de um espaco vetorial sao chamados de vetores. Note que as pro-
priedades acima significam que a adi¢ao em V ¢é associativa, comutativa, tem elemento
neutro, que é o vetor nulo, e todo elemento de V possui um oposto; a multiplicagao
por escalar ¢ distributiva a esquerda em relagao a adicao de vetores, a multiplicacao
por escalar é distributiva a direita em relagao a soma de dois escalares, a multiplicacao
de um produto de dois escalares por um vetor é associativa, e a multiplicacao por es-
calar quando este for o elemento neutro para a multiplicacdo em C sempre resultara
no proprio vetor.

Veja o exemplo a seguir sobre espaco vetorial complexo.

Exemplo 3.1.8. Seja V o conjunto das matrizes 2 x 2, cujos elementos sao niimeros
complexos. As operacoes sao adicao usual de matrizes e multiplicacao destas por
numeros complexos. Observe que o conjunto V', juntamente com as operagoes vistas
acima, satisfaz todas as oito propriedades da definicao de espacgo vetorial complexo.
Portanto, V' é um espago vetorial complexo. Observe ainda que os vetores do espaco

vetorial complexo V sao as matrizes complexas de ordem 2.

Falaremos agora sobre produto interno.
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Produto Interno

Na subsegao 2.5.1 vimos como calcular o produto interno usual de dois ntumeros
complexos (vetores). Este ¢ um caso particular de produto interno, que definiremos de
forma genérica a seguir.

Sabemos que o produto interno sobre V, sendo V um espago vetorial complexo, é
uma funcao que a cada par de vetores u e v associa um ntmero complexo, denotado

< wu,v >. Além disso, deve satisfazer as seguintes condic¢oes:

i) <v,o>>0,VveVe<wvv>=0se, esomente se, v = 0.
ii) <au,v >=a<u,v>VacCeVuuveV.
iii) < uy 4 ug, v > = < wug,v >+ < u,v >,V up,ug,v € V.

iv) <u,v>= <v,u>VYuveV

Veja ainda que podemos efetuar o produto interno em vetores de qualquer dimensao.
No exemplo a seguir apresentaremos um tipo de produto inerno definido no espaco
vetorial C3. As operacoes consideradas em C? sao a adicao de vetores e multiplicacao

por escalar usuais.

Exemplo 3.1.9. Sejam V = C*,u,v € V com u = (1,79, 73) € v = (y1,%2,%3). Um

produto interno em C3 ¢ definido por
< U,v > = T1Y1 + TalY2 + T3Y3
Note que Assim, tomando u = (3 + 4¢,3,—2i), v = (2 4+ i,1 — 2i,6) e aplicando a
definicao acima, temos
<u,v> = (34+4i)-(2+4) +3-(1—2i)+ (—2)-6

= (3+4)-(2—i)+3-(14+2)+(—2)-6

= 10+5t+3+ 61— 12

= 13 —1,
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ou seja,
<u,v> = 13—1.
Este produto interno ¢ conhecido como produto interno usual em C3.

No exemplo anterior vimos como é calculado o produto interno usual em C3.
Este tipo de produto interno pode ser generalizado para o espaco vetorial C", com
n > 2 qualquer. Lembrando que as operacoes consideradas em C" sao a adicao

de vetores e multiplicacdo por escalar usuais. Assim, sendo u = (x1,22,...,2,) €

v = (y1’y27"'7yn)7
< U,V > =2T1Y] + TaYs + ... + TnYn-

Note ainda que o produto interno pode ser definido de infinitas maneiras, para
quaisquer espagos vetoriais complexos. No exemplo a seguir mostraremos mais um

tipo de produto interno, definido em C2.

Exemplo 3.1.10. Seja V' = C?. Para quaisquer u,v € V, com u = (x1,73) e
v = (y1,92), a operacao < u,v > = 3x1T2 — 2y2y; + 277 € um produto interno. Note
que este produto interno é diferente do usual em C2?. Observe que no caso particular
onde u = (2 + 2i,3i) e v = (—2i,5), temos
<wu,v> = 3-(242i)-(31) —2-5-(—26) +3i - (2+ 2i)
= (6+6i)-(3)+20i+ 3i - (2 — 20)
= —18+18:+20i +6 + 6¢

= —12 4 444,
ou seja,
<u,v> = —124 44i.

Falaremos agora sobre niimeros complexos em &algebra moderna.
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3.1.2 Os Numeros Complexos em Algebra Moderna

A Aalgebra moderna é um ramo da matematica que estuda estruturas algébricas,
isto é, estuda conjuntos associados a uma ou mais operacoes sobre estes conjuntos,
satisfazendo algumas condi¢oes. Sao exemplos de estruturas algébricas: grupos, anéis,
corpos, espagos vetoriais, entre outros.

No decorrer desta subsecao falaremos sobre os ntmeros complexos em algebra
moderna através de algumas estruturas algébricas, equagdes polinomiais e, por fim,
apresentaremos o Teorema Fundamental da Algebra. Portanto, iniciaremos definindo
0 que é um grupo e mostraremos a presenca dos nimeros complexos nesta estrutura
algébrica, mas para isso, precisaremos conhecer alguns conceitos preliminares.

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. O produto cartesiano de A e B, indicado
por A x B, é o conjunto dado por A x B ={(a,b):a € A,b € B}.

Uma relacdo R de A em B é qualquer subconjunto de A x B, isto é, R C A X B.
Os conjuntos A e B sao denominados, respectivamente, conjunto de partida e conjunto

de chegada da relacao R.
Exemplo 3.1.11. Para A = {1,2,3} ¢ B = {5, 7} temos
Ax B=1{(1,5),(1,7),(2,5),(2,7),(3,5),(3,7)}.
Neste caso R = {(1,5),(2,7)} é uma relacdo de A em B. Note que R C A X B.

Para indicar que (x,y) € R, usamos também a notagao xRy (1é-se: "x erre y").
Assim, com a notacao zKy indicamos que (z,y) € R.

No caso em que xRy dizemos que x se relaciona com y segundo R.

Observando o exemplo anterior, temos que 1R5, 2R7, LK7 e 2Rb.

O dominio de uma relagdo R de A em B é o subconjunto de A indicado por D(R)

e definido por
D(R)={x € A| 3y € B, zRy}.
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Assim, no caso do exemplo anterior temos D(R) = {1,2}.
A imagem de uma relagdo R de A em B é o subconjunto de B indicado por Im(R)

e definido por
Im(R)={y € B| 3z €A, zRy}.

Assim, no caso do exemplo anterior temos Im(R) = {5, 7}.

A proxima definicao se refere a um tipo especial de relacao, a aplicacao.

Definicao 3.1.1. Seja f uma relagao de E em F'. Dizemos que f é uma aplicagao de
E em F'se:
i) D(f) = E, sendo D(f) o dominio da relacao f;

ii) Dado a € D(f), é tnico o elemento b € F' de modo que (a,b) € f.

Se f é uma aplicagdo de E em F, escrevemos b = f(a) (lé-se: b é imagem de a
pela f) para significar que (a,b) € f. Simbolizamos uma aplicacdo f de E em F por

f:+E — F. O conjunto F' é chamado de contradominio de f.
Observacao 1:

Se f : B - Feg : E — F ¢é o6bvio (pela definicio de relagao) que
f=9< f(x)=g(x),Yz€E.

Observacgao 2:

Se o contradominio de uma aplicagdo f é um conjunto numérico (contido em C),

entao é usual chamar a aplicacao f de funcao.

Exemplo 3.1.12. Veja que a relagao f = {(z,y) € R%|ly = = + 2} ¢ uma aplicacao

de R em R. De fato, D(f) € R e dois elementos do dominio ndo possuem a mesma
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imagem. Além disso, o contradominio de f é o conjunto R C C e, portanto, f é uma

funcao.
A préxima defini¢ao tratara de operagao sobre um conjunto.

Definicao 3.1.2. Sendo F um conjunto nao vazio, toda aplicagao f : E x F — E

recebe o nome de operagao sobre F ou lei de composi¢ao interna em F.

Uma operagao f sobre E associa a cada par (x,y) do produto cartesiano E X F
um elemento x * y de F, isto ¢, z * y é uma outra forma de indicar f(z,y). Dizemos

também que E é um conjunto munido da operacao .

Exemplo 3.1.13. Observe que a aplicagao f:Z X Z — 7Z, sendo f(x,y) =x +y, é a

operacao de adicao usual sobre Z.

A adicao usual vista no exemplo acima é um caso particular de adi¢ao, pois
pode-se definir uma infinidade de adigoes diferentes sobre um conjunto. Veja o ex-

emplo a seguir.

Exemplo 3.1.14. Note que a aplicacao f : Z x Z — 7Z definida por
f(z,y) =@y =x+y+ 2 éuma operagao de adigao sobre Z. Assim, se somarmos o

inteiro 3 com o inteiro 4 teremos como soma o inteiro 9.

Definiremos agora um grupo.

Grupos

Definicao 3.1.3. Sejam G um conjunto nao vazio e * uma operacao sobre GG. Dizemos
que G é um grupo em relacao a operacgao * se sao verificadas as condigoes:

i) Va,b,ce€ G, (axb)xc=ax(bxc); (propriedade associativa)

ii) Existe e € G de maneira que a x e = exa = a,V a € G; (existéncia do elemento

neutro)
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iii) Va € G,3d € G tal que axda = a *xa = e. (elementos sdo simetrizaveis em

relagdo a operagao )

Se G é um grupo em rela¢do a uma operagao *, dizemos que o par (G,*) é um
grupo.

E importante observar que, se a operacao em relacio a qual o conjunto G #0é
um grupo for a adi¢ao, entao denominamos o grupo G como um grupo aditivo e repre-
sentamos por (G, +). Da mesma forma, se a operagao for a multiplicagdo, chamamos
o grupo G de grupo multiplicativo e denotamos pelo par (G,-). Em geral, um con-
junto nao vazio nao é um grupo em relagao as operagoes de subtragao e divisao usuais,
portanto essas operagoes nao serao utilizadas neste topico.

Quando a operacao de um grupo verifica a propriedade comutativa, ou seja,
rxy=yxx,Vxye G, dizemos que o grupo é um grupo comutativo ou abeliano.

Veremos nos exemplos abaixo o grupo aditivo dos complexos e o grupo multiplica-

tivo dos complexos nao-nulos.

Exemplo 3.1.15. O conjunto C dos nimeros complexos ¢ um grupo em relacao a
adigdo usual. De fato, ele é ndo vazio, pois, por exemplo, (4 — 2i) € C; vimos na
subsecao 2.2.1 que a adicao usual em C é associativa, tem elemento neutro, que é o
0 = 0+ 0z, e os elementos do conjunto C sao simetrizaveis para esta operacao, ou seja,
se z = a+ bi, o simétrico de z em relac¢do & adi¢ao usual é —z = —a + (—b)i. Portanto,
o par (C, +) é um grupo. Além disso, também vimos em 2.2.1 que a adigao usual em C

é comutativa. Assim, podemos conluir que o grupo aditivo dos complexos é abeliano.

Exemplo 3.1.16. O conjunto C* dos ntimeros complexos nao-nulos é um grupo em
relagao a multiplica¢ao usual. De fato, ele é nao vazio, pois, por exemplo, (2 —1i) € C*.
Além disso, vimos na subsecao 2.2.3 que a multiplicacao usual em C é associativa, tem
elemento neutro, que ¢ o 1 = 1 + 07, e todo nimero complexo nao-nulo possui um

inverso, isto €, se z = a + bi, entao o simétrico de z em relagao & multiplicagao usual é
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a b
R R i. Assim, o par (C*,-) é um grupo. Além disso, vimos também

que a multiplicacao usual em C é comutativa. Logo, podemos concluir que o grupo

-1

multiplicativo dos complexos nao-nulos é abeliano.

Falaremos agora sobre outra estrutura algébrica: o anel.

Anéis

Defini¢ao 3.1.4. Um conjunto A # (), munido das operacoes de adigao e multipli-
cacao, é um anel quando verificadas todas as condigoes abaixo:
i)VabceAa+(b+c)=(a+b)+c

ii)Va,be Aja+b=>b+q;

iii) Existe elemento neutro para essa adi¢do, e indicamos por 04 (zero do anel);

iv) Todo elemento de A é simetrizavel para a adigdo, ou seja, possui um oposto;

v) ¥ a,b,c € A a(bec) = (ab)c;

vi) Va,b,c € A,a(b+¢) =ab+ac e (a+b)c = ac+ be.

Em outras palavras, o conjunto A deverd ser um grupo abeliano em relagao a
adigao; a multiplicacao sobre A deveré ser associativa e também distributiva em relagao
a adicao. Assim, a terna ordenada formada pelo conjunto A, a adicao e a multipli-
cagao é um anel, sendo denotada por (A, +,-), ou simplesmente A, quando nao houver
possibilidade de duvida.

O zero de um anel A é o elemento neutro para a adicao definida neste anel. Geral-
mente denotamos o zero de um anel A por 04, ou quando nao houver possibilidade de
confusao, simplesmente por 0.

Mostraremos no exemplo a seguir o anel dos complexos.

Exemplo 3.1.17. O conjunto C dos nimeros complexos, munido das operagoes de

adicao e multiplicagao usuais, ¢ um anel. De fato, como acabamos de ver no tépico
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sobre grupos, o conjunto C é um grupo aditivo abeliano. Além disso, vimos na subsegao
2.2.3 que a multiplicacao usual sobre C é associativa e distributiva em relacao a adigao.
Desta forma concluimos que a terna ordenada (C, +, ) é um anel. Note que, neste caso,

o zero do anel é o nimero complexo zero.
A seguir definiremos o que é um anel comutativo.

Definigao 3.1.5. Dizemos que um anel A é um anel comutativo se a sua multiplicagao

é comutativa, isto é,V a,b € A,a-b=10-a.

Note que o anel dos complexos visto no exemplo anterior ¢ um anel comutativo,
pois como vimos em 2.2.3, a multiplicagao usual sobre C é comutativa.

A definicao abaixo trata do anel com unidade.

Definicao 3.1.6. Um anel com unidade é um anel A que possui o elemento neutro
para a multiplicagdo. O elemento neutro da multiplicacao de um anel é chamado,
quando existe, de unidade do anel e é indicado por 14 ou apenas por 1, se nao houver

possibilidade de confusao.

Observe, ainda no exemplo anterior, que o anel dos complexos possui unidade, pois
conforme ja sabemos, a multiplicacao usual sobre C tem elemento neutro, que é o
ntmero complexo 1.

Definiremos a seguir o anel de integridade.

Definicao 3.1.7. Chamamos de anel de integridade todo anel A comutativo com

unidade que verifica a condicao abaixo:
Va,be A, a-b=04 = a=04 oub=04.
Esta condigao é chamada de lei do anulamento do produto.

Note que o anel dos complexos visto no ultimo exemplo é um anel de integridade.
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Demonstra¢ao. Como acabamos de ver, ele € um anel comutativo com unidade, e além

disso, para quaisquer zq, zo € C,
Z21-29=0= 21 =0o0u 2, = 0.

De fato, temos por hipdtese que z; - 2o = 0 e suponhamos que 2z # 0. Como zy # 0,

existe (29)7' € C. Assim, temos

21 = z-l=2-[z (2)7"]
= (217 2) (22)7"
= 0-(z»)'=0,
isto é,
2z = 0.
De forma anéloga verificamos que, se z; # 0 e z1 - 20 = 0, entao 2z, = 0. ]

Trataremos agora de corpos, sendo esta a tltima estrutura algébrica apresentada

aqui envolvendo ntmeros complexos.

Corpos

Definicao 3.1.8. Um anel A, comutativo com unidade, recebe o nome de corpo se

todo elemento nao-nulo de A é simetrizavel para a multiplicagao. Simbolicamente:
VeeAxz#0,JycAlz-y=1.
Veja que o elemento y visto acima é o inverso de .

Observe que o anel dos complexos é um corpo. De fato, conforme ja sabemos, este
anel é comutativo com unidade, e ainda, todo nimero complexo nao-nulo possui um
inverso, como vimos na propriedade (Mc4), pagina 82.

Veremos no préoximo topico sobre equacoes polinomiais.
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Equacoes Polinomiais

Definicao 3.1.9. Uma equacao polinomial, também chamada de equagao algébrica, é

toda equagao que pode ser escrita sob a forma
2" + Ay 12"V Faz+ap =0,

onde a,, a,_1, ..., a,ag sao nimeros complexos, com a,, # 0, chamados de coeficientes

da equacao, e n € um inteiro positivo denominado grau da equacao.

Note que o primeiro membro da equagao polinomial na definicao acima é um
polindémio na variavel z, P(z) = a,2" + a, 12" ' + ... + a1z + ao.

Um zero de um polinémio P(z), também chamado de raiz do polinémio, é todo
niamero complexo zy tal que P(z) = 0.

As solugdes de uma equagao polinomial P(z) = 0 sdo chamadas de raizes da equagao

ou, também, de zeros do polinomio P(z).

Exemplo 3.1.18. Dada a equacao polinomial z* — 522 — 36 = 0, iremos determinar

as raizes dela através da mudanca de variavel. Tomando w = 22, temos
22 =522 -36=0=w?—-5w—-36=0

Note que obtemos uma equacao do segundo grau na variavel w, que pode ser resolvida

através da formula de Bhaskara. Pela formula de Bhaskara, temos

B —b+/b? — 4dac

2a

w

onde, neste caso, a = 1,b = —5 e ¢ = —36. Logo,
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5+ (-5)2—4-1-(-36)
2-1

£ /25+ 144
2

o £+ 169

2
. 5=£13
= TR
isto é,
5+ 13
w o= —
2
5+13 18
Portanto, as raizes da equacdo w? — 5w — 36 = 0 sao w' = —; =3 = 9, ou seja,
5—13 =8
w =9 ew”:727:—4;i8t0é,w//:—4.

Logo, z = y/w, implicando que
z=v/9=4+3 ou z=+—-4=42i

Entao, esta equacgao polinomial possui 2 solucoes reais, + 3, e 4 solucoes complexas,

+ 3 e+ 2.
Observacgao:

Se um numero complexo z = a + bz, com b # 0, é raiz de uma equacao algébrica
com coeficientes reais, entao o seu conjugado Z = a — b1 também ¢é raiz desta equacao.
O fato apresentado através da observacao acima pode ser percebido no exemplo

anterior. Neste exemplo, z = 2¢ é uma raiz, assim como seu conjugado z = —24.
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Finalizaremos esta subse¢ao com um resultado notavel, o Teorema Fundamen-
tal da Algebra. Este teorema foi demonstrado em 1799 na tese de doutorado do
matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Ele consiste no seguinte: toda
equacao polinomial a,2" + a,_12" '+ ... + a1z +ag = 0, sendo a,, an_1,...,a1,a0 €
C,a, # 0en > 0, tem exatamente n raizes complexas, podendo algumas ou todas elas
serem iguais.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na referéncia [2|, pagina 177.

No tltimo exemplo, vimos que a equacdo z* —5z2—36 = 0 possui 4 raizes complexas.
Note que o grau desta equacao também é 4, satisfazendo o Teorema Fundamental da
Algebra.

Também é importante mencionar o Teorema da Decomposicao, que diz que
todo polinémio P de grau n > 0, sendo P = a,2" + ap_12" ' + ... + a1z + ay com
QpyAp_1,...,01,09 € C e a, # 0, pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau,
isto é,

P=ay,(z—w)(z—wy)...(z —wy) ,

onde wy,ws, ..., w, sao as raizes de P. A demonstracao deste teorema pode ser vista
na referéncia [8|, pagina 90.
Assim, a equacao polinomial a,2" 4+ a,_12" ' +...+ a1z +ag = 0 pode ser reescrita

sob a forma
an(z —wy)(z —wq) ... (2 —w,) =0.

Esta forma é chamada de forma fatorada da equagao polinomial.
Vimos anteriormente que o conjunto C dos ntimeros complexos, juntamente com as
operagoes de adi¢ao e multiplicacao usuais, constitui um corpo. Definiremos a seguir

0 que é um corpo algebricamente fechado.

Definigao 3.1.10. Um corpo A é chamado algebricamente fechado se todo polindémio

p € A admite pelo menos uma raiz em A.
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Um exemplo de corpo algebricamente fechado é o corpo C dos ntimeros complexos,
e 0 que nos garante isso é o Teorema Fundamental da Algebra.
Veremos a seguir os niimeros complexos em anélise matematica, sendo esta a tltima

secao deste capitulo.

3.2 Os Nuimeros Complexos em Analise Matematica

Nesta secao trataremos dos ntmeros complexos em anélise matematica. Apre-
sentaremos as fungoes de uma variavel complexa e as noc¢oes de limite, continuidade e
derivada dessas fungoes. Estes conceitos sao semelhantes aos estudados em um curso

introdutoério de calculo diferencial e integral.

3.2.1 Funcoes de uma Variavel Complexa

Consideraremos aqui fungoes definidas em conjuntos complexos que assumem
valores complexos, ou seja, possuem como dominio e imagem dois subconjuntos de
C. Frequentemente denotamos fungdes reais por f(z), portanto denotaremos fungoes
complexas por f(z).

A cada funcao de uma variavel complexa z = x + yi, estao associadas duas funcgoes

reais u(x,y) e v(x,y), sendo x e y variaveis reais. Estas fungdes sdo dadas por

u(z,y) = Ref(z) e v(z,y)=Imf(z),

isto é, a fungao u(z, y) contém a parte real da fungao complexa f(z), enquanto a fungao

v(x,y) contém a parte imaginaria da mesma.
Exemplo 3.2.1. Sendo f(z) = 22% — 5z + 1, temos

u(z,y) =2x%> —2y* —b5x+1 e v(z,y) = 4dxy — 5y.
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De fato, sendo z = x + yi, segue que
f(z) = 222 -5z+1
= 2(x+yi)* —5(z+uyi) +1
= 2(2® + 2xyi —y*) — bx — Syi + 1
= 2% +dayi — 2% — bx — Syi+ 1
= 22° —2y® — 5z + 1+ (day — 5y)i,
ou seja,
f(z) = 22*—2y* —bx+ 1+ (4oy — 5y)i.
Logo, u(x,y) = 22> —2y> =5z +1 e wv(zr,y) = 4oy — Sy.

Falaremos a seguir do limite de fun¢oes de uma varidvel complexa, mas antes de
defini-la, precisaremos conhecer os conceitos de disco, vizinhanga e ponto de acumu-

lacao.

Definicao 3.2.1. Dados os numeros » > 0 e zg € C qualquer, chamamos de disco
aberto de centro zg e raio r ao conjunto D,(z) de todos os nimeros complexos que

estao a uma distancia menor que r do ponto zy, isto é,
D,(z) ={2€C:|z— 2| <71},

como ilustra a figura abaixo.
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O disco fechado é o conjunto {z : |z—zy| < r}, que inclui o circulo {z : |z—z| = r}.

Veremos agora o que é vizinhanca de um ponto.

Definicao 3.2.2. Sendo zy um nimero complexo qualquer, chamamos de vizinhanca

de um ponto 2y a todo conjunto V' que contém um disco de centro z.
Definiremos agora o ponto de acumulagao.

Definicao 3.2.3. Sendo zy € C qualquer, dizemos que zy € ponto de acumulagao de

um conjunto B C C se qualquer vizinhanca de zy contém infinitos pontos de B.
Agora, podemos definir o conceito de limite de fungoes de uma variavel complexa.

Definicao 3.2.4. Seja zy um ponto de acumulacao do dominio D C C de uma fungao
f. Dizemos que f tem limite L, com z tendendo a zq, se dado qualquer € > 0 existe

0 > 0 tal que
2€D,0< |z—2| <d=|f(2) — L| <e¢,
e denotamos este limite como

lim f(z) = L.

Z—r20

Quando o ponto z pertence ao dominio de f e L = f(z), dizemos que f ¢ continua

no ponto zg € escrevemos

lim f(2) = f(z).

pren
Exemplo 3.2.2. A fun¢do f(z) = 3z — 2i é continua no ponto zyp = 1 + i. Note que
o dominio da fungao f(z) = 3z — 2i é todo o conjunto C dos numeros complexos e,
obviamente, zo = 1 +14 € C. Verificaremos agora que o limite desta funcao existe e que

este limite ¢ igual a f(2o).
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Sendo € um infinitésimo qualquer, temos:

lf(z) —fl+i)|<e <= [32—2i—[3(14+1)—2i] <e
132 —2i — (3+3i—2i)| <¢
|32 —2i —3—i| <e¢

32 —3—3i] < ¢
13(z—1—1)| <e
3-lz—1—-i|l<e

3-lz—(1+419)|<e

rer1t1t1t1y

€
— (1419 < -,
2= (i) < 2
ou seja,
. _ €
]f(z)—f(1+z)]<€<:>\z—(1—|—z)]<§.
Portanto, dado qualquer ¢ > 0, basta tomar o = % para termos
€

3

Logo, a fungao f(z) = 3z — 2i é continua no ponto zp = 1 + 7.

|z —(1+1)| < = = |f(2) = f(1+14)| < 0. Assim, neste caso, E%f(z) = f(141).

E importante notar que, assim como no caso de funcoes de variaveis reais, as pro-
priedades do limite permanecem validas para fungoes de variavel complexa. Tais pro-
priedades sao: o limite da soma, o limite do produto e o limite do quociente.

Lembrando que, se as fungoes f(z) e g(z) tém limites F' e GG, respectivamente, entao

o limite da soma dessas fungoes é a soma dos limites, ou seja,

lim [f(z) + g(2)] = lim f(2) + lim g(z) = F + G,

Z—20 Z—20 Z—20

o limite do produto é o produto dos limites, isto é,

lim [f(2) - g(2)] = lim f(z)- lim g(2) = F - G,

Z—r20 Z—rZ20 Z—r20
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e da mesma forma, admitindo que o lim g(z) # 0, o limite do quociente é o quociente
Z—r20

dos limites:
f(z)  lim.. f(z) F

I - _—
e g(z)  lim,,, g9(2) G

Veremos na sequéncia a derivada de func¢oes de uma varidvel complexa, porém antes
devemos conhecer os conceitos de complementar de um conjunto, fronteira, conjunto

aberto conexo e regiao.

Definigao 3.2.5. Chamamos de complementar de um conjunto B C C o conjunto B’ C
C dos pontos que nao pertencem a B. Obviamente, o complementar do complementar

de B ¢ ele mesmo.
A préxima definicao trata sobre a fronteira de um conjunto.

Definicao 3.2.6. Chamamos de fronteira de um conjunto B C C ao conjunto dos
pontos z € C tais que qualquer vizinhanca de z contém pontos de B e pontos do seu

complementar B’.
Definiremos a seguir o conjunto aberto.

Definicao 3.2.7. Um conjunto B C C é aberto se, e somente se, ele nao contém pontos

de sua fronteira.
A definigao a seguir trata do conjunto aberto conexo.

Definicao 3.2.8. Dizemos que um conjunto aberto contido em C é conexo se quaisquer

dois de seus pontos podem ser ligados por um arco todo contido no conjunto.
Definiremos agora a regiao.
Definicao 3.2.9. Chamamos de regiao a todo conjunto de C aberto e conexo.

Agora, podemos definir o conceito da derivada de fun¢ées de uma variavel complexa.

Esta definicao é formalmente a mesma que no caso de func¢oes de variavel real.
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Definigao 3.2.10. Seja f uma fun¢ao cujo dominio é uma regiao R (conjunto aberto
e conexo) e seja zg € C um ponto de R. Dizemos que f é derivavel no ponto zy se

existe o limite

i FE) = o)
220 Z— 20

Quando esse limite existe, ele define a derivada da funcao f no ponto zy e denotamos

a derivada da funcao f por f’. Assim,

o) — tim £ = FG0)

220 Z— 2
Exemplo 3.2.3. Seja f : C — C definida por f(z) = 2%2. A derivada de f no ponto

zp = 2 é:

isto é,
f,(Z()) = 4.
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A definicao abaixo trata da funcao analitica.

Definicao 3.2.11. Dizemos que uma funcao f é analitica numa regiao R se ela é

derivavel em cada ponto de R.

As regras de derivacao para fungoes reais vistas em um curso introdutoério de calculo
diferencial e integral também sao validas para fungoes de uma variavel complexa, desde
que elas sejam analiticas. Desta forma, sendo f e g duas fungoes analiticas, temos que

a derivada da soma é a soma das derivadas, isto é,
(f+9)=f+4,
a regra da derivada do produto se mantém, ou seja,
(f-9)=f-9+f9d,
e 0 mesmo para a regra da derivada do quociente,

(i)':f“g—f-g’
g 9 '

Dessa forma, finalizamos esta secao. Nao aprofundamos nos conceitos de limite,
continuidade e derivada pois o nosso objetivo é apenas ilustrar a presenga dos niimeros

complexos em analise matemaética.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusao de curso, com o objetivo de ilustrar a presenca dos
ntumeros complexos na Matematica, foram estudados todos os conjuntos numéricos,
dos naturais até os complexos, algumas operacoes fundamentais envolvendo niimeros
complexos e algumas subéareas da Matemaética onde a presenca desses nimeros ¢ mais
frequente.

A maneira que desenvolvemos este trabalho possibilita a compreensao de um estu-
dante de qualquer nivel, tanto escolar quanto académico. Todos os resultados utiliza-
dos foram verificados com o maximo de detalhes, ou entao citamos a referéncia onde a
demonstracao pode ser encontrada.

Esperamos que este trabalho ajude o estudante a ter uma boa compreensao sobre
nimeros complexos, que ele possa auxilid-lo no ensino médio e até mesmo, no ensino
superior. Assim, desejamos que este material seja ttil para qualquer leitor com interesse

neste tema.
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