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Resumo

Este trabalho tem por objetivo um estudo introdutério sobre a teoria dos niimeros algébricos.
Ele possui o intuito de investigar e estudar de que forma as propriedades algébricas simples,
como anéis, corpos e ideais, sao estendidas para estruturas algébricas mais gerais, como corpos
de ntimeros e anéis dos inteiros. Assim, este trabalho tem por finalidade em explorar e com-
preender as nocgoes de inteiros algébricos, traco e norma, norma de um ideal, discriminante,
anéis de Dedekind e ideais fracionarios. Para isto, o trabalho apresentard preliminarmente os

resultados de estruturas algébricas basicas, modulos e moédulos noetherianos.

Palavras-chave: Algebra. Modulo. Elemento algébrico. Elemento inteiro. Norma. Traco.

Discriminante. Anéis de Dedekind.
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Abstract

This paper has the objective to an introductory study about the algebriac numbers theory. It’s
intended to investigate and study in what way the simple algebraic properties, such as rings,
fields and ideals, are extended to more general algebraic structures, such as number fields and
rings of integers. Thus, this work aims to explore and understand the notions of algebraic
integers, trace and norm, norm of an ideal, discriminant, Dedekind rings and fractional ideals.
For this, the work will show preliminarily the results of basic algebraic structures, modules and

Noetherian modules.

Key words: Algebra. Module. Algebraic element. Integer element. Trace. Norm. Discri-

minant. Dedekind Rings.
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Introducao

A algebra, no inicio do século XIX, era vista basicamente como a aritmética simbdlica.
Trabalhava-se com letras da mesma forma como se faz com os niimeros na aritmética, da mesma
forma com as propriedades bésicas de comutatividade da adi¢cao e multiplicacao, associativi-
dade e a distributiva da multiplicagao em relacao a adicao. Essas propriedades que vieram
da teoria dos numeros inteiros puderam ser generalizadas para outros conjuntos, e inclusive
em estender para outras operagoes que seguissem a mesma légica dessas propriedades. Como
exemplos, tivemos por William Rowan Hamilton a teoria dos niimeros quatérnios de niimeros
reais. Tivemos por Hermann Giinther Grassmann conjuntos ordenados de n reais, chamados
de hipercomplexos. Tivemos por Arthur Cayley a dlgebra das matrizes. Em todos esses casos,
a lei da comutatividade da multiplicacao nao é valida. Esses exemplos marcaram o inicio do
desenvolvimento de algebras com leis estruturais diferentes das usuais.

A humanidade é fascinada pelos nimeros desde os milénios. Os pitagoricos estuda-
ram os numeros naturais e suas propriedades, inclusive o Teorema de Pitagoras, apesar de ter
origem geométrica, contribuiu a teoria dos nimeros. Os helénicos ainda estudaram equacoes
polinomiais que as solugoes eram nimeros fracionarios, em particular, as chamadas de equacoes
diofantinas que apresentavam solugoes com nimeros naturais. Os hindus desenvolveram traba-
lhos que abordavam os nimeros negativos e com o zero. Os hindus ainda contribuiram com o
desenvolvimento dos algarismos e suas notagoes. Os islamicos no século VII, ao conquistarem
Alexandria, bem como o norte da Africa e na Espanha, trouxeram enriquecimento matematico,
que inclusive a palavra “adlgebra” tem origem arabe. O italiano Girolamo Cardano no século
XVI usou no seu livro Ars Magna' solucoes negativas e imaginarias, usados da mesma maneira

que os nimeros complexos posteriormente.
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J& Pierre de Fermat no século XVII contribuiu na fundamentacao da teoria dos
nimeros moderna. Muito dos seus teoremas enunciados foram mostrados como verdadeiros
posteriormente. Um de seus teoremas, o mais famoso é conhecido como Ultimo Teorema de
Fermat, o qual afirma que nao existem inteiros positivos x,y, z tais que =™ + y" = 2", para
todo n inteiro positivo maior ou igual a 3. No livro que Fermat enunciou o teorema, afirma de
ter encontrado uma demonstragao admiravel para este fato, mas que ele ainda afirmava que
"margem do rio era tao pequena’ que nao dava para caber a demonstragao. Muitos matematicos
se prontificaram a demonstra-lo sem sucesso, exceto em casos particulares. Ainda, a busca
da demonstracao foi incentivada depois de Paul Wolfskehl ter legado em 1908 uma quantia
significativa para a Academia de Ciéncias de Gottingen para que fosse premiado para a primeira
pessoa que demonstrasse completamente o Ultimo Teorema de Fermat.

A repercussao da busca pela demonstracao do Ultimo Teorema de Fermat impulsi-
onou outros estudos matematicos. O Ultimo Teorema de Fermat teve origem na area de teoria
dos niimeros inteiros e a prova da conjectura partiu para outro ramo de estudo, que é a teoria
dos ntimeros algébricos. No século XIX o desenvolvimento da teoria da algebra amadureceu de
tal forma que se tornou aplicavel a teoria dos numeros. Por este motivo que os estudiosos da
teoria dos niimeros nio se interessaram no Ultimo Teorema de Fermat.

Matematicos como Ernst Eduard Kummer, Carl Friedrich Gauss e Leonard Euler
apresentaram numeros particulares dos niimeros complexos que sao as raizes de um polinomio
de coeficientes inteiros. Esses niimeros eram ditos algébricos, em particular, se o polinomio tem
coeficiente dominante ou principal igual a 1 ¢é dito inteiro algébrico ou simplesmente inteiro.
Gabriel Lamé, Joseph Liouville tentaram demonstrar o Ultimo Teorema de Fermat.

Podemos salientar que grande parte da teoria dos niimeros inteiros pode ser expressa
em termos dos numeros inteiros algébricos. David Hilbert deu grandes contribuicoes para a
teoria dos nimeros. Assim, a teoria dos numeros algébricos atualmente é um ramo prospero
e importante da matematica, com métodos elaborados e intuitivos, que nao tem aplicacoes
somente na teoria dos nimeros, mas também na teoria dos grupos, na geometria algébrica,
na topologia e na analise. Foram essas relacoes importantes que levaram a prova final do
Ultimo Teorema de Fermat, que foi estabelecida definitivamente como um teorema e nao uma

mera conjectura. A demonstracao do Ultimo Teorema de Fermat foi possivel pela utilizacao



de varios conceitos desenvolvidos através dos tempos, muitos desses posteriores a Fermat, o
que leva a crenca de que, na verdade, quando Fermat pensou em ter vislumbrado a prova, ele
provavelmente cometera algum erro, engano ou equivoco em seu raciocinio, ou, caso contrario,
ele haveria realmente tido um insight impressionante que nao foi concebido por nenhum outro
matematico nos 350 anos seguintes.

No Capitulo 1 iremos apresentar as estruturas algébricas basicas e suas propriedades,
para prosseguir com moédulos e suas propriedades. No Capitulo 2 iremos expor alguns resultados
da teoria de Galois, com uma apresentacao breve sem focar muito nas suas demonstragoes. No
Capitulo 3 iremos tratar da teoria dos nimeros algébricos, bem como as suas propriedades.
Iremos tratar das nocoes de inteiros algébricos, traco, norma, norma de um ideal, discriminante,

anéis de Dedekind e ideais fracionérios.



Capitulo 1

Estruturas Algébricas e Modulos

Nesta secao apresentaremos as defini¢oes de grupos, anéis, corpos, ideais, médulos
e modulos noetherianos e, algumas de suas principais propriedades. Veremos também alguns

resultados classicos da dlgebra.

1.1 Anéis e Corpos

Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio G' e uma operacao x sobre G € chamado de grupo se,

e somente se essa operacao satisfaz as sequintes propriedades:
1. (axb)xc=ax(bxc) para todo a,b,c € G (associativa);
2. Para todo a € G, existe e € G tal que ax e = exa = a (existéncia do elemento neutro);

3. Para todo a € G, existe ' € G tal que a xa' = a' x a = e (existéncia dos elementos

simétricos).

Observacao 1.1. Se, além disso a operacao * for comutativa, isto €, a * b = b * a, para todo

a,b € G o grupo é chamado de comutativo ou abeliano.

Definigao 1.2. Um conjunto A nao vazio e um par de operagoes + (adigdo) e - (multiplica¢ao)
sobre A € chamado de anel se A € um grupo abeliano em relagao a operacdo + e se a operagao

- satisfaz:

1. (ab)e = a(bc), para todo a,b,c € A (associativa);



2. a(b+c)=ab+bc e (a+0b)c=ac+bc, para todo a,b,c € A (distributiva).
Nas condigoes acima, admitimos que 0 seja o elemento neutro da operacao +.
Definicao 1.3. Nas condi¢ées da Definicao (1.2) ainda temos que:

1. Quando a multiplicacdo do anel A satisfaz ab = ba para todo a,b € A, dizemos que A €

um anel comutativo,

2. A multiplicagao pode admitir um elemento neutro, isto €, existe 14 € A, 14 # 04 tal que

aly = 14a = a, para todo a € A. Neste caso, dizemos que A é um anel com unidade;

3. Um anel cuja multiplicacao é comutativa e que possui unidade é chamado de anel co-

mutativo com unidade.

Definicao 1.4. Um subconjunto nao vazio B de um anel A é um subanel de A se B é um

anel com as mesmas operacoes de A porém restritas aos elementos de B.
Definigao 1.5. Seja A um anel comutativo com unidade:

1. Dizemos que um elemento nao nulo a € A € um divisor préprio de zero se existe um

elemento nao nulo b € A tal que ab = ba = 04.

2. Quando A nao possui divisores proprios de zero dizemos que A € um anel de integri-

dade ou dominio de integridade ou simplesmente de dominzo.

Definicao 1.6. Seja A um anel. Consideremos o subconjunto de N*:

S ={n € N"| na=04,para todo a € A}.

Como S C N*, hd apenas duas possibilidades:
1. Se S = @, entao dizemos que o anel A tem caracteristica zero;

2. Se S # &, entao existe o minimo de S, o nimero min{S} pelo Principio do Menor

Numero Inteiro. Logo, dizemos que o anel A tem caracteristica min{S}.



Definicao 1.7. Dizemos que um anel comutativo com unidade K € um corpo se todo elemento
nao nulo de K possui inverso em relacao a multiplicagao, isto €, para todo a € K — 0, existe

b e K tal que ab = 1.

Definicao 1.8. Um subconjunto nao vazio L. C K é chamado de subcorpo de K se . é um

corpo com as operacoes de K restritas a L.

Definigao 1.9. Seja A um anel de integridade. O corpo K € chamado de corpo de fragoes

do anel de integridade de A quando ele pode ser definido da sequinte forma:

a
K=1{2
g

Definigao 1.10. Seja A um anel comutativo. Um subconjunto a C A, a # & é chamado de

(a,b) € A x A*}

tdeal em A se, para quaisquer x,y € a e para qualquer a € A, as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas:
1. x—y€a;
2. ax € a.

Definicao 1.11. Seja A um anel comutativo.

1. Tomemos ay,aq,...,a, € A. O subconjunto {(ai,as,...,a,) de A da forma
(a1, as,...,an) = {x101 + 200 + ... + TPy, | T1, 20, ..., 2, € A}
que € um ideal, é chamado de ideal gerado por ai,as,...,a,.

2. Um ideal a gerado por um sé elemento a € A, isto é, a = (a) = {ax | x € A}, € chamado

de 1deal principal gerado por a.
3. Se para todo ideal do anel A € principal, entdo dizemos que A ¢ um anel principal.

4. Em particular, se A € um dominio de integridade onde todo ideal é principal, dizemos

que A € um dominio principal.

Definicao 1.12. Seja A um anel:



1. Dizemos que um ideal p de A é um ideal primo se p # A e se para todo a,b € A tal que

ab € p, entao a € p ou b € p;

2. Dizemos que um ideal m é um tdeal maximal se m # A e se os unicos ideais em A que

contém m sao o proprio m e A.

Definicao 1.13. Sejam A um anel e a um ideal de A:

1. Chamamos de classe de equivaléncia do elemento a € A em relacdo ao ideal a o

subconjuntoa = a+a={a+x | x € a}.

2. Dados a,b € A, dizemos que a € congruo a b mddulo a se a — b € a, e denotamos por

a = b(moda).

Defini¢ao 1.14. Sejam A um anel e a um ideal. Considerando A/a o conjunto das classes de
equivaléncia dos elementos de A, definimos as sequintes operacoes de soma e produto entre 0s

seus elementos:

a+b=a+b,isto é (a+a)+ (b+a)=(a+b)+a;
ab = ab, isto ¢, (a+ a)(b+ a) = (ab) + a.

Defini¢ao 1.15. Sejam A um anel e a um ideal. O conjunto A/a munido das duas operagoes
definidas acima é um anel chamado de anel quociente de A pelo ideal a. Os ideais de A/a

sao da forma a'/a, onde a’ pertence ao conjunto dos ideais de A que contém a.

Teorema 1.1 ([2], p.169). Seja A um anel comutativo com unidade e p um ideal de A. Entao

p € um ideal primo se, e somente se A/p € um dominio;

Demonstragao. (=) Seja p um ideal primo. Suponhamos que (a + p)(b +p) = 0 + p para
a,b € A. Como (a+p)(b+p)=ab+p=0+p, segue que ab € p. Como p é um ideal primo,
segue que a € pou b € p. Logo, a+p=0+poub+p=0+p. Portanto, A/p é um dominio.

(<) Sejam A/p um dominio e a,b € A tais que ab € p. Temos que (a +p)(b+p) =
ab+p = 0+ p pois ab € p. Como A/p é um dominio, segue que a+p=0+poub-+p=0+p.

Logo, = € p ou y € p. Portanto, p é um ideal primo. O]



Teorema 1.2 ([2], p.169). Sejam A um anel comutativo com unidade e m um ideal de A.

Entao m € um ideal mazimal se, e somente se A/m é um corpo.

Demonstrac¢ao. (=) Seja m um ideal maximal. Temos que A/m é um dominio. Falta mostrar
que todo elemento nao nulo de A/m ¢é inversivel.

Seja a € A tal que a+m # 04 m. Logo, temos que a € m. Assim, m C m+(a) = A
pois m é um ideal maximal. Logo, 1 = m+ax comm € me x € A —m,z # 0. Desta forma,
como 1 —ax =m € m, segue que 1 +m = ax+m = (a+m)(z+m). Portanto, a+m ¢é inversivel
e, desta forma, A/m é um corpo.

(<) Seja A/m um corpo. Suponhamos que existe um ideal a C A tal quem C a C A.
Seja a € a —m. Como a ¢ m, segue que a +m # 0+ m.

Como A/m é um corpo e a+m # 0+m, entao existe b € A—m tal que (a+m)(b+m) =
1 +m. Logo, (a+m)(b+m)=ab+m =1+ m. Desta forma, ab—1 € m.

Como a € a, segue que ab € a e assim 1 € a. Portanto, a = A, o que implica que m

¢ maximal. O]

Definicao 1.16. Sejam A e B dois anéis. Uma aplicagao ¢ : A — B € um homomorfismo

de anéis de A em B se satizfaz as sequintes condigoes:
1. p(x +y) = ¢(x) + ¢(y), para todo x,y € A;
2. $(y) = $(x)d(y), para todo z,y € A.

Definicao 1.17. 1. Chamamos de monomorfismo um homomorfismo injetor, epimor-
fismo um homomorfismo sobrejetor e tsomorfismo um homomorfismo bijetor. Quando
um homomorfismo de um anel A nele proprio é chamado de endomorfismo. Jd um

isomorfismo de um anel A sobre si proprio € chamado de automorfismo.

2. O nicleo do homomorfismo ¢ : A — B, denotado por Ker(¢), € o subconjunto

Ker(¢) C A definido como Ker(¢) = {x € A | ¢(x) =0p}.

Teorema 1.3 ([2], pp.147-148,157,166). Se A e B sao anéis, x e y sao elementos de A e

¢ : A — B um homomorfismo, entao:

1. ¢(04) = 0p, ¢(=2) = —0(x) e ¢(z —y) = ¢(z) — d(y);



2. ¢ € um monomorfismo, e somente se Ker(¢) = {0};
3. Se ¢ € um epimorfismo e A possui unidade, entao B também possui unidade e p(14) = 1p;

4. Se ¢ € um epimorfismo, existe unidade em A e x € inversivel, entao ¢(x) também é
1

inversivel e p(z7') = (¢(x)) ;
5. Im(¢) € um subanel de B;
6. Ker(¢) é um ideal de A;

7. Os anéis A/Ker(¢) e Im(¢) sao isomorfos (Teorema do Isomorfismo de Anéis).

1.2 Mobddulos

Definicao 1.18. Seja A um anel. Um conjunto nao vazio M € chamado de A-modulo se M
€ um grupo abeliano com relagdo a operacdo + e munido de uma aplicacao ¢ : A x M — M,

definida por ¢(a, m) = am, que satisfaz para todo a,b € A e para todo m,n € M:
1. a(m+mn) =am+ an;
2. (a+b)m=am+bm;
3. (ab)m = a(bm);
4. 1lm =m.

Definicao 1.19. Sejam A um anel comutativo com unidade e M um A-mdodulo. Um subcon-
gunto N C M nao vazio € um A-submaddulo de M se, com as operacoes herdadas de M, N €

também um A-mddulo.

Definigao 1.20. Dado um A-mdédulo M e um A-submddulo N podemos definir o modulo
quociente M /N da mesma forma como o anel quociente, onde a(m+ N) = am+ N para todo

a € A e para todo m € M.

Definigao 1.21. Um A-mddulo M é chamado de finitamente gerado se existirem elementos
Ty, T, ..., T, € M tais que todo m € M é da forma m =Y . a;x;, com a; € A, para todo

1=1,2,...,n. Neste caso, dizemos que x1,xs,...,x, formam um sistema de geradores de M.

10



Definicao 1.22. Sejam A um anel, M um A-moddulo e xq1,xs,...,x, € M. Dizemos que
{z1,29,...,2,} € uma base de M se xy,xs,...,x, formam um sistema de geradores de M
e se forem linearmente independentes (LI), ou seja, se existirem ay,as,...,a, € A tais que
m= > " ax; =0, entio a; = 0, para todo i = 1,2,...,n. Em particular, se o anel A é o

anel Z, entdao dizemos que {1, s, ...,2,} € uma Z-base.
Definicao 1.23. Um A-mddulo que possui uma base € chamado de A-mddulo livre.

Definicao 1.24. Seja M um A-modulo livre. O posto de M € a quantidade n de elementos

que formam sua base.

Teorema 1.4 ([5], p.21). Sejam A um anel principal, M um A-médulo livre de posto n e

N # 0 um submddulo de M. Entao:

1. N € livre de posto q, 0 < g < n;

2. Eziste uma base {eq,es,...,e,} de M e elementos ndo nulos ay, as, ..., a, € A tais que

{are1,a2e9, ... ,a4e,} € uma base de N e tal que a;|a;+1, onde 1 <i<q—1.

Definicao 1.25. Sejam A um anel e M, N dois A-modulos. Dizemos que uma aplicacdo
f:M — N éum homomorfismo de A-modulos se, para todo x,y € M ea € A, satisfazem

as sequintes condigoes:

1. flx+y) = f(x) + fy);
2. f(ar) = af(x),

Se além disso, a aplicacao f for injetiva, dizemos que f € um monomorfismo de
A-mddulos; f sobrejetiva € um epimorfismo de A-modulos; f bijetiva é um isomorfismo
de A-modulos. Quando a aplicacdo f leva de M a si mesmo € chamado de endomorfismo
de A-maodulos. Ainda, se a aplicacdo f leva de M a si mesmo for bijetiva, dizemos que f € um
automorfismo de A-maodulos.

O naicleo do homomorfismo f de A-mddulos, denotado por Ker(f) € o subconjunto

Ker(f) C M definido como Ker(f) ={x € M | f(z) =0x}.

11



Proposicao 1.1 ([4], p.21). Sejam A um anel, M, N dois A-mddulos e f : M — N um

homomorfismo. Entdo:
1. Im(f) € um submddulo de N;
2. Ker(f) € um submddulo de M;
3. [ € injetiva se, e somente se Ker(f) = {0n}.

Teorema 1.5 ([4], p.21). (Teorema do Isomorfismo de Médulos). Se A é um anel, M, N sao
dois A-mddulos e f: M — N um homomorfismo de A-mddulos, entdo os médulos M /Ker(f)

e Im(f) sao isomorfos.

1.3 Mobdulos Noetherianos

Definicao 1.26. Sejam M um A-mddulo e Iy C Iy C ... C I, C ... uma sequéncia crescente
de A-submodulos de M. Dizemos que esta é uma sequéncia crescente estaciondria se

existir ng € N tal que I, = I,,,, para todo n > ny.
Observacao 1.2. A definicao € andloga para sequéncia decrescente estaciondria.

Definicao 1.27. Sejam A um anel e M um A-mdodulo. Dizemos que M é um A-mddulo

noetheriano se satisfaz pelo menos uma das sequintes condigoes:

1. Todo conjunto nao vazio de A-submddulos de M contém um elemento maximal;
2. Toda sequéncia crescente de A-submddulos de M € estaciondria;

3. Todo A-submodulo de M € finitamente gerado.

Dizemos que A ¢ um anel noetheriano se A for um A-mddulo noetheriano.
Proposicao 1.2 ([5], pp.20, 46). Todo anel principal A é noetheriano.

Demonstracao. Consideramos uma sequéncia crescente de A-submodulos de M,

LcLclyc...cl,C....

12



Como A é um anel principal segue que todos os ideais de A sao principais e como os
submoédulos de A sao exatamente os ideais de A, segue que os submédulos de A sao principais.
Seja I = U, ey In- Temos que I é um ideal de A pois I; sdo ideais de A para todo j € N, onde
esses ideais sdo subconjuntos sequentes. Agora, notemos que I,, C I = (a), para todon € N e
a € Ip,, para algum ng € N, pois a € (a) = I = J, oy In- Como a € I, e a € (a), segue que
I = (a) C I,,. Portanto, I = I,,,. Assim, existe ng € N tal que I,, = I,,,, para todo n > ny.

]

Proposicao 1.3 ([5], p.46). Se A é um anel, M é um A-mddulo e N um submddulo de M,

entao as sequintes proposicoes sao equivalentes:

1. M € um A-mddulo noetheriano;
2. N e M/N sio A-mddulos noetherianos.

Demonstragao. Suponhamos que M é noetheriano. Seja (M,,),>0 uma sequéncia crescente de
A-submodulos de N. Assim, (M,,),>o também é uma sequéncia crescente de A-submédulos de
M. Como M é noetheriano, segue que (M,),>o ¢ estaciondria. Portanto N é noetheriano.

Para mostrar que M /N é noetheriano, consideremos os conjuntos
S = {submédulos de M que contém N} e T'= {submddulos de M/N}

Temos que a aplica¢do ¢ : S — T definida por ¢(L) = L/N com L € S, é uma

bijecao de S em T', pois:

1. Para todo Ly, Ly € S temos ¢(L1) = ¢(Ls) = Li/N = Ly/N = a(Ly + N) = a(Ly +

N)= L+ N = Ly+ N = L, = Ly, ou seja, ¢ ¢é injetiva;

2. Como L € S, entao L é um A-submédulo de M que contém N e dai para todo y =

L/N €T, existex=Le S | p(x) =y = (L) =L/N, ou seja, ¢ é sobrejetiva.

Assim, se (M,,),>0 ¢ uma sequéncia crescente de A-submédulos de M /N, entao
(90*1(]\471))71>0 também é uma sequeéncia crescente de A-submédulos de M. Como M é noethe-

riano, segue que (¢ ~'(M,)) _ ¢ estaciondria e, portanto (M, ),>o ¢ estaciondria. Assim, M/N

n>0

é noetheriano.
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Agora, suponhamos pela reciproca que M/N e N sao noetherianos. Seja (M,,)n>0
uma sequéncia crescente de A-submodulos de M. Assim, (NNM,),>0 ¢ uma sequéncia crescente
de A-submodulos de N. Como N é noetheriano, segue que (N NM,),>o € estaciondria, ou seja,
existe k € L tal que M,, "N = M,,,1 NN e M, /N = M,.,/N, para todo n > k.

Sabemos que M,, C M, ., para todon > k. Se v € M, 1, entao existe y € M, tal
que t+ M; =y+ N. Assim, z —y € NN M, = NN M,. Logo, xt —y € M,, e como y € M,
segue que x € M,,. Portanto, M,, = M,, 1, para todo n > k e assim M ¢é noetheriano.

O

Corolario 1.1 ([5], p.47). Se My, My, ..., M, sao A-mddulos noetherianos, entio o produto

[T=, M; € um A-médulo noetheriano.

Demonstracao. Vamos fazer a prova por indugao sobre n.

(i) Paran = 2, identificamos M; ~ M; x {0} C M; x M, e definimos a funcdo ¢ : My x My —
M, tal que ¢(0,y) = y. Como ¢ é um epimorfismo e pelo Teorema (1.4)queKer(p)
M1 X M2

é um A-submédulo de M; x My, segue pelo Teorema (1.5) que K—() ~ My, onde
er(y

Ker(yp) = M; x {0}. Como M, é noetheriano, segue pela Proposigao (1.3) que m
1

¢ noetheriano e pela Proposigao (1.3), segue que M; x M, também é noetheriano.

(ii) Suponhamos que o produto H?:_ll M; é noetheriano para n — 1 > 2. Entao, como M,, é

noetheriano, segue do caso (i) que M, x [[/=' M; = []i-, M; é um A-médulo noetheriano.
0

Observacao 1.3. Do Coroldrio (1.1) concluimos que para qualquer anel noetheriano A, o

A-mddulo T]_, A= A" € noetheriano.

Corolario 1.2 ([5], p.47). Se A é um anel noetheriano e M é um A-mddulo finitamente gerado,

entao M é um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao. Seja {eq,es,...,e,} um conjunto de geradores do A-médulo M. Temos que a

aplicacao ¢ : A™ — M definida por ¢(ay, as, ..., a,) = > . a;¢; ¢ um epimorfismo, pois:

14



1. Para todo (aq,aq,...,ay,), (b1,be,...,b,) € A" parai=1,2,...,n, temos

cp((al,ag,...,an) + (bl,bg,...7bn)) = QO(CLI —|—bl,a2 +bg,...,an+bn)

n

= Z(az + bz)ez
=1

= Y (aei+biey)

i=1

n n
= E aiei‘i‘g bie;
i=1 i=1

= Qp(alaa2a"'7a’n)_’_(p(bl;b%"')bn);
2. Para todo z € A e (aj,as,...,a,) € A" parai=1,2,...,n, temos

go(x(al, as, . .. ,an)) = p(ray,za, ..., xa,)

= Z(xai)ei

3. E imediato que @ € sobrejetiva.

Assim, pelos Teoremas (1.4) e (1.5) (Teorema do Isomorfismo de Médulos), temos

An

que Ker(7) ~ M. Como A é noetheriano, pelo Coroldrio (1.1) segue que A™ é noetheriano.
er(p

Pela Proposicao (1.3) segue que M é um A-médulo noetheriano. n

Observacao 1.4. Vimos no Coroldrio (1.2) que se A for um anel noetheriano, entdo todo
submddulo de qualquer A-mddulo finitamente gerado também o serd. Porém, quando A nao
for noetheriano, isso nao ocorre. De fato, considerando o préoprio A como A-mddulo temos que

A possui submddulos (ideais) nao finitamente gerados.

Proposicao 1.4 ([5], p.47). Se A é um anel, B € um subanel de A e p é um ideal primo de

A, entao p N B é um ideal primo de B
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Demonstra¢ao. Consideremos a aplicagao ¢ : B AT A/p, onde i é a inclusdo e 7
é a projecao. A fungdo ¢ = 7 o i é um homomorfismo, pois 7 e ¢ sao homomorfos. Além
disso, Ker(p) = pN B, ja que p(x) = (roi)(z) = n(x) = 2+ p e p(x) = 0 se, e somente
se x € p N B. Portanto, pelo Teorema (1.3) (Teorema do Isomorfismo de Anéis), temos
B/p N B ~ Im(y) C a/p. Como A/p é um dominio, segue que B/p N B é um dominio.
Portanto, pelo Teorema (??) p N B é um ideal primo de B.

]

Proposigao 1.5 ([5], p. 48). Se um ideal primo p de um anel A contém um produto [[;_, a;

de ideais, entdao p contém pelo menos um dos ideais a;, para 1 < i < n.

Demonstragdo. Suponhamos por absurdo que a; € p, para todo 1 <4 < n. Entdo existe a; € a;
e a; ¢ p. Como p é primo, segue que [[I_, a; & p. Mas, isto acarreta em [[;_, o; € [[; a; C p,

o que é um absurdo. Portanto, p contém a;, para algum 1 < i < n. O

Proposigao 1.6 ([5], p.48). Em um anel noetheriano A todo ideal de A contém um produto de
ideais primos de A. Em particular, em um dominio noetheriano, todo ideal ndao nulo contém

um produto de ideais primos nao nulos.

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que A é um anel noetheriano e F' é o conjunto dos
ideais de A que nao contém um produto de ideais primos. Suponhamos ainda que F' # &.
Como A é noetheriano, segue que F' tem um elemento maximal m. Temos que m nao é um
ideal maximal, pois caso contrario, m seria primo e assim m ¢ F'. Assim, existem =,y € A —m
tal que zy € m. Notemos que m C (x) + me m C (y) + m. Logo, (x) + m e (y) + m ndo

pertencem a F. Assim,

onde p; e q; sao ideais de A e

(ﬁm) (ﬁp> C ((z) +m)((z) +m) Cm

o que é um absurdo. Logo, F' = @.

No caso do dominio noetheriano, a demonstragao é analoga. O]
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Capitulo 2

Teoria dos Numeros Algébricos

Neste capitulo serao apresentados os conceitos que sao a base da teoria dos niimeros
algébricos. Definiremos e mostraremos as propriedades e os principais resultados dos inteiros

algébricos, trago, norma, discriminante, anéis de Dedekind e ideais fracionarios.

2.1 Inteiros Algébricos

Definicao 2.1. Sejam K e L corpos. Dizemos que K é uma extensao de L se L C K e

denotaremos por K/L.

Definigao 2.2. Seja K/IL uma extensao de corpos. O grau de K sobre L € a dimensdo de K

como espago vetorial sobre L, ou seja, dimy,(K). Indicaremos o grau de K/IL por [K : L].

Observagao 2.1. No caso em que [K : L] € finito, dizemos que K é uma extensdo finita de

L.

Definigao 2.3. Sejam IL C K corpos e um elemento o € K. Pode existir ou nao um polinomio
p € L[z] — {0} tal que p(a) = 0. Se existir, entdao dizemos que o elemento o € algébrico sobre

L. Caso contrario, dizemos que o é transcedente ou transcendental sobre L.

Observacao 2.2. Temos que se a € K € algébrico sobre 1L, entao existe um unico polinomio
ménico' q de grau minimo tal que q(a)) = 0, chamamos de polinémio minimal de a sobre

L. O polinomio minimal de o € irredutivel sobre L.

'E o polinémio de coeficiente principal ou dominante igual a 1, isto é, a,, = 1
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Definicao 2.4. Sejam L. C K corpos. Se aq,aq, ..., a, € K, entdo definimos que o conjunto

L(ay, ag, ..., ap) como o menor subcorpo de K que contém 1L e os elementos oy, ag, . . ., v, € K.

Definicao 2.5. Sejam B C A anéis. Se a1, qn,...,a, € A, entdo definimos que o conjunto

Blag, ag, ..., ap,] como o menor subanel de A que contém B e os elementos oy, g, . .., € A.

Observacao 2.3. Nas condi¢des da definicao (2.5), temos que Blay, as, ..., an] € 0o conjunto

de todos os polinomios em oy, s, ..., q, com coeficientes em B.

Definicao 2.6. Sejam I um corpo finito ou um corpo de caracteristica zero e K uma extensao

de L de grau finito n. Um elemento o € K € chamado de primitivo se K = La].

Definicao 2.7. Um corpo de nimeros K ¢ uma extensdo finita do corpo Q dos niumeros

racionais. Se dimg(K) = n, diz-se que K € um corpo de nimeros de grau n.

Teorema 2.1 ([6], p.40). Se K é um corpo de nimeros, entao K = Q(«) para algum nimero

algébrico .

Definigao 2.8. Sejam A C B anéis. Dizemos que um elemento o € B € inteiro sobre A se

existe um polinémio maonico nao nulo f com coeficientes em A tal que f(a) = 0.

Teorema 2.2 ([5], p.27). Se A é um anel, B C A um subanel e x € A, entdo sao equivalentes

as sequintes afirmagoes:
1. x € inteiro sobre B;

2. O anel Blz] = {Z?:o b’

b; € B,parai=0,1,2,... ,n} € um B-mddulo finitamente

gerado;

3. Existe um subanel C' de A tal que C' € um B-modulo finitamente gerado que contém B e

X.

Demonstra¢ao. 1) = 2) Temos por hipdtese que x ¢é inteiro sobre B, ou seja, existem by, bo,

.., bp_1 € B nao nulos tais que
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Assim, podemos escrever

n—1
"t = — bt
=0
Seja M = (1,x, 22, ..., 2" ') um A-médulo finitamente gerado. Temos que 2" € M

pois 2™ é uma combinacao de 1,x, 2%, ..., 2" L.

Agora, devemos mostrar que B[z] = M. Temos de imediato que M C B|x]. Agora,
falta mostrar que B[x] C M. Para isto, devemos provar por inducio sobre k que 2* € M, para

todo k € N*.
1. Temos que para k < n o resultado se verifica.

2. Suponhamos por hipétese de inducdo que z¥ € M, isto é, existe ag, a1, as,...,a,_1 € B

tais que

n—1
k= E a;z".
i=0

Devemos mostrar que z**1 € M. De fato:

S
n—1
= ( a;x |z
=0
n—1
_ e
=0
n—2
= Ap_1X +Za,x’+1
=0
n—1 n—2
= Qp_1 —sz-:pi +Zazxz+1
i=0 =0

n—1 n—2
= —an_lbo—(ln_l E bZ[EZ—f— E CLZ‘.I'H_1
i=1 =0
n—2 n—2
— i+1 i+1
= —Qp_1bp — ap_1 g biy1z"™ + g a;T
=0 =0
n—2
_ E i+1 i+1
= —an,1b0 + ( - (lnflbprl.l’ + a;x )
1=0
n—2
+1 k+1
= —a,_1by + E (a; — aporbipr) 2z’ = 2" e M.
1=0
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Com isto, temos Bz] C M. Logo, B[z] = M, o que mostra que B[z] é um B-médulo
finitamente gerado.

2) = 3) Basta tomarmos C' = B|x] por causa B C Blz] e z € Blz].

3) = 1) Suponhamos que C' = (y1,¥2,...,¥,) seja um B-mddulo finitamente ge-
rado, ou seja, C' = >  byy;. Por hipdtese, temos que se z € C, entao zy; € C, para todo
1 <i <n. Assim, temos que

n

Y = Z%‘%‘,l <i<n,a; €A j<n
=1

¢ um sistema linear homogéneo nas variaveis vy, yo, - . . , Yn, OU seja

1 se 1=y

Z((Sl]x — aij)yj = O, 1 S 7 S n, onde 51’]’ = .
j=1 0 se 1 # j

Seja d = det(d;;2 — a;;). Pela Regra de Cramer temos que dy; = 0, para todo i =
1,2,...,n. Consequentemente, db = 0, para todo b € B, em particular para b = 1 temos d = 0.
Mas, d é um polindmio ménico na indeterminada z da forma d = 2"+ a,_ 12" ' +...+ a9 = 0,
onde a; € A. Portanto, x é inteiro sobre A.

O

Proposicao 2.1 ([5], p.28). Sejam A um anel, B C A um subanel e x1,29,..., 2, € A. Se
T1,%a, ..., T; $Go0 inteiros sobre Blxy, xa, ..., x;], parai=1,2,...,n, entao Blry,xs,...,x,] €

um B-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao. Pelo Teorema (2.2) temos que se 7 ¢ inteiro sobre B, entdo B[] é um B-

modulo finitamente gerado. Suponhamos por inducao que C' = Blzy, za,...,x;] seja um B-
mddulo finitamente gerado, ou seja, C' = >"F | Be;, onde ¢, ¢, . .., ¢, € C. Pelo Teorema (2.2)
temos que Blxq, o, ..., x,| = Clzr,] é um C-médulo finitamente gerado. Entao

q q p
Clz,) = Zka = Z(Z Bcj)wk = ZBcjwk
k=1 1 j=1 jik

ke
onde wy, € Clx,]. Logo, B[z, xs,..., 2, ¢ um B-mdédulo finitamente gerado por {c;w;} com

1<j<pel<k<qeportanto Blzy,zs,...,x,] é um B-mdédulo finitamente gerado. O
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Corolario 2.1 ([5], p.29). Sejam A um anel, B C A um subanel e x,y € A. Se x e y sao

inteiros sobre B, entao x +vy, x —y e xy também sao inteiros sobre B.

Demonstra¢ao. Temos que x + y, © — y e xy pertencem a Blz,y] é um B-mddulo finitamente

gerado. Logo, pelo Teorema (2.2) temos que x + y, £ — y e xy sdo inteiros sobre B. O]

Definigao 2.9. Sejam B C A anéis. Dizemos que A € inteiro sobre B se todo elemento de A

€ inteiro sobre B.

Proposicao 2.2 ([5], p.29). Sejam C C B C A anéis. Assim, A ¢é inteiro sobre C' se, e

somente se A ¢ inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre C.

Demonstragao. (=) Suponhamos que A é inteiro sobre C'. Se a € A, entao existem ag, ay,...,a, 1 €
C, todos nao nulos tais que

a +6Ln_10zn_1 +...+a= 0.

Como C' C B, segue que a; € B parat=0,1,2,...,n— 1, ou seja, « é inteiro sobre
B. Portanto, A é inteiro sobre B. Agora, seja a € B. Como B C A, segue que a € A e, pela
hipétese, « é inteiro sobre C. Portanto, B é inteiro sobre C'.

(<) Agora, seja x € A. Por hip6tese, temos que A é inteiro sobre B e, assim existem
by, b1, ...,b,_1 € B tais que

2"+ by 4+ 4 by =0.

Se R = Cl[by, by, ...,b,_1], entdo x é inteiro sobre R. Mas, como B é inteiro sobre
C, segue que b;,i = 0,1,...,n — 1 s@o inteiros sobre C. Pela Proposigao (2.1) segue que
R[x] = Clby, b1, ...,by—1,2] é um C-mébdulo finitamente gerado. E pelo Teorema (2.2) segue

que x é inteiro sobre C. Portanto, A é inteiro sobre C. n

Defini¢ao 2.10. Sejam A C B anéis. O conjunto Op = {a € B | « € inteiro sobre A} €
chamado de anel dos inteiros de B em A. Se A € um dominio e B =K € o seu corpo de

fragoes, dizemos que Op € o anel dos inteiros de A em K.

Definigao 2.11. Sejam A um dominio e K seu corpo de fra¢oes. Dizemos que A é um anel

integralmente fechado em K se ele contém o anel dos inteiros A.

Proposicao 2.3 ([5], p.30). Todo dominio principal € integralmente fechado.
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Demonstracdo. Sejam A um dominio principal, K seu corpo de fragoes e x € K um inteiro

a
sobre A tal que x = —, o, f € A e mdc(a, f) = 1. Assim, existem ag, ay, ..., a,_1 € A tais que

/87

"+ ap_ 12" . +agr + lag = 0.

o o
Se substituirmos x por —, teremos

/67

(g)"+& <g)"—1+ +a <g>—|—a =0
3 n—1 3 1 3 0o =

n n—1
) o) () v -

A"+ an 10" B+ aafT +ayft = 0

Logo fS|a™ e como mde(a, B) = 1, seguq que ]

Até agora, vimos os elementos inteiros sobre um anel qualquer. A partir de agora

veremos estes elementos sobre um anel especifico, o anel dos inteiros Z.

Definicao 2.12. Um numero complero o ¢ um inteiro algébrico se existe um polinomio

monico p com coeficientes inteiros tal que p(a) = 0.

Observacao 2.4. Como na Deninicio (2.10), se K é um corpo de nimeros, podemos definir
o anel dos inteiros algébricos de K como o conjunto formado pelos inteiros algébricos de K e

denotamos por Ok.

Teorema 2.3 ([6], p.47). Se a é um nimero complexo que satisfaz um polindémio maénico cujos

coeficientes sao inteiros algébricos, entdo a € um inteiro algébrico.

Demonstragao. Seja « raiz de p(x) = 2" + Ap_12" 1+ .. 4 a1z +ag, onde a; é inteiro algébrico
parai=0,1,,2,...,n—1. Temos que « é inteiro sobre Z[ag, a1, . . ., a,_1]. Mas, pela Proposic¢ao
(2.1) temos que Z[ag, ay, . . ., a,_1] ¢ um Z-mddulo finitamente gerado. desta forma, novamente
pela Proposicao (2.1) temos que Zlag, a1, - . ., ap_1, @] é um Z-médulo finitamente gerado. Pelo

Teorema (2.2), segue que « é inteiro algébrico. ]

Proposicao 2.4 ([5], p.30). Seja A € um domino, . o seu corpo de fra¢oes, K uma extensao

finita de I de grau n e Ok o anel dos inteiros de K sobre A. Logo, Ok € integralmente fechado.
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Demonstracao. Seja M o corpo das fragoes de Og. Temos que L C M C K. Seja x € M tal
que z pe inteiro sobre Og. Como Ok ¢ inteiro sobre A, segue da demonstracao da Proposicao
(2.2), que z é inteiro sobre A. Assim, se Oy é o conjunto dos elementos de M que sao inteiros
sobre Ok, entao Oy C Okg. Como O C Oy, temos que Oy = Ok, o que implica que Ok é

integralmente fechado. O

Definigao 2.13. Sejam K um corpo de nimeros de graun e Ok o anel dos inteiros algébricos

de K. Chamamos de base integral de K ou de Ox uma Z-base para o grupo aditivo Ok.

Observagao 2.5. Se {ag,aq,...,a,} € uma base integral Ok, entdo todo elemento a € Ok

pode ser escrito de modo unico como o =Y. a;oy, onde a; € Z para todo i =1,2,...,n.

2.2 Traco e Norma

Definigao 2.14. Sejam K/IL uma extensdo de graun e 01,09, ...,0, 0s monomorfismos de K
em C. O trago e a norma de um elemento o € K relativamente a extensio K/IL sao definidos

respectivamente por
n n

Trg (o) = Z oi(a) e Ngj(a) = Hai(a).

i=1 i=1
Observagao 2.6. Sejam K/IL uma extensdo de graun. Se o, € K e x € L, entao valem as

sequintes propriedades:
1. Trg(o + B) = Trgyn(a) + Trg/(8);
2. Trg (o) = oTrg . (o);
3. Trg(x) = nx;
4. NK/JL(Oéﬁ) = NK/L(Q)NK/L(6>;
5. Ng(za) = 2" Ng(a);
6. Ng(xz) =a".
Se tiwvermos M C IL. C K extensoes finitas e a € K temos ainda que:

1. Tr]K/]L<04) == TrK/]L (TI'K/]L(CY)),'
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2. Niju(e) = Nij (NVij(a)).

E se tivermos Ml C I C K extensoes finitas e a € I temos ainda que:
1. Trgp(a) = [K: L] Trg/(a);
2. Ng(a) = NK/L(Q)[K:H‘].

Observagao 2.7. Denotaremos o trago e a norma simplesmente e respectivamente por Tr(«)

e N(a) quando ndo houver divida quanto a extensao que contém o elemento a.

Proposigao 2.5 ([5], p.36). Sejam L um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, K
uma extensao algébrica de graun delL e a € K. Se a1, s, ..., q, sao as raizes do polinomio

minimal de o sobre 1L, entdo

plz) = (x—a))(z—a)...(x — )

onde p € um polinémio monico com coeficientes em K chamado de polinomio caracteristico.

Demonstragao. (1) Primeiro vamos fazer a demonstragao para o caso em que « é um elemento
primitivo de K sobre L, ou seja, K = L[a]. Se f é o polinémio minimal de « sobre L, isto é,
f(z) = 2" 4+ ap_12" ' + ... + ayx + ap, entdo {1,a,a?, ..., a" '} é uma base de K sobre L.

Temos que a matriz do endomorfismo o, com respeito a esta base é dada por

000 00 —a
100 00 -—a
010 0 0 —ae
000 -+ 10 —apa
000 -+ 01 —ap

24



Assim, det(zI, — M) é o determinante da matriz

| r 0 0 0 O ao |
-1 =z 0 0 0 ai
o, = | ThE e (2.1)
0 o 0 - —1 =z Ap—2
O o0 0 -+ 0 -1 z4+ap_q

Ao calcular o determinante da matriz (2.1), obtemos o polinémio caracteristico em

a, que ¢ igual a f, o polinomio minimal de a. Sabemos que
p(z) = det(zI, — M) = 2" — (Tr(a))z" " + ...+ (—1)" det(M).
Como « é primitivo, segue que

plx) = f(x)

= (z—a)(r—ag)... (v —ay)

o (B ().

Logo, Tr(a) =Y " o e N(a) =[], .

(2) Para o caso geral, seja r = [K : L[c]]. E suficiente mostrar que o polindmio
caracteristico p de a, com relagao a K sobre L, é igual a r-ésima poténcia do polindmio minimal
de a sobre L. Seja {y1,¥2,...,Yy,} uma base de L[a] sobre L e seja {21, 22,...,2,} uma base

de K sobre L[a] com n = gr. Seja M = (a;;) a matriz do endomorfismo de L[a] sobre L com

relacao a base {y1,ya, ..., Ys}. Assim, ay; = > 1 _ (ain)yn €

a(yizj) = (Z az‘hyh> Zj = Zaih(yhzj)-

h=1 h=1
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Logo,

4
ayi1z1 = a1z +aayez1 + ...+ aqnyqz

QY121 = a11Y121 + A21Y221 + . .. + Au1Yq21

| av121 = anyizr +anyez + -+ daygzr
Ordenamos a base y;z; de K sobre L, de modo que a matriz do endomorfismo seja

da seguinte forma:

M0 0 0
0 M -~ 0 0
M, = ;
0 0 -« M 0
00 - 0 M|

isto é, M repete r-vezes na diagonal como blocos na matriz M;. A matriz xl,, — M, consiste
de r-blocos diagonais, cada um tem a forma x1, — M e, consequentemente, det(zl, — M;) =
det(zl,— M)". Assim, p(z) = det(xI, — M) e det(z1, — M) é o polinémio minimal de « sobre

L, de acordo com a primeira parte da demonstracao. O

Proposicao 2.6 ([5], p.38). Sejam A um dominio, L seu corpo de fragoes (de caracteristica
zero) e K uma extensdo finita de L. Se o é um elemento de K inteiro sobre A, entao os
coeficientes do polinomio caracteristico p de « relativo a K e L, em particular Tr(a) e N (),

sa0 inteiros sobre A.

Demonstragao. Pela Proposigao (2.5), temos que p(z) = (z — ay)(z — ag) ... (x — ay). Os
coeficientes de p sao as somas de produtos de o, a menos de sinal. Assim, é suficiente provar
que cada «; € inteiro sobre A. Mas, cada «; é um conjugado de a sobre L. Isto é, existe
um isomorfismo o; : L{a] — L[a] tal que o;(a) = ;. Assim, aplicando o; na equagao de
dependéncia integral de o sobre A, obtemos uma equacao de dependéncia integral de a; sobre

A. ]

Corolario 2.2 ([5], p. 38). Se A é um anel integralmente fechado, entao os coeficientes do

polindmio caracteristico de o € K, em particular, Tr(a) e N(a) sdo elementos de A.

Demonstracao. Por definicao, esses coeficientes sao elementos dos corpos de fragoes I de A.
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Pela Proposigao (2.6), temos que sao inteiros sobre A e como A é integralmente fechado, segue

que sao elementos de A. O

Lema 2.1 ([4], p.34). Sejam A um anel integralmente fechado, L. seu corpo de fragoes, K/L
uma extensao finita de grau n e Ok o anel dos inteiros algébricos K. Seja {ay, g, ..., an}
uma base de K sobre Q onde det(Tr(oyay;)) # 0. Seja oo € K. Se Tr(af) = 0 para todo 8 € K,

entao oo = 0.

Demonstragao. Por hipétese, {aq, s, ..., a,} é uma base de K sobre Q. Assim, se o é um
elemente de K, entao existem ay,as,...,a, € Q tal que o = Y, a;c. Logo, é suficiente
mostrar que se Tr(aco;) = 0, para cada j = 1,2,...,n, entdo a = 0. Assim, para cada
g =1,2,...,n, temos que
0 = Tr(awa;)
n
= Tr (Z aioziozj>
i=1

Na forma matricial, temos que

Tr(agon) Tr(agaq) -+ Tr(amar) a 0
Tr(onas) Tr(agas) -+ Tr(azas) as 0
Tr(onay,) Tr(agay,) - Tr(ayon) an 0
Como det (Tr(aiaj)) £ 0, segue que a; = as = ... = a, = 0. Portanto, « =0. [

Lema 2.2 ([4], p. 34). A aplicacio p : L — Homg(K,Q) definida por p(a) = S, onde

Sa(B) = Tr(ap), com p € K, é um isomorfismo.
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Demonstracdo. Se aq,ay € K, entao

plon + a2)(B) = Sai+an(B)
— Tr((a + a2)6)
= Tr(a1f) + Tr(azf)
= Sa,(B) + Saz(B)
= (plon) + plaz))(B)

p(aa) (ﬁ) = Saa(ﬁ)
= Tr(aap)
= aTr(ap)

= aSa(ﬁ)

para todo # € K. Logo, p é um homomorfismo.
Agora, se a € K tal que p(a) = 0, entao, p(a)(5) = Su(5) = Tr(af) = 0, para todo
f € K. Assim, pelo Lema (2.1), segue que a = 0. Logo, Ker(p) = {0} e, entao p ¢ injetiva.
Finalmente, como dimg K = dimg (Hom@(K, Q)), segue que p é sobrejetiva.

Portanto, p é isomorfismo. O]

Teorema 2.4 ([4], p.35). Se A é um anel integralmente fechado, I o seu corpo de fragoes,
K/LL uma extensao finita de grau n e Ox o anel dos inteiros algébricos K, entio Og € um

A-submodulo livre de posto n.

Demonstragao. Seja {ai,as,...,a,} uma base de K sobre L. Como toda extensao finita
¢ algébrica, segue que todos os «; sao algébricos sobre L, ou seja, existem a;; € A, para

1=1,2,...,n, pelo menos um nao-nulo tais que

CLmOé:»L + ai(n_l)ocnfl + ...+ ap = 0.

i
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Suponhamos que a;, # 0. Multiplicando a equacio acima por a}; !, temos que a;,q;

é inteiro sobre A, pois

n—1 n n—1 n n—1 n—1
A0 (amai + Ai(n—1)0y + ...+ @i0> = (amozi) + Aj(n—1) (amOéi) + ...+ a;, a0
= 0.
Tomando a;,a; = z; € O, paracadai = 1,2,...,n. Mostraremos que {21, 29, ..., 2, }

¢ uma base de K sobre L. Para isso, suponhamos que Y ., b;z; = 0, onde b; € A, para
i=1,2,...,n. Assim, Y ba,a; = 0. Mas, como {ay,as,...,a,} é uma base de K sobre
L, segue que b;a;, = 0 eportanto b; = 0 para i = 1,2,...,n. Portanto, {z1, 22,...,2,} é line-
armente independente e, como possui n elementos, segue que é uma base de L sobre K. Pelo

Lema (2.2), existe uma base dual {yi,s,...,yn} tal que

p(z:)(yi) = Sz, (y;) = Tr(zy;) = d; parad,j =1,2,...,n.

Agora, se a € O, entdao az; € Op, parai = 1,2,...,n. Pelo Corolédrio (2.2), segue
que Tr(az;) € Aparai =1,2,...,n. Como o = >  ¢;y;, com ¢; € Kparai =1,2,...,n,
segue que Tr(az) = ¢ € A, para i = 1,2,...,n. Portanto, Ok é um submédulo de um

A-moédulo livre gerado por {z1, 22, ..., 2, }- ]

Proposigao 2.7 ([5], p.47). Seja A um anel noetheriano e integralmente fechado. Se L é o
corpo de fragoes de A, K/ uma extensao finita de grau n e Ox o anel dos inteiros de A em

K, entao Ok é um A-mddulo finitamente gerado e Ox é um anel noetheriano.

Demonstracao. Pelo Teorema (2.4), temos que Ok ¢ um submoddulo de um A-mddulo livre
de posto n. Pelo Coroldrio (1.2), temos que Ok é um A-moédulo noetheriano e, portanto,
finitamente gerado. Como os ideais de Ok sao A-submoddulos de Ok, segue que satisfazem a

condigao de maximilidade da Defini¢ao (1.27). Portanto, Ok ¢ um anel noetheriano. [
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2.3 Norma de um Ideal

Definicao 2.15. Sejam K um corpo de numeros, Ok o anel dos inteiros de K e a um ideal nao
nulo de Ox. A mnorma do tdeal a é definida como sendo a cardinalidade do anel quociente
Ox/a, isto ¢,

N(Cl) = #OK/CL

Teorema 2.5 ([5], p.52). Sejam K um corpo de nimeros e Ox o anel dos inteiros de K. Se

a = (a) é um ideal principal de O, entio N (a) = ’N(a)’

Demonstragao. Como o € Ok e a # 0, segue, pelo Coroldrio (2.2), que N(a) € Z. Pelo
Teorema (2.4), temos que Ok é um Z-médulo livre de posto n. Como ¢ : Ox — Ok, definida
por p(a) = aa, onde a € Ok, é um isomorfismo, segue que Oga é um Z-modulo livre de posto
n. Como Z é um anel principal e Ok é um Z-médulo livre, segue pelo Teorema (1.4) que existem
uma Z-base {ey, es, ..., e,} de Ok e inteiros ¢y, ca, . . . , ¢, tais que {cieq, caea, ..., cpe, } é Z-base
de Oga. A aplicagdo ¢ : Ox — [[I, Z/¢;Z definida por ¢ (37, aie;) = (@1, a2, ..., Gy), ¢ um

epimorfismo e Ker(¢) = Ok, pois

a € Ker(v) P(a) =0
a; =0parai=12,...,n
aiGCiZ

CZ‘|CLZ'

n n
a = E a;e; = E biciei S OK
=1 i=1

r ¢t ¢ T 3

Assim, Og/Oka >~ [, Z/c;Z. Logo #(Ok/Oxa) = cicy . . . Cy.
Seja a aplicagdo Z-linear p : Ox — Ok, definida por p(e;) = ce; para i =

1,2,...,n. Logo,

pler) = ciep +0ex+ ...+ Oey,

ples) = 0ep + caea + ...+ Oey

plen) = 0ep+0ey+ ...+ cpey
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det(u) = H Ci-

i=1
Por outro lado, temos que B = {cie1, a2, ..., crnen} € C = {aey, aes, ... ae,} sdo
Z-bases de Oga. Portanto, existe um automorfismo ¢ : Oxa — Ok tal que p(ce;) = ae;, para
i=1,2,...,n. Como a matriz mudanca de base é inversivel, segue que det(p) é inversivel em
Z, isto ¢, det(p) = £1. Também, (p o p)(e;) = p(u(e;)) = p(cie;) = ae;, parai =1,2,...,n.
Assim, (¢ o ) = aa para todo a € Ok.
Finalmente, pela Proposigao (2.5), temos que Nk g(a) = det(pop) = det(yp) det(p) =

+1cics ... ¢ = £#(Og /Oka). Portanto, |N(a)| = #(Ok/Oka) = N(a). O
Proposicao 2.8 ([5], p.52). A norma N (a) € finita.

Demonstracdo. Se a € a é um elemento nao nulo, entao Oga C a. Consideremos a aplicagao
¢ : (Ok/Oka) — (Ok/a) dada por p(x + Oxa) = x + a. Temos que ¢ é um epimorfismo e
Ker(¢) = (a/Oka). De fato, © + Oxa € Ker(y) se, e somente se ¢(x + Oga) =+ a = 0 se,

e somente se z € a. Desta forma, pelo Teorema (1.4), segue que

(00:)/ (@) = (%)

Dai, segue que

@ @
#owe) ~#(0)# (o)
Pelo Teorema (2.5), temos que #(Ok/Ok«) é finito. Portanto, N'(a) = #(Ok/a) é
finito. [l
Lema 2.3 ([5], p.52). Se a e b sdo ideais nao nulos de O, entao N (ab) = N (a)N(b).
Proposicao 2.9 ([3], p.84; [6], p.129). Se a € um ideal nao nulo de Ok, entao:
1. N(a) =1 se, e somente se a = Ok;

2. Se N(a) for wum nimero primo, entdao o ideal a é primo.
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Demonstragao. (1) N(a) =1 #(Ok/a) =1 < a = Ok;
(2) Suponhamos por absurdo que a nao seja um ideal primo. Assim, a = Ok ou
a = (12, onde q; e g9 sao ideais nao nulos distintos de Ok.
Se a = O, pelo item (1), temos que N (a) = 1, o que é contra a hipdtese.
Se a = (192, temos pelo Lema (2.3) que N(a) = N (g1)N(gz2) e, como por hipétese,
N (a) = p,com p primo, segue que N(q;) =1 e N(q2) = p ou N(q1) = p e N(q2) = 1. Logo,
= Ok ou g2 = Ok, 0 que é contra a hipdtese.

Portanto, a é um ideal primo de Ok. O]

2.4 Discriminante

Definicao 2.16. Sejam B C A anéis tais que A é um B-mddulo livre de poston e {ay, g, ..., } €

A™. Definimos discriminante de {ay, s, ..., a,} por
Daplan, o, ..., ap) = det(Tra p(aia;)).

Proposicao 2.10 ([5], p.38). Sejam B C A anéis. Se {1, a,...,an}, {01, P2, ...,0.} € A"

sao tais que [; = Z?Zl a;ja;, com ay; € B, entao
2
DA/B(ﬁb Ba, ... 7ﬂn) = (det<aij)> DA/B(Oél, Qg, . .. ;Oén)~

Demonstragdo. Consideremos [, = > © | apic; € By = Z?Zl g0y, COM Gpi,aq; € B, 1 < pe

q <n. Assim,

n n
BpBy = § iy E g = § | il 40y,
i=1 j=1

1<i,j<n

e entao

TI‘A/B(ﬁqu TI‘A/B< Z aplaqjalogj> = Z apiaqurA/B(oziozj).

1<,5<n 1<4,5<n
Na forma matricial, teremos
n n T
(TrA/B(BPﬁq)p,q:l) (apl)pz 1(TrA/B<OélOéJ)) i,j= ((CLQJ) q,j= l)
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Aplicando o determinante em ambos os lados, segue que

Das(Br, Bas -+, Bn) = det(Trasp(6,6,))
= det ((am)(TrA/B(aiozj))(aqj)T>

= det(ay;) det(Tra/p(a;a;)) det ((aqj)T>

= det(ay) det((aqj)T) det(Tra/p(aic;))

= det(aij)QDA/B<()é1, o, ... ,Ozn),

como queriamos provar. O

Observagao 2.8. Sejam B C A anéis. Se{ay,aq,...,an} e {B1, P2, ..., Bn} sao duas bases de
A sobre B tais que 3; = Z?Zl a;j0; e oy = Z?:1 bijB;, onde a;;,b;; € B, temos pela Proposi¢ao
(2.10) que o discriminante dessas bases sao associados em B, isto é, que o discriminante de
uma base pode ser escrita em funcao da outra e vice-versa, ou ambas possuem determinantes
nulos. Ou seja, se (a;;) € a matriz mudanga de base {aq, s, ..., an} para{pi, Bs, ..., Bn}, entdo

-1

a matriz inversa (a;;)~* tem entradas em A. Portanto, det(a;;) e det(a;;)~" sao unitdrios em

B.

Definigao 2.17. Sejam K/L uma extensao finita de grau n, Ox o anel dos inteiros de K e
{ag,a,...,a,} uma base de Ox. Definimos o discriminante de K como sendo um ideal

principal de Z gerado por Dy i(on, s, ..., 0y) e denotamos por Dk.

Observacgao 2.9. Note que o ideal da Definicao (2.17) independe da base escolhida pois pela
Observagao (2.8) os determinantes de quaisquer duas bases sdo associados e entao estes geram

0 mesmo ideal.

Lema 2.4 ([5], p.39). (Lema de Dedekind). Sejam G um grupo e K um corpo. Se o1,09,...,0,
sao homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdo {oy,09,...,0,} sdo line-

armentes independentes sobre K.

Demonstracao. Se 01,09, . ..,0, sao linearmentes diferentes, entao existe ay, as, ..., a, € K tais

que Y1 a;0; = 0. Suponhamos que a quantidade ¢ de ay, as, ..., a, ndo nulos seja minima.
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Ao reordenarmos, vamos supor que

q
Zalal(m) = 0, para todo = € G. (2.2)
i=1
Temos ¢ > 2 desde que 01, 09,...,0, sejam nao nulos. Para elementos =,y € G,

temos
q

Zazﬂi(fy) = Z ioi(z)oi(y) = 0. (2.3)

i=1 i=1

LS

Se multiplicarmos a equacao (2.2) por o;(y), temos

q q q

o1(y) Z a;oi(x) = Z o1(y)aioi(z) = Z a;01(y)o;(z) = 0. (2.4)

i=1 i=1
Subtraindo a equagao (2.4) pela equagao (2.3), obtemos

q q

Zaial(y)ai(x)—Zaiai(x)ai(y) =0

=1

= Z(aigl(y)gi(.CE)—aio'i(x)ai(y)) _ 9

= (a;01(y)os(x) — a;oi(x)oi(y)) = 0, pois para i =1 a parcela zera
i=2
q
= Y ai(on(y) —oiy))oilz) = 0.
i=2

Como isto acontece para qualquer z € G e como ¢ é tomado como o menor valor
possivel, entdo podemos tomar a parcela as (Ul(y) — UQ(y)). Como a ultima equacao ¢é linear-
mente independente, segue que a;(01(y) — 0i(y)) = 0. Assim o1(y) = 02(y) para todo y € G,
desde que as # 0. Mas, isto contradiz com a hipdtese de que o1, 09, ..., 0, sao distintos.

O

Proposicao 2.11 ([5], p.39). Sejam K/ uma extensdo finita de grau n e oy1,09,...,0, $Go
os monomorfismos distintos de K em um corpo algebricamente fechado F contendo L. Se

{ag,a9,...,a,} € uma base de K sobre L, entdo

DK/L(OQ, Ao, ... ,Otn) = det(oi(aj)f 7é 0.
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Demonstragdo. Por definicao, temos que Dy (o, g, . . ., o) = det (Tr(oziozj)). Como o traco

a0 € a soma dos seus conjugados, segue que

DyL(on, az,...,00) = det(Tr &Za]

E O aza] >
k=1
n

= det

= det

/\/\

ooy, oz])>

= det(o ( ) det (o))

= (det (Ji(aj)))Z.

Resta mostrar que det(o;(c;)) # 0. Suponhamos por absurdo que det(o;(c;)) =

~ . n ~ . . .
0. Entao, as colunas da matriz (ak(aj)) sao linearmentes dependentes. Assim, existem

J:k=1
ai,as, ..., a, € F nao todos nulos tais que > a;,0,(e;) = 0, para todo j = 1,2,...,n. Assim,
pela linearidade concluimos que Y7 | a;,0;(a) = 0, para todo o € K, o que contradiz o Lema

de Dedekind. Portanto, det(o;(cy;)) # 0. O

Proposicao 2.12 ([6], p.55). Se K/ é uma extensdo finita de grau n tal que K = L(a) ep o

polinomio minimal de o sobre 1L, entdao
DK/IL(L a, &2, N ,Oén_l) = (—1)§n(n_1)./\/‘(f,<0é)),

onde f' € a derivada de f.

Demonstracdao. Se aq, o, ..., q, sao as raizes de p em alguma extensao de K, entao sao con-
2
jugados de a. Pela Proposicao (2.11) temos que Dgi(1, o, 0?,...,a" 1) = (det(ai(aj))> =

(det(aé))Q, comi = 1,2,...,nej=01,...,n—1 Como det(a}) é um determinante de
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Vandermonde, segue que

(det(aé))2 = ( H (Oq—om))

= ()= (e - o)

1<k<i<n,k#i

= (‘Uén(n_l)H( H (@i—@k)>

i=1 \k=1,k#i
= ()" F
= (DN (S (),

como queriamos provar. O

Teorema 2.6 ([6], p.44). O discriminante de qualquer base de K = Q(0) é racional e nao

nulo. Se todos os K-monomorfismos de 0 sao reais, entao o discriminante de qualquer base €

Ppositivo.
Demonstragdo. Seja {1,a,a?,...,a" '} uma base de K = Q(#). Se os conjugados de a sdo
6)1, 82, ceey Qn, entao
2 2

o1(1) oy(a) -+ op(a™) 1 6, -+ oy

oo(1) oa(a) -+ oa(a™t 1 6y -+ 07 A
DK/Q(L&,...,Q”_I) = 2< ) 2< ) 2< ) = i i - (det(@f))Q

o,(1) op(a) -+ op(a™h) 10, - o

Um determinante da forma A = det(t) é chamado de Determinante de Van-

dermonde ¢ ¢é dado por

A= [ t—ty.

1<i<j<n
Para verificar isto, vamos pensar em tudo como pertecente a Q[tq,ts, ..., t,]. Entao
para t; = t; o determinante tem duas linhas (ou colunas) multiplas, logo, o determinante

tem valor zero. Temos que A é divisivel por cada (¢; — t;). Para evitar que se repita algum
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fator, tomemos ¢ < j. Comparando os graus que A nao tem outros fatores nao constantes,

comparando os coeficientes de 1,3, ..., t". Logo

DK/@(La,a?,...,anl):( 11 (ei—ej)> .

1<j<i<n

nfl)

Logo, Dk (1, o, o’ ...« ¢é racional desde que 6; sejam distintos e

Dk (1, o, o, o) £ 0.
Agora, se {1, B2, ..., Bn} é uma outra base de K, entao
2 2 n—1
DK/Q(SL /827 s >Bn) = (det(czk)) DK/Q(L a, ..., « )7

para Cg € Qa com det(czk) 7& 07 tal que DK/Q(BMBZ? cee 75n) 7é O € DK/Q(BI)BQ? s 7571) € Q

Logo, se todos os ¢; sao reais, entao Dk, q(1, o, a?;...,a" 1) é um nimero real positivo. O

2.5 Anéis de Dedekind

Definigao 2.18. Dizemos que um anel A € um anel de Dedekind de satisfaz as sequintes

condicoes:
1. A € integralmente fechado;
2. A € noetheriano;
3. Todo ideal primo nao nulo de A é maximal.

Teorema 2.7 ([5], p.49). Se A é um anel de Dedekind, I é o seu corpo de fra¢oes, L C K
uma extensao finita de grau n e Ok o anel dos inteiros de K sobre A. Entao Ok € um anel de

Dedekind.

Demonstragao. Pelas Proposigoes (2.4) e (2.7), temos que Ok é integralmente fechado e no-
etheriano, respectivamente. Assim, falta mostrar que todo ideal primo nao nulo de Ok é

maximal.
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Seja p C Ok um ideal primo nao nulo. Como A C Ok, segue pela Proposicao (1.5)
que pN A é um ideal primo de A. Vamos mostrar que p N A é nao nulo. Seja o € p e o # 0.
Como p C Ok, segue que a € Ok. Assim, existem a; € A, parai=0,1,...,n — 1, nao todos
nulos tais que

~1
a" + ap_1a" 4.+ ag,

e que n seja minimo. Logo, ag # 0 pois caso contrario, obterfamos uma equagao de grau menor.
Assim,

ap=a(—a" ' —a,_ 10" — ... —a)) €aOx NACpNA

Portanto, pN A # 0. Como pN A é um ideal primo de A e A é Dedekind, segue que

p N A é um ideal maximal de A e assim

A
é corpo.

Mna © P

Seja a aplicacdo ¢ : A — O — Og/p, onde i é a inclusdo e 7 é a projecdo.

Como Ok é inteiro sobre A, segue que Ok /p é inteiro sobre

. Assim,

A

Logo, como

é um corpo, segue que Ok /p é um corpo. Portanto, p é maximal.

]

Corolario 2.3 ([1], p.43). Se K € um corpo de nimeros de grau n, entdo o anel dos inteiros

algébricos de K € um anel de Dedekind.
Demonstra¢ao. Como Z é um anel de Dedekind, pelo Teorema (2.7) segue o resultado. m

Observacao 2.10. O anel dos inteiros Ox de um corpo de nimeros ¢ um anel de Dedekind,
mas nem sempre € principal. De fato, vimos que em Og = Z[\/=5], (14++/=5)(1—+/=5) = 2-3
Sao duas fatoragoes distintas de 6, cujas normas sao 6, 6, 4 e 9, respectivamente. Logo, Ok
nio é um dominio fatorial. Se o elemento 1 + /=5 possuisse wm divisor ndo trivial, entdo
N(1 — /=5) = 6 também possuiria um divisor nao trivial. Mas isso € impossivel, pois a
equacdo a® + 5b* = 2 ou 3 nao possui solucdo inteira. Assim, 1+ /=5 é um elemento primo.

Agora, se Og fosse principal e como 1 + /=5 divide 2 - 3, teriamos que 1 4+ /=5
divide 2 ou 3. Tomando as normas obtemos que 6 divide 4 ou 9, o que é um absurdo. Portanto,

Ok nao € principal.
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2.6 Ideais Fracionarios

Definicao 2.19. Seja K um corpo de nimeros. Um Og-modulo I de K é um ideal fra-
ctondrio se existe d € Og nao nulo tal que dJ C Okx. Em particular, os ideais inteiros de A

sao ideais fraciodrios com d = 1.

Observagao 2.11. Seque da Defini¢ao (2.19) que os elementos de um ideal fraciondrio J tem

um denominador comum d € A.

Lema 2.5 ([1], p.43). Sejam K um corpo de nimeros de graun e Ok o anel dos inteiros de K

sobre Z. Se J é um ideal fraciondrio de Ok, entao eziste d € Z — {0} tal que dJ C Ok.

Demonstra¢ao. Como K é um corpo de nimeros de grau n, temos pelo Teorema (2.1) que
existe a € K tal que K = Q(a) e {1,a,a?,...,a" !} é uma base de K sobre Q. Como J é um
ideal fracionéario de Ok, segue que J é um Z-modulo livre de posto n.
Seja {71,72, - - -, ¥} uma base de J. Para cada i, temos que 7; = Z?:_ol a;;o’ tal que
a;; € Q,paratodot =1,2,...nej=0,1,...,n—1. Como a;; € Q, paratodoi,j=1,2,...,n,
segue que a;; = %, com b;;, cij € Z,c;j # 0, para todo 4,j = 1,2,...,n.
ij

Seja d = mme{¢; | i =1,2,...,nej=0,1,...,n—1}. Temos que dv; € Za,

para todo ¢ =1,2,...,n. Como Z[a] C Ok, temos que
d3=dY Znyi=Y Zdy, C Z[o] C Ox,
i=1 i=1
como querfamos provar. ]

Proposicao 2.13 ([4], p.42). Se A é um dominio noetheriano, entao todo ideal fraciondrio J

de A € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstra¢ao. Como J é um ideal fracionédrio de A, segue pelo Lema (2.5) que existe d €
A — {0} tal que dJ C A. Assim, J C d"'A. A aplicacio ¢ : A — d A, definida por
¢(z) = d 'z é um isomorfismo. Assim, A é isomorfo a d"'A. Como A é noetheriano, segue

que d~'A também é noetheriano. Logo, J é um A-mdédulo finitamente gerado. O]

Proposigao 2.14 ([5], p.50). Se A é um anel de Dedekind que nao € corpo, K seu corpo de
fragoes e m um ideal maximal de A, entio o conjunto w' = {z € K | zm C A} € um ideal

fracionario de A.
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Demonstragao. Seja m um ideal maximal de A. Como A nao é um corpo, segue que m # {0}.
Consideremos n’ = {z € K | zm C A}. Temos que n’ é um ideal fraciondrio, pois n’ é um

A-médulo tal que n”’ CK e se c € m,c#0, entao em’ C A. O

Lema 2.6 ([4], p.44). Se A é um anel de Dedekind que nao é um corpo e K o seu corpo de
fracdes, entdo todo ideal mazrimal m de A € inversivel no conjunto dos ideais fraciondrios de

A.

Demonstragao. Considere o ideal fraciondrio n = {x € K | am C A}. Vamos mostrar que
nm = A. Pela definicao de n temos nm C A. Por outro lado, A C n, pois m é um ideal de A.
Assim, m = mA C mn C A. Como m é maximal, segue que m = nm ou nm = A.

Suponhamos que m = nm e consideremos o € n. Entao am C m, a’m C am C m
e a"m C m, para todo n € N. Seja d € m,d # 0. Entao da”" € A. Portanto, Ala] é um ideal
fracionério.

Como A ¢ noetheriano, pela Proposigao (7?), segue que Ala] é um A-mdédulo fini-
tamente gerado. Pelo Teorema (2.2), segue que « é inteiro sobre A. Sendo A integralmente
fechado, segue que @ € A. Assim, n C A e como A C n, segue que n = A. Falta mostrar que
esta igualdade é impossivel.

Seja a € m. Pela Proposicao (1.6), temos que (a) = aA D pips...p,, onde os p;
sao ideais primos nao nulos de A, com n o menor valor possivel. Assim, m D aA D p1ps ... P,.
Pela Proposic¢ao (1.5), m contém um dos p;, para algum i = 1,2,... n.

Sem perda de generalidade, digamos que seja p1, isto é, m D p;. Como A é Dedekind,
segue que m = py, pois p; é maximal.

Agora, consideremos que q = q2(3 . . . (.. Entdao aA D mq e aA # q pela minimidade
de n. Assim, existe b € q e b & (a) tal que mb C (a). Logo, (b/a)m C A e, assim b/a € n.

Como b & (a), segue que b/a ¢ A. Logo n # A. Portanto, mn = A. O
Teorema 2.8 ([5], p.50). Se A é um anel de Dedekind que ndo € corpo, entao:

1. Todo ideal fraciondrio J ndo nulo de A é um produto de ideais primos de A, de modo
unico, isto €,
n
~ €;
=1t
i=1
onde ey, ey, . ..,e, S0 INleiros positivos,;
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2. O conjunto dos ideais fraciondrios de A formam um grupo.

Demonstragao. (1) Se J é um ideal fracionério de A, entao existe d € A —{0} tal que dJ C A.
Notemos que J = (dJ)(d"'A). Assim, é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros.

Seja F' a familia dos ideais inteiros de A, nao nulos e que nao sao um produto de
ideais primos de A. Suponhamos que F' # @. Como A é noetheriano, segue que F' tem um
elemento maximal m. Temos que m # A, pois A é o produto da colecao vazia de ideais primos.
Assim, m C p, onde p é um ideal maximal de A.

Pelo Lema (2.6), temos que q = {z € K | p C A} tal que pq = A. Como m C p,
segue que mq C pq = A. Além disso, como A C ¢, segue que m = mA C mq C A. Temos que
m C mgq, pois se m = mq e também se o € q, entdo am C m, o’m C am C m e a"m C m, para
todo n € N. Assim, se d € m — {0}, entdao aa” € m C A. Portanto, Al é um ideal fraciondrio
de A.

Como A é noetheriano, pela Proposigao (7?), segue que Ala] é um A-mdédulo fini-
tamente gerado. Pelo Teorema (2.2), segue que « é inteiro sobre A, e como A é integralmente
fechado, segue que av € A. Portanto, ¢ C A e assim q = A. Mas, isto é impossivel, pois se
q=A, entao p = pA =pq = A, o que é um absurdo, pois p é um ideal primo.

Pela maximidade de m e como m C mq temos que mq € F', ou seja, mq = p1Ps . . . Pa,
onde os p; sao ideais primos de A, para ¢ = 1,2,...,n. Multiplicando por p ambos os lados,
temos que m = pypo ... PP, 0 que é um absurdo, pois m € F. Portanto, F' = &.

(2) Pelo Lema (2.6), temos que todo ideal m de A é inversivel. Além disso, A é o

elemento neutro e a multiplicacao de ideais é associativa. O
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Consideracoes Finais

Ao realizar a graduacao de Matematica, pude observar que ela pode ser dividida
em areas. Porém, o que ¢ visto na graduacao é partes enxutas e breves dos contetidos. Para
querer se aprofundar, é preciso buscar outros tépicos, como a teoria dos nimeros algébricos.
Com o propésito de aprofundar os conhecimentos na algebra, realizamos este trabalho.

Pudemos notar que a teoria dos niimeros algébricos ¢ uma extensao natural da teoria
dos numeros inteiros. Enquanto esse ultimo trabalha com as propriedades do conjunto dos
numeros inteiros Z, a primeira surgiu como parte da busca de solugoes dos problemas da teoria
dos nuimeros. Na teoria dos niimeros algébricos, com o apoio da dlgebra, pudemos estender as
propriedades classicas dos anéis, corpos e ideais para modulos, mdédulos noetherianos, os anéis
dos inteiros, ...

Com este trabalho, poderemos dar continuidade para estudar outras estruturas im-
portantes da teoria dos numeros algébricos. Corpos quadraticos, corpos ciclotomicos, rami-
ficagoes de ideais e reticulados sao alguns exemplos dessas estruturas.

As aplicacoes da teoria dos nimeros algébricos vao além da prépria matematica.
Fatoracao de inteiros usando crivos de um corpo de nimeros, teste de primalidade, a demons-
tracao do Ultimo Teorema de Fermat por Andrew Wiles, geometria aritmética, construgao
de reticulados e aplicagoes nas equagoes diofantinas sao alguns exemplos da aplicabilidade da
teoria dos numeros algébricos. Areas da Ciéncias da Computacao e Engenharias acabam por

empregar as aplicagoes.
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