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Resumo

Ao observar a equacao de uma conica ou uma quadrica, nem sempre é facil
reconhece-las a partir dessa equacao. No entanto, através de mudancas de
coordenadas e translagoes, é possivel reduzir suas equacoes a uma forma mais
simples. Nesta forma mais simples, a identificacao se torna imediata. Sa-
bemos da existéncia de alguns métodos analiticos e geométricos capazes de
realizarem tal identificagao, porém neste trabalho, iremos aplicar um processo
de classificagao de conicas e quadricas utilizando a algebra linear. Dentre as
ferramentas principais utilizadas no trabalho, usaremos a diagonalizagao de

operadores lineares e de formas quadraticas.

Palavras chave: Conicas, quadricas, algebra linear, operadores

lineares



Abstract

When observing the equation of a conic or a quadric, it is not always easy to
recognize them from this equation. However, through coordinate changes and
translations you can reduce your equations to a simpler form. In this simpler
form, the identification becomes immediate. We know of the existence of
some analytical and geometric methods able to perform such identification,
but in this work, we will apply a classification process of conic and quadric
using linear algebra. Among the main tools used in the work, we will use the

diagonalization of linear operators and quadratic forms.

Key words: Conics, quadrics, linear algebra, linear operators
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INTRODUCAO

De acordo com [3], os primérdios do estudo de secgoes conicas podem ser
identificados na civilizacao grega, por volta de 350 a.C. com Menaecmus,
matematico grego e um dos discipulos de Eudoxo de Cnido que conseguiram
atingir eminéncia em matematica. A descoberta da existéncia de uma familia
de curvas adequadas que podiam ser obtidas a partir do corte de um cone
circular reto por um plano perpendicular a um elemento do cone, foi uma das
contribuicoes mais importantes de Menaecmus. A partir dai, ele observou que
dependendo do angulo no vértice do cone, as curvas obtidas seriam diferentes.

Mais tarde, chamadas de elipse, parabola e hipérbole.

Durante os anos de 300 a 200 a.C., periodo este compreendido como Idade
Aurea grega. Um dos mateméaticos mais consagrados dessa época chamado
Apolonio de Perga, produziu uma vasta obra na area da Geometria, se desta-
cando de vez com o lancamento de sua obra-prima, as conicas. A obra elevou
os estudos de seccoes conicas a niveis superiores aos ja até entao, superando
inclusive, as conicas de Euclides. Entretanto, Apolonio mostrou de forma sis-
tematica que nao precisaria necessariamente que o cone fosse reto, podendo
ser também obliquo ou escaleno. Além disso, foi ele também que introduziu

0s nomes para as seccoes conicas de elipse (significando falta), hipérbole (
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significando excesso) e parabola (significando comparacao).

No século XVII, Pierre de Fermat (1601 —1665) escreveu as conicas através
de um sistema de coordenadas de forma mais analitica, mostrando importan-
tes resultados e definindo as equacoes ja conhecidas de seccoes conicas, de

maneira mais simples.

A histéria das quadricas estd diretamente ligada a das conicas. De acordo
com [18], ha referéncias consistentes de que Euclides (sec. III a.C.) tenha
escrito um tratado sobre elipsdides, paraboldides, hiperboldides, além de es-
fera, cilindro e cone. Por sua vez Arquimedes (287-212 a.C.) legou-nos uma
vastissima producao em geometria plana e sélida. H&a dois tratados de Ar-
quimedes que apresentam extraordinaria profundidade em relacao aos sélidos
de revolucao: Sobre condides e esferdides e Sobre esfera e cilindro. Como ja
dito antes, Apolonio de Perga mostrou pela primeira vez, em as conicas, que
a elipse, a parabola e a hipérbole podem ser obtidas variando a inclinacao do
plano de segao sobre um cone de duas folhas. Pappus (Séc. IV d.C.), que foi
um geometra grego, tem crédito nos teoremas da geometria sobre centros de

gravidade de sélidos e superficies de revolucao.

Fulcrado nos gedmetras gregos e no desenvolvimento da algebra em toda a
Europa, Fermat conclui em 1629 o manuscrito Introducao aos lugares planos
e solidos. Embora hajam controvérsias, esse manuscrito representa o inicio
da geometria analitica. A partir de Fermat, a geometria analitica trouxe
inumeras facilidades ao desenvolvimento da geometria plana e espacial e foi
considerada a estrada real, numa alusao a Euclides que afirmara ao rei Pto-

lomeu que nao havia estrada real para se aprender geometria.
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Agora, deve-se a Euler umas das mais importantes contribuicoes a geome-
tria espacial. Ele apresenta a primeira exposicao em livro-texto de quadricas,
considerando estas como superficies do 2° grau em E3. Nesse texto, Euler
apresenta as equacoes dos cones, dos paraboloides, dos elipséides, e dos hi-

perboléides, utilizando o sistema cartesiano no E°.

A partir do sec. XVIII, as superficies tém um notavel incremento com o
surgimento da Geometria diferencial, com interaplicacoes do calculo diferen-

cial e integral e da geometria analitica.

Finalmente, as conicas e as quadricas sao objetos de estudo de muitos ma-
tematicos e, ainda hoje, sao muito utilizadas em nosso cotidiano. Elas podem
ser observadas em diferentes segmentos nos dias atuais, como por exemplo:
em fardis de carros (paraboldides), pontes e torres, acistica (elipséide), 6ptica,
medicina, e inclusive na natureza também. Entretanto, ainda nos anos en-
tre 1571 e 1630, um fisico alemao chamado Johannes Kepler, descobriu uma
importante aplicacao para a Astronomia, onde através das conicas ele desen-

volveu relacoes com a orbita dos planetas.

Agora iremos detalhar o que faremos neste trabalho. Dada uma conica
ou uma quddrica de equacoes, Ax? + Bxy + Cy? + Dz + By + F = 0, onde
A ou B ou C sao diferentes de zero, e Ax? + By? + Cz?> + Dxy + Eyz +
Frz4+Gr+ Hy+ 124+ J =0,com Aou BouC ouD ouFE ouF também
diferentes de zero, respectivamente, nem sempre é possivel saber qual conica
ou qual quadrica essa equacao representa. No entanto, através de mudancas
de coordenadas e translagoes, é possivel reduzir suas equacoes a uma forma

mais simples. Nesta forma mais simples, a identificacao se torna imediata. A
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classificacao de conicas e quadricas usando métodos geométricos e analiticos
podem ser encontrados em livros de geometria analitica, como, por exemplo,
em [4]. Contudo, estamos interessados em classificar as conicas e quadricas
de um outro ponto de vista: por métodos algébricos. Desse modo, vamos
usar as ferramentas de algebra linear para descrever um procedimento de se

efetuar tal simplificacao e, assim, classificar as conicas e as quadricas.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 1 sera apre-
sentada uma revisao de conceitos basicos da algebra linear, porém impor-
tantes para o objetivo deste trabalho. Apresentamos resultados de espacos e
subespacos vetoriais, combinacao linear e dependéncia e independéncia linear.
E, ainda, os conceitos e definicoes de base de um espaco vetorial e mudanca

de base.

No capitulo 2 sera desenvolvido os conceitos e definicoes de transformacoes
lineares, matriz de uma transformacao linear e de isomorfismo. Além disso,
serda mostrado também resultados de autovalores e autovetores de um opera-
dor linear e de uma matriz e multiplicidade algébrica e geométrica. E ainda,
uma ferramenta que foi bastante utilizada neste trabalho que é a diagona-
lizacao de operadores lineares, onde apresentamos definicoes e propriedades,
tais como, a obtencao de uma matriz diagonal e equivalente a inicial, porém

mais simples.

No capitulo 3 serao caracterizadas as nocoes de medidas e distancia entre
vetores e também um processo para obter uma base ortonormal a partir de
uma base ortogonal. E serao também destacados importantes resultados de

operadores lineares e também da representacao de uma equacao quadratica em
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sua forma matricial, representacao esta que sera fundamental para aplicacao

no capitulo 4.

O capitulo 4, dedicamos para o foco deste trabalho, onde sera utilizado
conceitos e processos da algebra linear para estudar a classificacao de conicas
e quadricas. Serao mostradas também quais sao as conicas e quadricas que fo-
ram utilizaas neste trabalho, juntamente com suas expressoes. E também que
a partir da identificacao dos autovalores ja podemos saber quais as possiveis
conicas ou quadricas para uma determinada expressao. Pelas quais, apresen-
tam discussoes particulares de suma importancia para o estudo de conicas e

quadricas que estao apresentadas nas consideragoes finais.



CAPfTULO 1 |

Espacos Vetoriais

Neste capitulo, serao apresentados alguns conceitos e definicoes da Algebra
Linear, que além de importantes, serao bastante utilizados no decorrer do
trabalho. Inicialmente veremos espacos vetoriais, subespacos vetoriais, com-
binacao linear, dependéncia e independeéncia linear, base de um espaco vetorial

e mudanga de base. Este capitulo estd baseado nas referéncias [2], [13], [5] e

8-

1.1 Espacos Vetoriais

Nesta secao veremos que um conjunto com duas operacoes, soma e multi-
plicacao por escalar, satisfazendo certas propriedades é chamado de Espaco

Vetorial.

Definicao 1.1. Um espaco vetorial real sobre um corpo de escalares F € um
conjunto nao vazio, com duas operacoes: soma, VXV SR V', e multiplicacao
por escalar, FxV —— V| tais que para quaisquer u, v e w € R,as propriedades

abaixo estao satisfeitas.

Para a operacao de soma:
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i) Associatividade: u + (v+w) = (u+v) + w; para todo u, v ew € V.
it) Comutatividade: v + v = v + w; para todo u, v € V.

ii1) Elemento Neutro: Eziste um elemento 0 € V tal que u + 0 = u, para

todo u e V.

iv) Elemento Simétrico: Para todo elemento u € V existe o elemento

—u €V tal que u + (—u) = 0 ; para todo u € V.

Para a operacao de multiplicacao:

v) Distributividade para a Adigao de Elementos: a(u+v) = au + av ; para
todou,veV eVaek.

vi) Distributividade para a Multiplica¢ao por Escalar: (a+ b)v = av + bu;
para todo v € V' e para todo a,b € F.

vii) Associatividade: (ab)v = a(bv); para todo v € V' e para todo a,b € F.

viii) Elemento Identidade: 1u = u ; para todo u € V.

Os elementos de um espaco vetorial usualmente sao chamados de vetores.

Note que um espaco vetorial é considerado um grupo abeliano com a

operacao de soma.

Muitos dos resultados descritos nesse trabalho valem para qualquer corpo
de escalares, contudo, daqui para frente, vamos trabalhar somente com espacos
vetoriais em que F = R, ou seja, os espagos vetoriais sobre R. A teoria de
espagos vetoriais sobre C ou sobre um corpo qualquer pode ser vista em [8].

Para mais informagoes sobre corpo e suas propriedades, ver [7].

Exemplo 1.2. O conjunto dos numeros reais, com as operacoes de soma e

multiplicacao usuais de numeros reais, € um espaco vetorial real.
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Exemplo 1.3. O conjunto dos vetores do espaco
V = R3 = {($1,$2,$3);3}i c R}
¢ um espaco vetorial real.

Como um espaco vetorial é um grupo com a operacao de soma, a proprie-

dade a seguir seguem das propriedades de grupos.

Teorema 1.4 (Unicidade do Elemento Neutro). Seja V' um espago vetorial

real. Entao, existe um unico elemento neutro da operacao de adicao 0 € V.

Demonstracao. A propriedade do elemento neutro para a operacao de adi¢ao
afirma que existe pelo menos um elemento neutro 0 em V. Vamos supor que

existem dois elementos neutros Oy e 0y, isto é,
0=04+0; =0y +0=0,
o que prova a unicidade do elemento neutro da operacao de adicao. ]

Exemplo 1.5. Considere o espaco vetorial dos polinomios de grau 3. Assim,
o elemento neutro da operacao de adigcdo € o polinomio py(x) € P3(R) definido
pPOT:

po(z) = a+bx + cx® + dz’ = 0,

para todo x € R. Assim, temos que a =b=c=d = 0.

Em um espaco vetorial o elemento simétrico ¢ tnico. E isto que diz o

resultado a seguir.

Teorema 1.6 (Unicidade do Elemento Simétrico). Seja V' um espago vetorial

real. Entao, todo elemento w € V' possui um unico elemento simétrico.
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Demonstracao. A propriedade do elemento simétrico para a operacao de adicao
afirma que todo elemento u € V possui pelo menos um elemento simétrico
—u € V. Vamos supor que o elemento v € V' possui dois elementos simétricos
—u e uy, isto é,

u+(—u)=0eu+u =0.
Desse modo, temos que
(—u) =0+ (—u) = (u+w) + (—u) = Oy + ug = uy,
o que prova a unicidade do elemento simétrico. [

Exemplo 1.7. Considere o espago vetorial real, C([a, b)), das fun¢des continuas

no intervalo [a,b]. Assim, o elemento neutro da operagao de adigdo € a fungao

fo(z) € C([a,b]) dada por:
fo(x) = 0, para todo =z € [a,b] .

Além disso, dada uma funcio f € C(la,b]), o seu elemento simétrico € a

funcdo (—f) definida por:
(—f)(x) = —f(x), paratodo =z € [a,b)] .

Um elemento de um espaco vetorial é regular para a operacao de soma,

como é mostrado no teorema abaixo.

Teorema 1.8 (Lei do Cancelamento). Sejam V' um espago vetorial real,

u, v, weVeu + v = u + w. Entao, v = w.

Demonstracao. Somando (—u) em ambos os lados na igualdade temos,
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o que completa a prova. H

Teorema 1.9. Sejam V um espaco vetorial real, e u, w € V. Entdo, existe

um unico elemento v € V tal que u + v = w.

Demonstragdo. Somando (—u) em ambos os lados da equacao tem-se que,

o que completa a prova. ]

1.2 Subespacos Vetoriais

Nesta secao veremos que as vezes precisamos encontrar em um determinado
espaco vetorial V', subconjuntos W menores que ainda possuem a estrutura

de espaco vetorial.

Definicao 1.10. Dado um espaco vetorial V', um subconjunto W, nao vazio,
¢ um subespaco vetorial de V se W € um espaco vetorial com as operacoes de

adicao e multiplicacao por escalar em V.

Para verificar que um conjunto é um subespaco vetorial nao precisamos

analisar todas as propriedades de espaco vetorial, mas apenas duas proprie-

dades.

Teorema 1.11. Um subconjunto nao vazio U de um espaco vetorial V é um
subespaco vetorial de V se, e somente se, para quaisquer elementos u, v € U
e para qualquer escalar o € R, tem-se que u + v € U e au € U, isto ¢, U €

fechado com relacao as operacgoes de soma e multiplicacao por escalar.
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Demonstragdo. (=) Se U é um subespago vetorial V', entao satisfaz as pro-

priedades de espaco vetorial, em particular as propriedades de fechamento.

(<) Agora, serao mostradas que se U satisfaz as propriedades de fecha-
mento, entao satisfaz as propriedades da adicao de elementos e da multi-
plicacao por escalar. Como U C V, as propriedades comutativa e associativa
da adicao sao automaticamente satisfeitas, pois sao validas para todos os
elementos de V. De modo andlogo, as propriedades: associatividade, distri-
butividade para adicao de elementos, distributividade para a multiplicacao
por escalar e a do elemento identidade da operacao de multiplicacao por es-
calar, sao automaticamente satisfeitas. Agora serd provada as propriedades

do elemento neutro e do elemento simétrico da operacao de adicao.

Para quaisquer u € U e A € R, temos que \u € U. Fazendo A = 0,

obtemos Ou = 0 € U. Logo, U possui elemento neutro.

Para quaisquer v € U e A € R, temos que Au € U. Fazendo A\ = —1,
obtemos —1u = 1(—u) = —u € U. Logo, todo elemento de U possui o
elemento simétrico. O que completa a demonstracao. ]

Exemplo 1.12. Se V' é um espaco vetorial, entao V' € um subespaco vetorial
dele proprio. O subespaco W = {0} é um subespaco vetorial de V, dito

subespaco nulo.

Exemplo 1.13. Seja V = R® um espaco vetorial e W = {(0, z9, 13, 24, 75); 7; €
R}. Isto é, W € o conjunto dos vetores de R®, cuja primeira coordenada é

nula.

Verifiquemos as condigoes (i) e (ii) do teorema interior:
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i) Sejam u = (0,29, x3,24,75) e v = (0,Y2,Y3,Y4,ys5) € W.

Entaou +v = (0,29 + yo,x3 + y3,24 + Y4, x5 + Y5) que ainda pertence

a W, pois tem a primeira coordenada nula.
i) ku = (0, kxo, kxs, kxy, kxs) € W, pois a primeira coordenada é nula.

Portanto, W é um subespaco vetorial de R>.

1.3 Combinacao Linear

Veremos agora que a obtencao de novos vetores a partir de vetores dados, é
uma importante caracteristica de um espaco vetorial. Chamamos esta carac-

teristica de Combinacao Linear.
Definicao 1.14. Sejam V um espaco wvetorial real, vi,ve,--- ,v, € V e
ai, as, -+ ,a, numeros reais. Entdo, o vetor
v = aiv; + axvy + -+ + a,vu,
¢ um elemento de V' ao que chamamos Combinacao Linear de vi,ve, - ,vy,.
Uma vez fixados vetores vy, --- ,v, € V, o conjunto W de todos os vetores

de V' que sao combinacao linear destes é um subespaco vetorial. W é chamado

subespaco gerado por vy, --- ,v, € usamos a notacao
W = lvg,- 0

Note que, formalmente, pode-se escrever v € W = [vy, -+ ,v,], entdo
v=av1+ -+ ayv,, coma; € R1< ¢ < n.
Uma outra caracterizagao de subespago gerado é a seguinte: W = [vy, -+, v,],

¢ o menor subespaco de V' que contém o conjunto de vetores vy, --- ,v,, no
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sentido de que qualquer outro subespaco W' de V que contenha vy, --- , v,

satisfaca W' O W,

Exemplo 1.15. Considere o espago vetorial V = R? e seus vetores vy = (1,0)
e vy = (0,1). Logo V = [v1,v9] pois, dado v = (x,y) € V, temos (x,y) =
z(1,0) + y(0,1), ou seja, v = xv1 + Yvs.

10 01
Exemplo 1.16. Sejam v, = € Vg = vetores pertencentes
00 00
ao conjunto V', sendo que V' é um espaco vetorial.
B a b
Entao [vy, vo] = ra,beR
0 0

1.4 Dependéncia e Independéncia Linear

Visto a defini¢cao e alguns exemplos de combinacao linear, veremos agora que
os coeficientes que multiplicam estes vetores podem ser todos iguais e assim

iguais a zero, ou pelo menos um diferente de zero.

Definicao 1.17. Sejam V um espago vetorial e vy,--- ,v, € V. Dizemos que
o conjunto {vy, -+ ,v,} € Linearmente Independente (LI), ou que os vetores

vi,- -+, Uy Sao LI, se a equacao
avy + -+ apv, = 0, (1.1)

implica que a1 = as = -+ = a, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 que
satisfaz a Equagdo (1.1), dizemos que {vy,--- ,v,} € linearmente dependente

(LD), ou que os vetores vy, -+ , v, sGo LD.
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Podemos ainda caracterizar os vetores linearmente dependentes de outra

maneira.

Teorema 1.18. O conjunto {vy,--- ,v,} € LD se, e somente se um destes

vetores for uma combinacao linear dos outros.
Demonstracao. Sejam vy, - -+ , v, vetores LD e
av1 + -+ avj + -+ ayv, = 0.

Por definicao, um dos coeficientes deve ser diferente de zero. Suponhamos

que a; # 0. Entao

1
v = —;(alvl + a1V F AU F -+ apy),
J
e portanto,
ai Qn,
Uj:—fU1+"'——'Un.
a; a;

Logo, v; ¢ uma combinacao linear dos outros vetores. Por outro lado, se

tivermos {vy,--- ,vj,--- ,v,} tal que para algum j,
vj =bivy + -+ bjvj_1 + bjvjr -+ by,

temos,

bivg + - —1vj + -+ by, = -1 e,
portanto, {vy,--- ,v,} é LD. O]

Exemplo 1.19. Seja o espaco vetorial V = R?* e e; = (1,0) e e; = (0,1),

vetores de V.
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Os vetores ey e ey sao LI, pois
ae; + azes = 0
a1(1,0) + az(0,1) = (0,0)
(a1,a2) = (0,0).

Logo, a1 =0 e as = 0.
Exemplo 1.20. O conjunto S = {vy,v9,v3} onde
v1 = (1,1,0),v2 = (1,4,5)evs = (3,6, 5)

¢ linearmente dependente no espaco vetorial R3.

Considerando a combinacgao linear nula xv; 4+ yvy + zv3 = Ogrs, obtemos o

sequinte sistema linear homogéneo

(

r+ y + 3z =0
§ * + 4y + 62 =0 —

r +y + 3z =0
y + z =0

5y + 5z = 0

\

Assim, obtemos que o sistema possui infinitas solucoes nao-nulas, provando
que o conjunto S € linearmente dependente.

Podemos verificar que v = 2v1 4+ vo. Assim, utilizando o resultado do

teorema 1.18, mostramos que o conjunto S € linearmente dependente.

1.5 Base de um Espaco Vetorial

Nesta secao veremos que podemos encontrar dentro de um espaco vetorial V'
um conjunto de vetores LI e que gera V. Esse conjunto sera chamado de base

do espago vetorial.
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Definigao 1.21. Um conjunto {vy,--- ,v,} de vetores de V serd uma base de

V se:
i) {v1,- - ,v,} € LI
i) [v1, - 0] = V.
De acordo com o resultado a seguir, uma base caracteriza os vetores de um

espaco vetorial, pois vetores diferentes sao escritos de maneira distinta como

combinacao linear dos elementos da base.

Teorema 1.22. Dada uma base 5 = {vy,vq,--- ,v,} de V', cada vetor de V

¢ escrito de maneira unica como combinacao linear de vi,va, -+ ,U,.

Exemplo 1.23. Considere o espaco vetorial real R3. O conjunto
B =1[(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)] ¢ uma base de R,

Dado (x,y,2) € R?, entdo podemos escrevé-los como combinagdo linear dos

vetores em (3,
(x,y,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Logo 3 gera R3. E ainda é LI, pois:

(x,y,2) = 2(1+0+0)+y(0+14+0)+2(0+0+1) =(0,0,0)
= (x,y,2) = (0,0,0).
Ou seja, x =y = z = 0. Entao temos que B € linearmente independente em
R3 e gera o espaco R3.

Logo, B é uma base para R?, denominada base canénica.
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Exemplo 1.24. O conjunto {(1,0,0),(0,1,0)} nao € base de R>. E LI, mas
nio gera todo R3, isto €, [(1,0,0),(0,1,0)] # R3, pois, por exemplo, o

elemento (0,0,2) em R3 nao é gerado por esse conjunto.

Definicao 1.25. Seja V' um espaco vetorial real. Pode-se dizer que V' € um

espaco vetorial de dimensao finita se V' possut uma base finita.

Existem espagos que nao tém uma base finita. Isto acontece principalmente
quando trabalhamos com espacos de funcoes. Nestes casos, precisamos de um
conjunto finito de vetores para gerar o espago. Isto nao quer dizer que estamos
trabalhando com combinacoes lineares infinitas, mas sim, que cada vetor do
espaco é uma combinacao linear finita daquela base infinita. Ou seja, para
cada vetor, podemos escolher uma quantidade finita de vetores da base para,

com eles, escrever o vetor dado.

Um conjunto gerador de um espago vetorial contém uma base desse espaco.

Teorema 1.26. Sejam vy, vs, -+ ,v, vetores nao nulos que geram um espaco

vetorial V. Entao, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Demonstracao. Se vi,v9, -+ ,v, sao linearmente independentes, entao eles
cumprem as condicoes para uma base, e nao temos mais nada a fazer. Se
v1, V9, - -+, U, sao linearmente dependentes, entao existe uma combinacao li-

near deles, com algum coeficiente diferente de zero, dando o vetor nulo
a1v1 + asve + - - - + ayv, = 0.

Seja, por exemplo, x, # 0. Entao podemos escrever

— —a2 —Qp-1
Uy = v+ (2 i
an an Qn
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ou seja, v, € uma combinacao linear de vy, - - - , v,,_1 €, portanto, vy, v9, -+ ,Up_1
ainda geram V. Se vy,--- ,v,_1 for LD, entao existe uma combinacgao linear
deles dando o vetor nulo e com algum coeficiente diferente de zero; portanto,
poderemos extrair aquele vetor que corresponde a este coeficiente. Seguindo
desta forma, apés uma quantidade finita de estagios, chegaremos a um sub-
conjunto de {wvy,--- ,v,}, formado por r(r < n) vetores LI v;1,v;9, - , i,

que ainda geram V/, ou seja, formaremos uma base. ]

O maior conjunto LI de um espaco vetorial tem o mesmo ntimero de ele-

mentos que o gerador desse espaco.

Teorema 1.27. Seja um espago vetorial V' gerado por um conjunto finito
de vetores vy,vy, -+ ,v,. FEntao, qualquer conjunto com mais de n vetores

¢ necessariamente LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no mdximo n

vetores).

Demonstragdo. Como [vy,--- ,v,] = V, pela proposicao anterior, podemos
extrair uma base para V de vy,---,v,. Seja vy, ---,v,,r < n, esta base.
Consideremos agora wq,ws - -+ , W,,, m vetores de V., com m > n. Existem,

entao, constantes a;;, tals que

\
w; = a;v1 + apvy + -+ av,
W9y = Q@a91V1 -+ a9Uy —+ -+ + a9,
(1.2)
Wy = GmiU1 + QU2 + - AUy )
Consideremos agora uma combinacao linear de wq, - - - , w,,, dando zero,

0= T1W1 + Tows + « + + + Ty Wy (13)
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Substituindo as relacoes 1.2 e 1.3 e coletando os termos, obtemos,

0 = (allxl + a91T9 + -+ amlxm)vl +
+ (algxl + a92T9 + -+ amgxm)UQ +
+ (a1 + anTe + 0 )V
Como vy, v9, -+ , v, sao LI, entao
(
a11x1+a21x2+---+am1xm = 0
{
| a1+ ayre £t apyry = 0

Temos entao um sistema linear homogéneo com r equacoes e m incégnitas
X1, ,Tm €, como r < n < m, ele admite uma solucao nao trivial, ou seja,

existe uma solucao com algum z; nao nulo. Portanto wy,--- ,w,, sao LD. [

Corolario 1.28. Qualquer base de um espaco vetorial tem sempre o mesmo

numero de elementos.

O corolario 1.28 nos permite definir dimensao de um espacgo vetorial.

Definicao 1.29. Sejam V um espaco vetorial e o uma base qualquer de V. O

numero de elementos de v € chamado de Dimensao de V', e denotado dimV .

Exemplo 1.30. Seja o espaco vetorial V = R2.
Como {(1,0),(0,1)} e {(1,1),(0,1)} sao bases de V. Entdao dim V = 2.

Exemplo 1.31. Seja o espaco vetorial W = R3.

Logo, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é base de W. Entdo, dim W = 3.

Todo conjunto LI faz parte de uma base. Este resultado é dado pelo

teorema do completamento de base descrito abaixo.
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Teorema 1.32. Qualquer conjunto de vetores LI de um espaco vetorial V de

dimensao finita pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Demonstragdo. Seja dim V. = n e wy,---, v, vetores LI. (Observe que, pelo
teorema 1.27, r < n). Se [vy,---, v,] =V, entdo {vy, -, v,} forma uma
base, e ndo temos mais nada a fazer (neste caso, n = r).

Se existe v,11 € V tal que v,41 € [v1, -+ ,v,], isto é, v,41 Ndo é uma com-
binagao linear de vy, -« - , v, entdo {vy,va, -+ , v, U401} € LI Se
[v1,v9, -+ ,Up, 1] = V, entdao {vy, - ,v.41} é a base procurada. Caso
contrario, existe v,,9 € [v1,--+ ,v.41] €, entdo, {vy, -+, U1, 000} é LI Se
[v1, -+ , Va1, Urao] NOSSA prova estd concluida. Se nao, prosseguimos usando
o mesmo argumento. Como nao podemos ter mais do que n vetores LI em V
(veja o teorema 1.27), apés um numero finito de passos teremos obtido uma

base de V' que contém os vetores dados. ]

Corolario 1.33. Se dim V = n, qualquer conjunto de n vetores LI formard

uma base de V.

Por exemplo, seja o espaco vetorial V = R2?, e v; = (1,1) e v = (0,1)
vetores de V', com a, 5 € R.

Neste caso, temos que

avy + Pvy = (0,0)
a(l,1)+ p4(0,1) = (0,0)
(a, 8) = (0,0).
Logo, a = = 0. Ou seja, os vetores v; e vy sao LI. Portanto, pelo corolario

anterior vy, V4 é uma base de R%2 e dim V = 2.
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1.6 Mudanca de Base

Uma das caracteristicas de uma base § de um espaco vetorial V' de dimensao
finita é essencialmente que ela nos permite introduzir coordenadas em V.
Assim, as coordenadas de um elemento u de V' em relacao a base [ serao
os escalares que servem pra representar v como uma combinacgao linear dos

elementos da base ordenada (.

Se [ é uma base arbitraria do espaco vetorial V' de dimensao n, nao teremos
nenhuma ordenacao natural para os elementos de (3 e serd portanto necessario
impormos uma certa ordem sobre esses elementos antes de podermos definir

as coordenadas de um elemento de V' em relagao a (.

Definicao 1.34. Seja S um conjunto de n elementos. Uma ordenagao do
conjunto S, € uma funcao do conjunto dos inteiros positivos 1,---, n sobre

o conjunto S.

Desse modo, uma ordenacao do conjunto é simplesmente uma regra para
nos dizer que elemento deve ser considerado como primeiro elemento de .S,

que elemento é o segundo, e assim sucessivamente.

Uma base ordenada de um espaco vetorial V' de dimensao finita é uma

base S de V, mais uma ordenacao fixa dos elementos de f3.

Teorema 1.35. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R e 5 =
{v1,--+ ,v,} uma base ordenada de V. Entao, todo elemento de V é escrito
de modo unico como uma combinacao linear dos elementos de (3, isto €, dado

o elemento u € V temos que existe uma unica n-upla (¢, , ¢, -+ ,¢,) € R
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tal que
n
u = Z Civ;.
i=1

Dizemos que ¢; € a i-ésima coordenada do elemento u com relacao a base

ordenada (3.

Para visualizar a demonstracao do teorema 1.35, procure na referéncia [12]

Defini¢do 1.36. Sejam 8 = {uy,--- ,u,} e B = {wy,--- ,w,} duas bases
ordenadas de um mesmo espaco vetortal V. Dado um vetor v € V', podemos
escrevé-lo como:

U =21U1 F -+ TpUy, (1.4)

v =ywr + -+ Ypwy,. (1.5)

Como podemos relacionar as coordenadas de v em relacao a base (3,

wlg=1 1 |,

Ln

com as coordenadas do mesmo vetor v em relacdo a base [3'

21
[v]g =

Yn

Ja que {uy,--- ,u,} € base de V', podemos escrever os vetores w; como com-
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binacdao linear dos uj, isto €,

4
w; = apjpul + auy + v+ QpiUy
Wy = aU1 + AUy + -+ AUy
{ ) (1.6)
L Wy, = aipUj + AonpUg + -+ ApnUnp

Substituindo em 1.5 temos:

v o= Yywr o YpWy
= yilanuy + -+ amuy) + o+ yalaaur o+ apnty) -
= (anyr +- - Fapy)ur + -+ (@uyr + -+ QoY)
Masv = ziu; + -+ 4+ x,u,, € como as coordenadas em relacao a uma

base sao unicas, temos:

r1 = anyyr + apy: + - 4+ awmn

Tn = Aap1Y1 + an2Y2 + -+ ApnYn

Em forma matricial

T aip -+ Qip U1
L anl Ann Yn
Isto €, denotando
ailp a2 -+ Qp
g as1 Q22 -+ Q2p
[I]ﬂ = )
an1 Aap2 Ann
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temos
[wls = (115 [v]s.

A matriz [I]gl ¢ chamada de mudanca de base 8 para a base [3.

Compare [[]gl com (88) e observe que esta matriz € obtida colocando as
coordenadas em relacao a 8 de w; na i-ésima coluna. Note que uma vez obtida
[I]gl podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em relacao a base

B, multiplicando a matriz pelas coordenadas de v na base [ (supostamente

conhecidas).

Exemplo 1.37. Considere o espaco vetorial real R®. Determine a matriz de
mudanga de base, [I]7, da base candnica 5 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} para
a base ordenada v = {(1,1,1),(1,0,1),(1,0,—1)}.

Vamos escrever cada elemento da base canonica B como uma combinagao

linear dos elementos da base -,

e; = (1,0,0) = pui(1,1,1) + pau(1,0,1) + psi (1,0, —1)
ea = (0,1,0) = p1a(1,1,1) + po(1,0,1) + p32(1,0, —1)
es = (0,0,1) = pi3(1,1,1) 4+ pa3(1,0,1) + ps3(1,0, —1),
obtendo trés sistemas lineares, que podem ser resolvidos pelo processo do es-

calonamento. Assim, temos que

0 1 0
m= |t -1
1 1
2 0 —3
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Logo, podemos verificar que

11
v

;= |10

11

1
0
—1

Portanto, concluimos que [I]g[[]g = [I]. Sendo que [I] € a matriz identi-

dade de ordem 3.



CAPITULO 2

Diagonalizacao de operadores lineares

Neste capitulo, serd apresentado uma das mais importantes ferramentas uti-
lizadas neste trabalho, que é a diagonalizacao de operadores lineares. Além
disso, veremos também transformacoes lineares de um espagco vetorial, matriz
de uma transformacao linear e isomorfismo. Ainda neste capitulo, mostra-
remos autovalores e autovetores de um operador linear e de uma matriz,
multiplicidade algébrica e geométrica e finalmente a diagonalizacao, onde en-
contraremos uma matriz equivalente a uma inicial, porém de forma mais

simples.

Este capitulo foi desenvolvido através das referéncias [1], [12], [5] e [2].

2.1 Transformacoes Lineares

Nesta secao, veremos que a aplicacao que preserva as operacoes do espaco
vetorial de um espacgo vetorial em outro espaco vetorial, é denominado de

transformacao linear.
Definicao 2.1. Sejam V e W dois espacos vetoriais. Uma Transformagao
Linear (ou aplicag¢ao linear) € uma funcao de V.em W, T :V — W, que

satisfaz as sequintes condicoes:
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1. Quaisquer que sejam u e v em V.

T(u+v)=T(u)+T(v).

2. Quaisquer que sejam k € R ev eV,
T(kv) = kT (v).

Exemplo 2.2. Sejam os espacos vetoriais V =R e W = R.

Considere T : R — R
u — au  ou T(u)=au.

Temos que
Tu+v)=alu+v)=au+aov="T(~u)+T(v)
, isto €, T satisfaz a propriedade 1 da definicao 2.1, e como
T(ku) = a(ku) = k(au) = kT (u),
ou seja, T satisfaz a propriedade 2 da definicao 2.1. Logo T é uma trans-
formacao linear.

Mas ainda, toda transformacao linear de R em R s6 pode ser deste tipo.
De fato, T'(x) = T(z-1) e como T é uma transformacao linear e x um escalar,
T(x-1)=2x-T(1). Chamando T'(1) = a, temos T'(z) = az.

Exemplo 2.3. Seja T : R — R definida por T'(u) = u?.

Pode-se concluir que T nao € linear, pois,

T(u+v)=(u+v)*=u>+2uv+ v

T(u) + T(v) = u* +v%
Portanto, T(u +v) # T (u) + T'(v).
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Exemplo 2.4. Considere os espacos vetoriais V =R? e W =R3, e

T:R? — RS
(z,y) — (22,0,2+y) ou T(r,y) = (22,0,z+y).

Tem-se que:

T(u+v) = T((x1,91) + (x2,92)) = T'(x1 + 22,91 + y2)
= (2(z1 +2),0, (v1 + 22) + (y1 + y2))
= (221,0,21 +y1) + (222,0, 22 + y2)
= T(u) + T(v) isto €,

Tu+v) = T(u)+T(v).

Logo, a propriedade 1 da definicao 2.1 € satisfeita. Mais ainda,

T(ku) = T(k(z,y))
= T(kx, ky)
= (2kz,0,kx + ky)
= k(2z,0,z +v)
kT (w),
e a propriedade 2 da definicao 2.1 € satisfeita. Entao T é uma transformacao

linear.

Uma transformacao linear é completamente determinada conhecendo seu

valor nos elementos de uma base.

Teorema 2.5. Dados dois espagos vetoriais V e W e uma base de V', {vy, -+ ,v,},
sejam wi, - - - , Wy, elementos arbitrdarios de W. Entao existe uma unica aplicacdao

linear T :' V. — W tal que T(vy) = wy,---,T(v,) = w,. Esta aplicacio é
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dada por: se v =ayv1 + -+ + a,v,, entao
Tw) = a1T(v1) + -+ a, T (vy)
= w1+ -+ apWwy,.

Definicao 2.6. Seja T : V. — W wuma aplicacao linear.

1. A imagem deT" é o conjunto dos vetores w € W tais que existe um vetor

v eV, que satisfaz T'(v) = w. Ou seja,
Im(T)={weW; T(v)=w, veV}

2. O conjunto de todos os vetores v € V tais que T(v) = 0 € chamado de

nicleo de T, sendo denotado por ker(T). Isto é
ker(T)={veV; T(v)=0}.

Exemplo 2.7. Determinar o nicleo da transformacao linear
T: R* — R
(x,y) — T(x,y) =3x+2y .
Observe que,

T(x,y) =3x+2y=0

Logo, o nicleo é formado pelos pontos y = (x, —%ZU), VxeR.

Exemplo 2.8. Seja a transformacao linear
T : R? — R
(x,y) — = + v.
Neste caso temos ker T = {(x,y) € R* x +y = 0}, isto é, ker T ¢

a reta y = —x. Podemos dizer ainda que ker T = {(z,—z); x € R} =

{x(la _1); 2 R} - [(17 _1)]
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for 5

ImT =R

Figura 2.1: Fonte: figura retirada da referéncia [2].
Além disso, Im T =R, pois dado w € R, w =T (w,0). Ver a figura 2.1.

Proposicao 2.9. Seja T : U — V uma transformacao linear. Entao:
i) Ker(T) é um subespaco vetorial de U;
i1) A transformacao linear T € injetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.
iit) Im(T) € um subespacgo vetorial de V.

Exemplo 2.10. Seja a transformagao linear T : R® — R? dada por Tz, vy, 2) =
(x,2y,0). Entdo a imagem de T
Im(T) = {(z,2y,0): z, y € R}
= {z(1,0,0) +4(0,2,0) : z, y € R}
= [(1,0,0),(0,2,0)].
Observe que dim Im(T) = 2.
O nucleo de T € dado por:
ker(T) = {(w.5.2): T(w,y,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2): (2,29,0) = (0,0,0)}
= {(0,0,2): z € R}
= {2(0,0,1): z € R}
= [(0,0,1)].
Observe que dim ker(T) = 1.
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O resultado a seguir diz que, o ntucleo e a imagem de uma transformacao
linear tem uma estrutura de espaco vetorial. Além disso, apresentamos uma

outra caracterizacao de transformacoes lineares injetoras.

O teorema abaixo é um dos resultados mais importantes de algebra linear.
Ele relaciona as dimensoes do ntucleo e da imagem de uma transformagcao

linear com a dimensao do espaco vetorial.

Teorema 2.11 (Teorema do Nicleo e da Imagem). Sejam U e V' espacos
vetoriais de dimensao finita sobre R. Dada uma transformacao linear T :

U—V, entao
dim U = dim Ker(T) + dim Im(T).

Demonstragdo. Seja 1 = {uy,- -+ ,u,} uma base de Ker(T'). Essa base pode
ser estendida a uma base S = {uy,- -+ ,u,, vy, -+ ,v5} de U conforme o teo-

rema do completamento.

Mostremos que 5 = {T'(v1),---,T(vs)} é uma base de Im(T).

a) Dado v € Im(T), existe u € U tal que T(u) = v. Mas u é combinagao
linear de 3y : u = ayuy + - - - + o uy + B1vg + - - - + Bsv,, com o0s o e 0s 3 em

R, ja que Py é base de U. Logo:

v = T(aug + -+ apuy + frog + -+ + Bsvs)
= al'(w) + -+ aT(u) + 5T (v1) + -+ + BT (vs)
= 01T (v1) + -+ BT (vs),
pois como uy, -+ ,u, € Ker(T), entdo suas imagens, por 7', sao nulas. Entao

[B] = Im(T).
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b) Suponhamos /T (vy) + -+ + BT (vs) = 0 com fy,---, s € R. Entao

prvr + -+ - + Bsvs € Ker(T). Logo existem aq, - -+, a, € R de maneira que:
Bivy + -+ + Bsvs = aquy + - - + U,
Dali, temos que
aiug + -+ oty + (=)o + -+ (=Fs)vs = 0.

Como o conjunto By é LI, podemos concluir que todos os escalares da tultima

igualdade sao nulos. Em particular 51 = 8y = --- = 5 = 0. Portanto, B é

LI.

Para terminar a demonstragao, basta observar que, como dim Ker(T) =r,
dim U =r+sedim Im(T) = s, entdao dim U = dim Ker(T)+ dim Im(T).
]

2.2 Matriz de uma Transformacao Linear

Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao n e m, respectivamente, sobre

R. Consideramos uma transformagao linear 7' : U — V. Dadas as bases

B =A{uy, - ,u,} de U ey ={vy, - ,v,} de V, entdo cada um dos vetores
T(uy),---,T(uy,) estda em V e consequentemente ¢ combinagao linear da base
v:
T(u1) = apvr + anve + + U,
T(ug) = ag2v1 + Qs + + QU
= + + i+
T(u,) = v + agve + + Qmnm,
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ou simplesmente,
m
T(uj) = E ;v (j=1,2,--- n),
i=1
onde os «;; estao univocamente determinados.

Definicao 2.12. A matriz m x n sobre R,

( 11 G2 - Uqp \
o1 o2 -+ Qop
(Qij)mxn = :
\ Om1 Gm2 - Oy /

que se obtém das consideracoes anteriores é chamada matriz deT' em relacao

as bases B e y. Usaremos para indicar essa matriz a nota¢ao:

(715

Notas:

1. Se T' é um operador linear e considerarmos [ = -, entao diremos apenas
matriz de T" em relacao a base  para indicar a matriz acima definida e

usaremos a notagao [T]g para representé-la.

2. Sempre que nao haja dividas quanto ao par de bases que estamos consi-
derando escreveremos apenas [T'] para indicar a matriz de T' em relagao

a esse par de bases.

Exemplo 2.13. A matriz de T : R® — R? dada por T(z,y, 2) = (z+y, y+2),

em relacao as bases
B = {u; =(1,0,0); up =(0,1,0); uz=(0,0,1)}; e
= {Ul = (170); U2 = (07 1)}7
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Logo,

Exemplo 2.14. Seja U um espago vetorial sobre R e seja I o operador

idéntico de U. Dadas as bases B ey de U, determinaremos entao [I]g

Suponhamos = {uy,--- ,u,} ey ={vy, -+ ,v,}. Entao, se [I]fj = (auj),

Iw) =w = onvr + -+ + anivy

](un) =U, = QuuU1 + -+ + QpyUp,

0 que mostra que [I]g ¢ a matriz de mudanga da base 3 para a base 7.

2.3 Isomorfismo

Nesta secao, veremos que a transformacao linear bijetora de um espaco veto-
rial em outro espaco vetorial, ¢ denominada de Isomorfismo. E também, que
a transformacao linear de um isomorfismo em outro isomorfismo é chamada

de automorfismo.

Definicao 2.15. Entende-se por isomorfismo do espago vetorial U no espaco
vetorial V- uma transformacao linear T : U — V que seja bijetora. Um

wsomorfismo T : U — U é um automorfismo de U.
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Exemplo 2.16. O operador idéntico I : U — U dado por I(u) = u para

todo vetor u do espaco vetorial € trivialmente um automorfismo de U.

O resultado abaixo mostra que em dimensao finita todos os espagos veto-

riais de mesma dimensao tém as mesmas propriedades de algebra linear.

Teorema 2.17. Dois espacos vetoriais U e V' de dimensao finita sao isomor-

fos se, e somente se, dim U = dim V.

Demonstragdo. A demonstracao pode ser vista na referéncia [5]. O

2.4 Autovalor e Autovetor de um Operador Linear

Nesta secao, iremos definir autovalor e autovetor de um operador linear, e

também apresentar teoremas e exemplos com a aplicacao da definicao.

Definicao 2.18. Sejam V um espaco vetorial real e T : V. — V' um operador
linear. Se existirem v € V, nao-nulos, e A € R tais que T'(v) = Mv, entao
o escalar A € R ¢ um Autovalor de T e o elemento v € um Autovetor de T

associado ao autovalor \.

Exemplo 2.19. Considere o espaco vetorial R?>. A transformacdo linear
T : R2 — R2
(xay) — T(x7y) - (y7$)7
¢ a reflexao em torno da reta r dada pela equacaoy = x.

Assim, para qualquer elemento v = (x,y) € r nao-nulo, temos que

T(z,y) = T(x,z) = 1(z,x).
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Portanto, qualquer elemento v = (z,y) € r ndao-nulo € um autovetor de T
associado ao autovalor A = 1.

De modo andlogo, qualquer elemento v = (x,y) € s, ndo-nulo, onde s € a
reta dada pela equacaoy = —x, é um autovetor de T" associado ao autovalor
A = —1. De fato,

T(x,y) = T(x,—z) = (—z,z) = —1(z,y).

Teorema 2.20. Sejam V' um espaco vetorial real, T'" um operador linear sobre
V e v um autovetor associado ao autovalor A. Entao, qualquer elemento

w = av, com a € R nao nulo, também é um autovetor de T' associado a .

Definicao 2.21. Sejam V' um espaco vetorial real e T um operador linear.

Fizando um autovalor A do operador T', o subconjunto
Vi = {veV : T(v) = M}
¢ denominado subespago (ou autoespago) associado ao autovalor \.

Podemos observar que o subconjunto V), é igual ao subespago Ker(T—\I,).

De fato, tomando um elemento v € V) temos que
Tw) = v & (T-X,)v =0, & ve Ker(T—\,).

Logo, temos que V), = Ker(T—\1,). Assim, provamos que V) é um subespaco
de V, pois sabemos que o nucleo de um operador linear é um subespaco de

V.

Exemplo 2.22. Sejam V' um espaco vetorial real, T wm operador linear sobre
V e X um autovalor do operador T'. Podemos verificar que o subespaco Vy €

invariante sob T, isto €, T'(v) € V) para todo v € V.
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2.5 Autovalor e Autovetor de uma Matriz

Nesta secao, veremos algumas defini¢oes, teoremas, proposicoes e exemplos

de autovalores e autovetores de uma matriz.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R, digamos que
dim(V) = n, e T um operador linear sobre V. Encontraremos os autovalo-
res do operador 71" através do cédlculo de determinantes. Queremos encontrar
escalares A € R de modo que a equagao T'(v) = Av tenha solugdo v € V', nao

nula. A equacao T'(v) = v pode ser escrita na forma: (7" — Al,)(v) = 0,.

A equac@o acima terd solu¢do v nao nula se, e somente se, Ker(T — \1,) #
{0,}. Assim, se A = [T]g é a representacdo matricial do operador T', com
relacao a alguma base ordenada de V', entao a matriz A— A1, é a representacao
matricial para o operador T — AI,. Desse modo, a matriz A — A\I,, deve ser
singular, isto é, det(A — \I,,) = 0.

Portanto, A € R é um autovalor do operador 1" se, e somente se, satisfaz a
equacao

det(A — \,) = 0.

Desse modo, dada uma matriz A de ordem n sobre R, vamos definir um
autovalor de A como sendo um autovalor do operador linear T4 sobre R
associado & matriz A, isto é, A = [TA]g, onde [ é a base canonica de R.
Portanto, os autovetores da matriz A, associados ao autovalor A, sao solugoes
nao nulas da equacao T4 (v) = v, representadas como matriz coluna. Assim,

seu = (x1,--+,x,) € R éum autovetor de Ty associado ao autovalor A € R,
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isto é, Ta(v) = Au, temos que

AX = AX, onde X = C | e M« (R),

isto é. Note que [u]pg = X.

Definicao 2.23. Seja A uma matriz de ordem n sobre R. Um autovalor da

matriz A € um escalar A € R tal que a matriz (A — \l,,) seja singular.

Equivalentemente, A é um autovalor de A se, e somente se, det(A—\I,) =
0. Evidentemente, os autovalores de A sao exatamente os escalares A € R que
sao raizes do polinémio p(A) = det(A—AI,). O polinomio p(\) é denominado

Polinomio Caracteristico da matriz A, que é um polinémio de grau n.

Definicao 2.24. Sejam A, B € M, (R). Dizemos que a matriz B é similar
ou semelhante a matriz A, se existe uma matriz invertivel P € M,(R) de

maneira que B = P1AP.

Note que matrizes similares possuem a seguinte propriedade:
det(B) = det(P71AP)
= det(P~1)det(A)det(P)
= det(A).
Esta propriedade nos leva ao seguinte resultado, que é muito importante no

estudo de autovalores.

Teorema 2.25. Matrizes similares possuem o mesmo polinomio caracteristico.
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Demonstracao. Considerando que a matriz B é similar a matriz A, isto é,

existe uma matriz P invertivel tal que B = P !AP. Assim, obtemos

p(A) = det(B — AI,)
= det(P"YAP — AP~'P)
et(P~1(A — \I,)P)
(
(

I
<%

= det(P1)det(A — \I,,)det(P)
= det(A — \I,),

o que completa a demonstracgao. ]

O teorema 2.25, nos permite definir o polinomio caracteristico do operador
linear 7" como sendo o polindémio caracteristico da matriz A = [T]g, que é a
representacao matricial do operador T em relacao a qualquer base ordenada
£ de V. Para isso, vamos precisar do seguinte resultado que sera apresentado

no teorema a seguir.

Teorema 2.26. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R, T

um operador linear sobre V', B e a bases ordenadas de V. Entao,

[T]; = [NTIal1:.

Definicao 2.27. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R,
T wm operador linear sobre V e B uma base ordenada de V. Definimos o

Determinante do operador T da sequinte forma: det(T) = det([T]g).

Exemplo 2.28. Considere o espago vetorial Py(R) e o operador T sobre Py(R)
definido por: T(p(z)) = p(z)+ zp (z). Considerando a base canénica B =
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{1, z, 2%}, temos que
1 00
[T5=10 2 0

| 00 3 |
Assim, det(T) = det([T]g) = 6. Logo, o operador T ¢ invertivel, pois
det(T) # 0.

Definicao 2.29. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R e T
um operador linear sobre V. Definimos o polinomio caracteristico do operador

T como sendo o polinomio caracteristico da matriz [T]g em relacao a qualquer

base ordenada [ de V.

Exemplo 2.30. Considere o espago vetorial Py(R) e o operador T sobre Py(R)
definido por: T(p(z)) = p(x) +xp (z). Considerando a base candnica B =
{1, 2,22} do exemplo 2.28, temos que o polinémio caracteristico do operador

T € dado por:
p(A) = det(A—XI) = (1=XN)(2—=XN)(3—=N),

logo A = [T]g, onde (3 € a base candnica de Py(R).

Proposicao 2.31. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R,
digamos dim(V') = n, e T um operador linear sobre V. Entao, os autovalores
do operador linear T sao os escalares A € R que sao raizes do polinomio

caracteristico da matriz A = [T]g em relacao a qualquer base ordenada 3 de

V.

Exemplo 2.32. Considere o operador linear T sobre Po(R) definido por:

T(p(z)) = (L+2)p(z)+p (2).
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Determine os autovalores do operador linear T'.

Temos que A = [T]g, onde B = {1,z,2°} € a base canonica de Py(R),
¢ dada por:
(01 2]
T5=101 2

| 00 2]

Desse modo, o polinomio caracteristico do operador T’ € dado por:

p(A) = det(A—X) = =A1—=XN)(2—-X)
Portanto, os autovalores de T sao Ay = 0, g = 1 e A3 = 2.
Como Ny = 0 € um autovalor do operador linear T', podemos observar que
Vi, = Ker(T).

Assim, o operador linear T' ndo € um operador injetor.

Exemplo 2.33. Considere o espaco vetorial real R? com a base ordenada

7= {(171)7 (_171)}

Temos que a matriz A = [T']] é dada por:
11 95 1

A= =
21 -3 1

Portanto, o polinomio caracteristico do operador T' é dado por:

5! 1

p(\) = det(A—\I) = (§—A> <§—>\>+§ = M —3\+2

Fazendo N> — 3\ +2 = 0, temos que:

A = 2 e )Xy = 1 sao os autovalores associados a matriz A.
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Agora para determinar os autovetores associados ao autovalor Ay = 2,
temos que determinar os elementos nao-nulos (z,y) € R? tais que T(x,y) =
2(x,y). Fquivalentemente, temos que encontrar os elementos ndo nulos do
nicleo do operador (T — 2I). Desse modo, temos que obter a solu¢do do

sequinte sistema linear

2 2 x 2x Oz + 2y = 0
— —
01 Y 2y + vy = 0.
Portanto, os autovetores associados a \y = 2 sao do tipo vi = (x,0), com
x # 0. Desse modo, podemos escolher vi = (1,0) o autovetor associado ao
autovalor Ay = 2.
Para determinar os autovetores associados ao autovalor Ay = 1, temos
que determinar os elementos nao-nulos (x,y) € R? tais que T(x,y) = (z,y).

FEquivalentemente, temos que encontrar os elementos nao-nulos do nicleo do

operador (T'—I). Desse modo, temos que obter a solug¢do do sequinte sistema

linear
2 2 x x
= — x + 2y = 0.
01 Y Y
Portanto, os autovetores associados ao autovalor \a = 1 sao do tipo v9 =
t(—=2,1), para t € R nao-nulo. Assim podemos escolher vo = (=2,1) o
autovetor associado ao autovalor Ay = 1.

Exemplo 2.34. Considere a matriz A € M3(R) dada por:
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Determine os autovalores e os autovetores da matriz A.

Seja T4 o operador linear sobre R? associado a matriz A, isto é,
Ty(z,y,z) = er4+y+2,20+3y+4z,—x—y—2z).

Assim, A = [TA]g, onde B € a base canonica do R®. Desse modo, os autova-
lores da matriz A sao os autovalores do operador linear T4, e 0s autovetores

sao os autovetores do operador T4, representados como matriz coluna.

Temos que o polinomio caracteristico da matriz A = [TA]g é dado por:
2—X 1 1
p(A) = det(A—\I) = 2 3= 4 = —(A=1)(A+1)(A=3) .
-1 -1 =-2-A

Os autovalores da matriz A sao Ay = 1, Ay = —1 e X3 = 3.

Para determinar os autovetores associados ao autovalor Ay = 1, temos
que encontrar os elementos nao-nulos do nicleo do operador (Ta—1). Assim,

temos que obter a solucao do sequinte sistema linear

B T B 7] B T (

2—1 1 1 x 0 r + y + z =0
2 3-1 4 y| = 10| = § 202 + 2y + 42 = 0 -
_—1 —1 —2—1_ | 2 _O_ |~z — Y — 3z =0
Adicionando a primeira equacao e a terceira equacao encontramos z = 0,

assim as duas primeiras equacoes ficam reduzidas a equacao x + y = 0.

Portanto, os autovetores associados a Ay = 1 sdo do tipov; = t(1,—1,0),
com x # 0. Assim, podemos escolher vi = (1,—1,0) o autovetor associado
ao autovalor \y = 1. De modo andlogo, obtemos os autovetores associados

ao autovalor Ao = —1 que sdo do tipo v = t(0,1,—1), e o0s autovetores
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associados ao autovalor A3 = 3 que sdo do tipo v3 = t(—2,—3,1) para

t € R nao-nulo.

Portanto, podemos representar os autovetores da matriz A por:

| x | | 0 ] I —2z |
Xi1=| -z |, Xo= y | eXs=| -3z |,
L O . L —y . L < .
para x,Yy,z € R | nao nulos, associados aos autovalores \y = 1, A\y = —1 e

A3 = 3, respectivamente.

Observe que A é uma matriz quadrada de ordem 3 e seus autovetores sao

matrizes coluna de ordem 3 x 1.

2.6 Multiplicidade Algébrica e Geométrica

Nesta secao, vamos definir multiplicidade algébrica e geométrica, onde apre-

sentaremos dois exemplos.

Definicao 2.35. Definimos a multiplicidade algébrica de um autovalor X
como sendo a quantidade de vezes que ele aparece como raiz do polinomio

caracteristico.

Definicao 2.36. Definimos a multiplicidade geométrica de um autovalor A\

como sendo a dimensao do subespaco V) associado a ele.

Exemplo 2.37. Considere a matriz A € M3(R) dada por:
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Determine os autovalores e os autovetores da matriz A.

Seja T4 o operador linear sobre R3, associado a matriz A, isto é,
Ta(z,y,2) = 2z —y+2 3y—=2, 2x+y+32).

Assim, A = [TA]g, onde B € a base canonica do R®. Desse modo, os autova-
lores da matriz A sao os autovalores do operador linear Ty, e 0s autovetores

sao autovetores do operador Ty, representados como matriz coluna.

Temos que o polinomio caracteristico da matriz A = [TA]g ¢ dado por:
2—-X\ -1 1
p(A) = det(A—=X) = | 0 3-Xx —1|=-(A=2)A=2)(A—4).

2 1 3=

Os autovalores do operador Ty sao \y = 2 com multiplicidade algébrica igual
a2, ey = 4 com multiplicidade algébrica igual a 1.
Para determinar os autovetores associados ao autovalor Ay = 2, temos

que encontrar os elementos nao-nulos do nicleo do operador (T'a—2I). Desse

modo, temos que obter a solucao do sequinte sistema linear

(9 1 1] [2] [ 22 | ([ 4z =0

0 3 -1 Y = 2y — X y — 2z =0

_2 1 3_ | 2| _2z_ \2x+y+z:0
Assim, obtemos a solucao z = y = —x. Portanto, os autovetores associados
ao autovalor \y = 2 sdo do tipo vy = (x,—x,—x) com x # 0. Desse modo,
o autovalor \y = 2 tem multiplicidade geométrica igual a 1. De maneira

andloga, obtemos que os autovetores associados ao autovalor s = 4 sao do
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tipo vy = (x,—z,x), comx # 0. Note que o autovalor Ay tem multiplicidade

geométrica gual a 1.

Finalmente, os autovetores da matriz A sao representados da sequinte

forma: ] )
x
X1 = | -2
L _CU -
para x € R nao-nulo, sao os autovetores associados ao autovalor \y = 2,

que possut multiplicidade algébrica tqual a 2 e multiplicidade geométrica iqual

a 1. Desse modo, temos que AX; = MXj.

_ ) -
Xy = | —x
L x -
para x € R nao-nulo, sao os autovetores associados ao autovalor o = 4,

que possut multiplicidade algébrica iqual a 1 e multiplicidade geométrica igual

a 1. Desse modo, temos que AXy = X Xo.

Portanto, podemos escolher os sequintes autovetores para a matriz A

1 1
X = —1 e Xy = —1
-1 1

assoctados aos autovalores Ay = 2 e Ay = 4, respectivamente.
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Exemplo 2.38. Considere a matriz A € M3(R) dada por:
(211
A= 1232

3 3 4
Determine 0s autovalores e 0s autovetores da matriz A.

Seja Ty o operador linear sobre R3, associado a matriz A, isto é,
Ta(x,y,2) = r+y+2z, 20+3y+ 2z, 3v+3y+4z).

Assim, A = [TA]g, onde B € a base canoénica do R®. Desse modo, os autova-
lores da matriz A sao os autovalores do operador linear Ty, e 0s autovetores

sao autovetores do operador Ty, representados como matriz coluna.

Temos que o polinomio caracteristico da matriz A = [TA]g ¢ dado por:

pA) = det(A—X) = | 2 3-x 2 | = -OA=DA-1)A-17).

Os autovalores do operador Ty sao \y = 7 com multiplicidade algébrica igual
al, ey = 1 com multiplicidade algébrica igual a 2.
Para determinar os autovetores associados ao autovalor \y = 7, temos

que encontrar os elementos nao-nulos do nicleo do operador (T'4x—TI). Desse

modo, temos que obter a solucao do sequinte sistema linear

B T B T (

211 x T or — y — 2z =0
2 3 2 y| = | Ty| = § 2 + 4y — 22 = 0 .

33 4 2 72 | =3z — 3y + 3z = 0
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Assim, obtemos a solucao y = 2x e z = 3x. Portanto, os autovetores
associados ao autovalor Ay = 7T sdo do tipo vi = 1(1,2,3) com t # 0.
Desse modo, o autovalor \y = 7 tem multiplicidade geométrica igual a

1. De maneira andloga, obtemos que os autovetores assoctados ao autovalor
Ao = 1 sao do tipo vo = a(1,0,—1) +b(0,1,—1), com a, b # 0. Note que o
autovalor \o tem multiplicidade geométrica igual a 2.

Finalmente, os autovetores da matriz A sao representados da sequinte

formas: -
x
X = 2x
L 3x -
para x € R nao-nulo, sao 0s autovetores associados ao autovalor \y = 7,

que possur multiplicidade algébrica iqual a 1 e multiplicidade geométrica igual

a 1. Assim, obtemos que AX7 = A\ X;.

_ ) ; _ . ;
Xy = 0| + y
L - . L _y .
para x, y € R nao-nulos, sao os autovetores associados ao autovalor oy = 1,

que possut multiplicidade algébrica igual a 2 e multiplicidade geométrica igual

a 2. Desse modo, temos que AXy = Mo Xs.

Portanto, podemos escolher os sequintes autovetores para a matriz A

X = 2 , Xo = 0 e X3 = 1
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onde X1 € o autovetor associado ao autovalor \y = 7, X9 e X3 sao os

autovetores associados ao autovalor g = 1.

2.7 Diagonalizacao de Operadores Lineares

Nesta secao, veremos que através de uma matriz A qualquer, podemos encon-
trar uma outra matriz B diagonal de mesma ordem e que serd equivalente a
matriz A. E ainda, a sua diagonal é formada pelos autovalores associados a

matriz A.

Teorema 2.39. Sejam A € M, (R), v uma base ordenada para o espago

vetorial R™ e T’y o operador linear sobre n associado a matriz A. Entao,
LA -1
[TA]'y = P AP7
onde P € a matriz de mudanca de base v para a base canonica 5 de n.

Exemplo 2.40. Sejam v = {(1,2), (1,1)} uma base ordenada para R?* e a
matriz A € My(R) dada por:

3 1
A =
0 1
Assim, temos que
11 . -1 1
P = [I]g = e P =
2 1 2 -1
Desse modo, obtemos
-1 1 31 11 -3 -3

[T4]] = P'AP = —
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Teorema 2.41. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R,
uma base ordenada para V', T um operador linear sobre V' e B uma matriz

similar a matriz [T]g Entao, existe uma base ordenada vy para V' tal que

Definicao 2.42. Sejam V' um espacgo vetorial de dimensao finita sobre R e
T um operador linear sobre V. Dizemos que T é um operador diagonalizdavel

se existe uma base ordenada [ para V' tal que [T]g ¢ uma matriz diagonal.

Definigao 2.43. Seja A € M, (R). Dizemos que A € uma matriz diagona-

lizavel se A € similar a wma matriz diagonal.

Exemplo 2.44. Considere a matriz simétrica A € My(R) dada por:

1 2
A =
2 1
Sabemos que seus autovalores sao Ay = 3 e Ay = —1 com os autovetores
assoctados
1 1
X1 = € X2 = )
1 -1
respectivamente.

Tomamos a matriz P e a matriz diagonal D dadas por:

1 1 3 0
1 —1 0 —1
Note que a matriz P foi construida a partir dos autovetores da matriz A e a

matriz diagonal D foi construida com os autovalores da matriz A.

Assim, temos que a matriz A € similar a matriz diagonal D, onde, A =

PDP L,



2.7 Diagonalizacao de Operadores Lineares 62

De fato, podemos verificar que

1 1 3 0
A:

N —
—_
|
—_

1 -1 0 —1

Portanto, a matriz A € diagonalizdvel.

Exemplo 2.45. Considere o espaco vetorial real R3. O operador linear T

sobre o R3 definido por T(x,y,z) = (3x — 42,3y + 52,—2) é um operador

diagonalizavel.
Temos que a matriz A = [T]g, onde B € a base canénica do R?, é dada por:
30 —4
A=103 5
| 00 -1

Assim, o polinomio caracteristico do operador T é dado por:

p(A) = det(A—X) = —(3—=X)*(1+N).
Portanto, os autovalores de T’ sao A\ = 3, com multiplicidade algébrica igual
a2, e \y = —1, com multiplicidade algébrica iqual a 1.

Podemos verificar que os autovetores associados ao autovalor \y = 3 sao
do tipov = (z,y,0) para z, y € R ndo-nulos. Assim, podemos escolher os
autovetores v1 = (1,0,0) evy = (0,1,0) associados ao autovalor Ay = 3.
Logo, o autovalor \y = 3 tem multiplicidade geométrica igual a 2.

Os autovetores associados ao autovalor Ay = —1 sao do tipo v =

(—4y, 5y, —4y) para y € R nao-nulo. Assim, podemos escolher o autovetor

vs = (—4,5,—4) associado ao autovalor Ay = —1.
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Portanto, temos que a matriz A = [T]g ¢ diagonalizdvel. Podemos veri-
ficar que
- - - - 4\ 1
1 0 -4 30 0 1 0 -4
A= 101 5 03 0 01 5
|00 —4] |00 -1 | 00 —4 ]

Assim, mostramos que T € um operador diagonalizdvel.

De modo andlogo, sabemos que T' é um operador diagonalizdvel, pois v =

{v1, va, v3,} € uma base para R de modo que [T]) ¢ uma matriz diagonal.

De fato, podemos verificar que

30 0
T]7 = {03 0
00 -1




CAPITULO 3

Produto Interno e Formas bilineares

Neste capitulo, os estudos estao voltados em propriedades de vetores relacio-
nadas a medidas e distancias, tais como, produto interno, norma, angulo, or-
togonalidade conjuntos ortonormais. Veremos o processo de ortonormalizagao
de Gram-Schmidt, além dos operadores lineares autoadjunto e ortogonal bem
como suas propriedades. E, ainda, apresentaremos as formas bilineares e as

formas quadraticas junto com a diagonalizagao dessas ultimas.

Nessa parte do trabalho focamos nas referéncias [12], [5], [14] e [2]. Entre-
tanto, nao vamos apresentar toda a teoria de produto interno e, por isso, caso

o leitor tenha interesse em aprofundar seus conhecimentos sobre o assunto

deve olhar as referéncias [12], [5], [2], [11], [8] e [6].

3.1 Produto interno

Nesta secao veremos que a distancia da origem até um ponto P qualquer pode

ser medida, e essa distancia é chamada de Produto Interno.

Definicao 3.1. Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno sobre
V' € uma funcao que a cada par de vetores, v e vo, associa um numero real,

denotado por, < vi,vy >, satisfazendo as sequintes propriedades:
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i) <wv,v > > 0 para todo vetor v e < v,v > = 0 se, e somente se v = 0.
i) < avy, vy > = «a < v1,vy > para todo real a.
iii) <V + V2,03 > =< V1,03 > + < Ug,U3 >.

V) <wvp,vy > = < vy, v > .
Exemplo 3.2. O produto interno usual de vetores do espaco R3.
Parav = (1, 22, x3) ew = (y1, Y2, ¥3)

<V, W>= 1Y + T2Yy2 + T3Y3.

De modo andlogo, chamamos produto interno usual para o espaco R™:

Dados os vetores de R" v = (x1,- -+ ,x,) ew = (Y1, , Yn),

<V,W >=T1Y1 + To2Y2 + -+ TpYn.

3.2 Norma

Nesta secao, veremos que o comprimento de um vetor em um determinado

espaco vetorial é chamado de Norma.

Definicao 3.3. Seja V' um espaco vetorial com produto interno < , >
Definimos a norma de um vetor v em relacao a este produto interno por
|v |l = v<v, v>. Sel|lv]| = 1, v é chamado vetor unitdrio. Dizemos

também, neste caso, que v estd normalizado.

Observe que todo vetor nao nulo v € V pode ser normalizado, ou seja,

v
U = w7
Ell
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Exemplo 3.4. Considerando V. = R? e < , > o produto interno usual,
entdo sev = (11, 79, 13) ER3, |[v || = V<v, v> = 2l + 23 + 23
que € o comprimento do vetor v. Assim, para v = (1, 2, —1), teremos o

vetor normalizado.

L v (1, 2, —1) :<1 2 —1)
vl ~ VP2 r ) WG VB VG

A nocao de norma formaliza o conceito de comprimento.

Agora, veremos algumas propriedades de norma.

Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Para quaisquer v, w em
Ve aéeR, tem-se:

i)[[v] = 0elv]| = 0se, esomente se v = 0.

i) || av || = laf |lv ]l

i) v + w| < ||v| + || w] (Desigualdade triangular).

Teorema 3.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espago vetorial
real munido do produto interno < -, - >. Entao, para todos u, v € V temos
que,

<u, v>2<<u, u><v, v>.

Além disso, a igualdade € vdlida se, e somente se, os elementos u e v sao

linearmente dependentes.

Demonstracao. No caso em que os elementos u e v sao linearmente dependen-
tes, a igualdade é obtida trivialmente. Vamos considerar u e v linearmente

independentes, isto é, u + Av # 0, para todo A € R. Desse modo, temos
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que

<u+Au+ > = <uu>+<u, >+ < u>+NE <0 >

= <u,u> +F2A<u, v> + XN <v, v>> 0,
é uma equagao de segundo grau na variavel \.

Note que a equacgao do segundo grau
<u,u> F2<u, v> + X <v, v>=0,
nao possui raizes reais. Assim, devemos ter
d<uv>—d<uu><v, v><0=<u,v> < <uu><v,v >,

o que completa a demonstracao. ]

Teorema 3.6. Seja V' um espaco vetorial real munido do produto interno

< -, - >. Entao, para quaisquer u, v € V temos que,
l<u, v> < <u, u><v, v>.

Além disso, a igualdade € vdlida se, e somente se, os elementos u e v sao

linearmente dependentes.

Note que, de maneira analoga ao teorema anterior a demonstracao deste

teorema também pode ser verificada.

3.3 Defini¢do de Angulo (Ortogonalidade)

Nessa secao vamos ver que o produto interno pode ser usado para caracterizar

a nocao de perpendicularismo ou ortogonalidade de vetores.
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Definicao 3.7 (Angulo). Seja V' um espacgo vetorial real munido do produto
imterno < -, - >. /ingulo entre dois elementos nao-nulos u, v € V € definido

como sendo o valor 0 € [0, 7| que satisfaz a equacao

<u, v>
[wl* vl

cos(0) =

Definicao 3.8. Seja V' um espaco vetorial sobre R com produto interno <
-, - >. Dizemos que os elementos u, v € V' sao ortogonais se, e somente se,

<u, v>= 0, e denotamos por u L v.

Podemos observar facilmente que

T

<u,v>=0 <= vcos(d) =0 <= «925 para 0 < 0 < m,
mostrando a compatibilidade entre os conceitos de angulo e ortogonalidade.
Teorema 3.9. Num espaco vetorial V- munido do produto interno < -, - >,
temos as sequintes propriedades:

i) 0 L v para todo v € V;

i) u L v implica v L u;

ii1) Se v L u para todo u € V, entdo v = 0;

i) Sev L weul w, entio (v + u) L w;

v) Sev L u e éum escalar, entdo v L u.
Teorema 3.10. Seja {vy, vy, -+ ,v,} um conjunto de vetores ndao nulos, dois

a dois ortogonais, isto €, < vj,v; > = 0 para i # j. Entao {vi, - ,v,} €

linearmente independente.

Demonstracao. Seja ajvy + asvy + -+ + azv, = 0.
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Fazendo o produto interno dos dois membros da igualdade acima por v;,

temos:
<a1vy + - apvy, v > =<0, v; >
e, portanto, a1 < vi-v; > + -+ a; <vv; >+ oo+ a, < vy > = 0.

Como < vj, v; > = Oparaj #ie <v;, v; > # 0, temos a; < v;, v; > = 0,

e assim a; = 0.

Como isto vale para todo ¢ = 1,--- ,n, temos a; = 0,---, a, = 0, logo
{v1,--- ,v,} é LL O
Definigao 3.11. Diz-se que uma base {vy, -+ ,v,} de V € base ortogonal se

< w;, v; >= 0 parai # j, isto €, os vetores da base sao dois a dois ortogonais.

Note que, pelo o teorema anterior, se obtivermos um conjunto de n vetores
dois a dois ortogonais num espaco de dimensao n, este conjunto sera uma

base ortogonal.

Teorema 3.12. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre R com
produto interno < -, - > e = {v1, -+, v,} wma base ortogonal de V.

Entao, todo elemento uw € V' € escrito de modo unico da sequinte forma:

e <u, v; >

u:Zaivi com «q = ———""

- < v, UV >

=1
Definicao 3.13. Considere V' um espago vetorial sobre R munido do produto
interno < -, - >. Se S ={vy,--+ ,v,} € um conjunto ortogonal em V com
relacao ao produto interno < -,- >, entao dizemos que S € um conjunto

ortonormal em V se || v; |=1 para j =1,---, n.
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Definicao 3.14. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R com
produto interno < -,- > e f = {vy, -+ ,v,} uma base de V. Se o conjunto [3

¢ ortonormal, dizemos que 5 € uma base ortonormal de V.

3.4 Processo de Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

A partir de uma base qualquer de um espaco vetorial existe um processo para

se obter uma base ortonormal: o processo de ortonormalizacao de Gram-

Schmidt.

Teorema 3.15. Todo espaco de dimensao finita com produto interno possui

uma base ortonormal.

Demonstracao. Seja V um espaco vetorial sobre R com produto interno <, >.
Considere A = {vy, -+ ,v,} C V um conjunto linearmente independente.
Vamos construir um outro conjunto A" = {vy,--- ,v,} C V que seja ortogonal
e tal que os subespacos gerados por A e por A" sejam os mesmos. Esta

construcao é feita indutivamente como segue

Observe que v, # 0 (pois {v1, va} é LI) e que vy L v;. De fato,

/
l / - <vg, V> ! /

<V2, U;

o !/ > / /

= 0.
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. / / . /
Definidos vy, -+ ,v,, 1 < k < n, podemos definir v, ; como sendo
/ /
/ o <Vg41, V1> <Vg+t1, V>
v = Upy — Aoy — e = kT
ket - Joyz AR
o k <Uk+41, vj> !
= Uk T 2 T Y
. !/ / . . /
V o« o e -
Observe que o conjunto {v;, , v, } definido acima é ortogonal e, em par

ticular, linearmente independente. Observe também que, para cada 1 =

L,---,n, v, € W = Ju,---,v,]. Como dim W = n, segue que A =
{vy,---,v,} é uma base de W, o que mostra a igualdade dos subespacos
gerados por A e por A'. ]

Exemplo 3.16. Seja 3 = {(2,1), (1,1)} uma base do R?. Vamos obter a

partir de B uma base ortonormal em relacao ao produto interno usual.
Sejam vy = (2,1) evy = (1,1).
v, = v = (2,1)
vy = vy — cuy.
Como ja vimos, a condicao de que UIQ seja ortogonal a vll implica que

’
< V9, U1 >

C — ! I
< vy, v >

Y

e, portanto,

, < vy, V; > < (1,1), (2,1) > 1 2

== SN2 - - SRR e = (-5 3
< vy, vy > < (2,1), (2,1) > 5° 5

Normalizando estes vetores obtemos:

. v, (2 1) . Vs (1 2)
1 = = 7= = 2 = T T\ T = T2
[ vy | VERRVE! [ vy | VERRVE]

~ / P
Entao, B = {u1, us} € uma base ortonormal.
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Exemplo 3.17. Seja 8 = {(1,0), (0,1)} a base candnica de R?. Vamos
obter a partir de S uma base ortonormal em relacao ao produto interno de
R2, definido por
< (21, 11), (T2, ¥2) > = 2m1T2 — T1y2 — Tayr + Y12 -

Sejam v; = (1,0) evy = (0,1).
vy, = v = (1,0)

vy = vy — % v, = (0,1) — —E(O’lg’ 51,0)> (1,0)

= (0.1) + 5(1,0) = (3 1).

Normalizando estes vetores obtemos:

_ v _ (1
Y=o T <x/ﬁ 0)

!

Uz = H = (%57 \/5)

!
[

. ’ , . .
Assim, f = {uy, us} € uma base ortonormal em relagdo ao produto interno
definido acitma. Observe que a base tnicial B € uma base ortonormal em

relacdo ao produto interno usual de R%, mas nao em relacdo ao produto aqui

definido.

3.5 Operadores: autoadjunto e ortogonal

Nesta secao vamos apresentar dois operadores lineares especiais, sendo eles o
operador autoadjunto e o operador ortogonal. Juntamente com algumas de

suas propriedades, que serao muito 1teis no decorrer do trabalho.

Seja A uma matriz n x n real, A® a transposta de A e I,, a matriz identidade

de ordem n. Assim, A é:
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i) simétrica se A = A’;
ii) ortogonal se A- A" = A"- A =1,
Definicao 3.18. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Um operador

linear T :' V. — V com a propriedade de que ||T(v)|| = ||v||, para todo v € V,

¢ chamado de operador ortogonal (ou isometria).

Na proposicao a seguir, enunciamos certas propriedades do operador orto-
gonal. Note que um operador ortogonal preserva os comprimentos dos vetores

do espaco vetorial.

Proposicao 3.19. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita eT : V —>

V' um operador linear. Entdo, sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
i) T € ortogonal;
i) T transforma as bases ortonormais de V' em bases ortonormais de V;
ii1) < T(u), T(v) >=< u,v >, para todo u,v € V.

Demonstragao. Ver a referéncia [5]. O

O resultado a seguir caracteriza a matriz de um operador ortogonal.

Proposicao 3.20. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita eT : V —
V' um operador linear. Se T é um operador ortogonal, entdo [T]|% é uma
matriz ortogonal, onde ov € uma base ortonormal de V.

Demonstragdao. Ver referéncia [5]. O

Definicao 3.21. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e T : V — V

um operador linear. O operador T € dito autoadjunto se

< T(u),v>=<u,T(v) >, para quaisquer u,v € V.
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Dizer que um operador linear 1" é autoadjunto é equivalente a dizer que a

matriz [T]% é simétrica, onde o é uma base ortonormal de V.

O resultado a seguir nos mostra que a matriz de mudanca de base en-
volvendo bases ortonormais tem uma propriedade especial: ¢ uma matriz

ortogonal.

Teorema 3.22. Se V' € um espaco vetorial com produto interno e a e B sao
bases ortonormais de V', entdo a matriz de mudanga de base [I]§ é uma matriz

ortogonal.
Demonstragao. Ver referéncia [2]. O

O seguinte teorema diz que autovetores associados a autovalores distintos

de um operador autoadjunto sao ortogonais.

Teorema 3.23. Sejam T : V. — V um operador avoadjunto A\ e Ay autova-
lores distintos deT" e v1 e vy autovetores associados a A1 e Ao, respectivamente.

Entao vy e vy sdo ortogonais (v L v9).
Demonstragao. Ver a referéncia [2]. O

O resultado a seguir nos mostra que todo operador autoadjunto ¢ diago-

nalizavel.

Teorema 3.24. Seja T : V. — V um operador autoadjunto. Entao existe

uma base de ortonormal de autovetores de T'.
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3.6 Formas Bilineares

Nesta secao, veremos que através de uma determinada expressao algébrica po-
demos escrever um produto de matrizes que representara uma transformagao
linear de um espaco vetorial em outro. Além disso, apresentaremos funcoes
associadas a espacgos vetoriais e munidas de produto interno, que associara

pares de vetores com nimeros reais, o qual chamaremos de formas bilineares.

Definicao 3.25. Seja V' um espaco vetorial real. Uma forma linear é uma

transformacao linear f : V — R.

Exemplo 3.26. Seja

f:R? — R
(x,y) — = + y, ou na forma matricial
x x
— [11]
() Y
Exemplo 3.27. Seja
g: R — R
(x,y,2) — 2x + y — z,  ou na forma matricial
- o
Y — { 2 1 —1 ] Y
L < J L & |
Se f:V — R é uma forma linear, « = {vy,---, v,} é base de V e

f = {w} é base de R, entao

[f]% = [al az --- an]lxn-
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Se v eV étal que

entao [f(v)ls = [f]5[v]a -
Definicao 3.28. Seja V' um espaco vetorial real. Uma forma bilinear é uma
aplicagio B : V xV — R definida por (v,w) — B(v,w) tal que:
i) Para todo w fixado, B(v,w) € uma forma linear em v, isto é,
B(vy + v9,w) = B(vy,w) + B(vg, w)
e B(av, w) =aB(v,w).
ii) Para todo v fixado, B(v,w) é uma forma linear em w, isto €,
B(v,w; + ws) = B(v,w1) + B(v, ws)
e B(v,aw) = aB(v,w).
Exemplo 3.29. O produto usual de numeros reais

p:RxR —R
(z,y) — plr,y) = 2y

Observe que
p(z,y+z) =x(y + 2) = zy + vz = p(z, y) + p(z, 2),

plar,y) = ax -y = a(xy) = ap(z,y) .

E ainda que,

pr+y,z)=(r+y)z=xz+yz =p(z,2) +py, 2),
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p(x,ay) = v - ay = a(vy) = ap(z,y).

Logo, p € bilinear.

-2 00
Exemplo 3.30. Seja M = | 4 2 0
0 0 2

Podemos associar a M uma forma bilinear B : R? x R — R definida

por:

-2 00 (%A1
B((Z’l,xg,l’g), (y17y27y3)> = |:$1 T9 I3 :| 4 20 Yo =

A bilinearidade de B decorre das propriedades do produto e da soma de ma-

trizes.

3.7 Forma Bilinear Simétrica

Nesta secao, serda apresentada a definicao de forma bilinear simétrica junta-

mente com alguns exemplos.

Definicao 3.31. A forma bilinear B : V xV — R € simétrica se B(v, w) =

B(w, v) para todo v, w € V.

Observagao 3.32. Uma forma bilinear B : 'V x V. — R ser simétrica é

equivalente a matriz [B]S ser simétrica, onde o é uma base de V.

Exemplo 3.33. Seja <, > um produto interno em V. Entao a forma bilinear

B(v, w) = <wv, w> € simétrica, pois < v, w>=<w, v> .
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Exemplo 3.34. Seja B : R? x R?> — R a forma bilinear dada por
B(v,w) = —z1y1 + 3z2y1 + 3T1y2 + 27200,

onde
v = (r1, 12) e w = (Y1, Yo) -
Calculando B(v,w), temos
B(w,v) = ((y1, v2), (21, 22))

= —y1x1 + 3y + 3y + 2y07o .

Como B(v,w) = B(w,v), B é simétrica.

Observe que, [B]% é uma matriz simétrica, sendo que « é a base candnica.

De fato:

-1 3 (73
B(an) = {361 962}' '
3 2 Y2

Este resultado vale em geral, sendo enunciado no teorema abaixo.
Nesta secao, vimos uma importante ferramenta que serd utilizada para

introduzirmos o conceito de formas quadraticas que veremos a seguir.

3.8 Formas Quadraticas

Nesta secao, veremos que a partir de uma expressao algébrica podemos escre-
ver um produto de matrizes, de modo que o resultado deste produto sera a

expressao algébrica inicial, que chamaremos de formas quadraticas.
Definicao 3.35. Seja V' um espaco vetorial real e B : VXV — R uma forma
bilinear simétrica. A funcao @ : V — R definida por Q(v) = B(v, v) é

chamada Forma Quadrdtica associada a B.
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Exemplo 3.36. Seja a funcdo Q : R? — R definida por:
Q) =2* — 102y + v°, ondev = (z,y).

Sabemos que
a b x
QW) = [« y]
b c Y
= ax® + 2bxy + i’
Entao, ax® + 2bxy + cy? =2 — 102y + 9.
Logo, a =1, 2b = —10, ¢ =1.

Substituindo,

1 =5 )
B(v,w) = [xl U1 ] - ;
- Y2
1 i) 1 -5
onde [v], = , wla = e [B]S = , com a sendo a
%N Y2 -5 1

base canonica de R2.

O procedimento adotado no exemplo 3.36 pode ser aplicado a uma forma
quadrética genérica Q : R?> — R, onde Q(z,y) = Az?> + Bxy + Oy

Concluimos entao que sua forma matricial é

A

o |y

Q)= y -

o]
Q
<
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Exemplo 3.37. Seja a funcdao Q : R? — R, definida por:
Q(z,y, 2) = 3% + 2xy + 4y* + 5yz.

Em relacdo a base canoénica de R?, QQ € dada na sequinte forma matricial:

3 10 €T
Q(%yaz):{xyZ} 14 32 Y
K 2 0] | =]

Agora, vamos trabalhar com o intuito de diagonalizar uma forma quadratica.

Dado Q(v) = 2* — 102y + y* onde v = (x,y). Procuremos uma base /3 de

modo que se

X1
[v]g = , entao

n

Qv) = Maf+ Ay,

ou ainda,
)\1 0 T
Qv) = { T1 }
0 A Y
Temos
1 -5 x
Q(xay) = [ Ty }
-5 1 Y
ou Q(x,y) = [v]}, [B]? [v]a, com a a base canonica do R% Como a matriz

[B]S é simétrica, ela é diagonalizavel, admitindo um conjunto de autovetores

ortonormais.

Os autovalores de [B]Y sao Ay = 6e Ay = —4. Procurando os autovetores,

encontramos para A\; = 6, v; = (r,—x) e para Ay = —4, vy = (z,x).
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Assim, uma base ortonormal 5 de autovetores sera dada por

1 1 1 1
v =— —F] e vu=\|(— —].
1 (ﬁ \/§> : (ﬁ ﬁ)
Seja [I]? a matriz de mudanca de base. Entao

6 0
[Bla = 12 [B; [1]3, onde [B] = 0

Substituindo em Q(v) = [v]}, [B]? [v]a, temos

Qv) = [, 112 [Bl; 11§ [

Como « e (3 sdo bases ortonormais, temos pelo teorema 3.22 que [/ ]g é

ortogonal. Logo,

()™ = 5 = (U1a)"

donde
Q) = ([I3vl) B (11%[v]a)
= [l [BI; [v]s
Isto é,
6 0 I
Q(U) = [3}1 yl} 0 4 "
= 62] — 4y7,
onde
v]p = .
Y1

O teorema abaixo é fundamental nesse texto. A partir dele, podemos
diagonalizar uma forma quadratica e, assim, eliminar os termos mistos na

equagao de uma conica ou de uma quadrica.
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Teorema 3.38. Seja Q(v) = B(v,v) uma forma quadrdtica em V. Existe

uma base ortonormal B de V tal qual se

Y1
g = | ¢ |,

Yn

entio Qv) = Myt + -+ + Al
Demonstracao. Seja o uma base ortonormal qualquer de V. Entao

Q(v) = B(v,v) = [v]y[Bl5[V]a-

«

& ¢ uma matriz simétrica e, portanto corresponde a um

Logo, a matriz [B]
operador autoadjunto 7' : V. — V cuja matriz [T]% = [B]%. Como um

operador autoadjunto pode ser diagonalizado, pelo teorema 3.24, mediante

uma base § de autovetores ortonormais, entao

S
Bl = W2 |
i 0 An J
N
= (1) 115 .
i 0 An J
L
= (Ul 115
| 0 An J

pois « e 5 sao bases ortonormais e, assim, [/ ]% é uma matriz ortogonal pelo
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teorema 3.22. Segue que

N .
Qv) = [l - ([115) 115 - [v]a
i 0 An i
o .
= ([]5[v]a)" ([]5[vla)
i 0 An J
N .
= ([vls)’ ([v]s)
i 0 An _
N 01T

 —_—

= My + -+ Ay
O

Exemplo 3.39. Seja a forma quadrdtica em R? dada por: Se v = (x1, 1),

entao
Q(v) = —4a? — 6139 + 623

= —41‘% — 3x12x9 — 31129 + Gxg
—4 -3 I
RS
-3 6 I9

Calculemos os autovalores. O polinomio caracteristico € dado por:

—4—x -3 )
p(A) = det = A" — 2\ — 33, e assim temos que,
-3 6—=A
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)\121—\/3_4 e )\2214—\/3_4.

Entao existe uma base B tal que

Y2

entao, pelo teorema 3.38, observamos que

1—+/34 0 U1
Q(U): |:y1 92] 0 1+\/@ s )

1sto €,

Qv) = (1 — V34 + (14 v34)y3.

A diagonalizagao das formas quadraticas é fundamental neste trabalho,
pois dentre as suas diversas aplicacoes, iremos destacar a sua importancia na

classificacao das conicas.



CAPIiTULO 4

Conicas e Quadricas

Neste capitulo, serd desenvolvido o principal tema deste trabalho, que é a
classificacao de conicas e quadricas através da algebra linear. Onde inicial-
mente serao apresentados resultados triviais sobre retas no plano e planos
no espaco. Logo apds, serda apresentado finalmente o estudo sobre conicas e
quadricas, e o processo para suas respectivas classificagoes. Este capitulo foi

baseado nas referéncias [2], [5] e [15].

Vamos focar no estudo algébrico de conicas e quadricas, ou melhor, na
classificacao das conicas ou quadricas através de suas equagoes usando a teoria

de algebra linear. Para um outro enfoque no estudo de conicas e quadricas,

ver [10], [4] e [17].

4.1 Retas no Plano e Planos no Espaco

Nesta secao, apresentaremos que o conjunto dos pontos de um plano, onde é
estabelecida a relagao entre as coordenadas e a base canonica deste plano, ira

satisfazer a equacao cartesiana chamada de uma reta no plano.

Definigao 4.1. Uma reta no plano é o conjunto dos pontos (x,y) desse plano
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cujas coordenadas em relagao a base canonica satisfazem a equacao cartesiana
Ax + By = C,
com A# 0 ou B # 0. Temos as sequintes possibilidades:
i)A#0eB+#0; Av+ By =C.
ii) A=0e B#0; By=C.
i) A#0 e B=0; Az = C.
Em seguida, iremos definir planos no espaco.

Definicao 4.2. Um plano no espago € o conjunto dos pontos (x,y,z) do

espaco cujas coordenadas em relacao a base canonica satisfazem a equacao
Ar+ By+Cz+ D =0,

onde A# 0 ou B#0ouC #0 .

4.2 Conicas no Plano

Nesta secao, veremos que um conjunto de pontos em R?, onde a relacao entre
as coordenadas e a base canonica satisfaz uma equacao envolvendo uma forma
quadratica, uma linear e um termo constante sera uma conica ou uma de suas

degeneracoes.

Definicao 4.3. Uma conica em R? € um conjunto de pontos cujas coordena-

das em relacao a base canonica satisfazem a equacao:
Az® 4 Bay + Cy* + Dx + Ey + F = 0,

onde A ou B ou C # 0.
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Observe que a equagao da conica envolve uma forma quadratica, Q(z,y) =
Ax?+ Bxy+Cy?, uma forma linear, L(z,y) = Dx+ Ey, e um termo constante

I Isto é, a equacao que define a conica é:
Qz,y) + L(z,y) + F = 0.

As conicas nao degeneradas tém uma das formas dadas na Figura 4.1. Os

casos degenerados podem vistos na Figura 4.2.

Hipérbole Pardbola

Circunferéncia Elipse

Figura 4.1: Conicas nao degeneradas - Fonte: figura retirada da referéncia [2].

A seguir veremos o procedimento geral para classificacao das conicas, onde
destacaremos cada detalhe do que deve ser feito para chegar ao resultado

final.

Dada a equacgio (em coordenadas canonicas de R?),
Az + Bay + Cy* + Dx+ Ey+ F =0, (A ou B ou C # 0).

Para achar que figura ela representa no plano, escreveremos a equacao na

forma matricial:

o)

STl S

Q wlw
S
<
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Uma reta (pardbolz degenerada) Um ponto (elipse degenerada)
" ¥
ax* +by? =0
x*=0 a>0
_' e b>0

Par de retas paralelas (pardbola degenerada)

a.r“-b=0
a>0
b>0

2 2
T -7 =0 zy:tgx
>0
>0

ax + byt 4t =0
a>0
b>0
(r#0)

N/
/N

Vazio (elipse ou paribola degenerada)

Figura 4.2: Conicas degeneradas - Fonte: figura retirada da referéncia [2].

Agora, iremos diagonalizar a forma quadratica para eliminar os termos mis-
tos. Para isto, precisaremos encontrar os autovalores A\; e Ay e os autovetores
A 5
L c
Faremos uma mudanca de coordenadas.

ortonormais v; e vy de

Para isto, precisamos fazer a

seguinte substituicao na equacao

Substituindo as novas coordenadas na equacao, iremos obter a equacao na

nova base {vy, v}

A O x x
1 oo |mg| |+ F=0,

[ rr Y1 }
0 Ao Y1 n
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onde « é a base canodnica e 3, a base formada pelos autovetores ortonormais,
ou seja, A\ix? + Aoyi + axy + by + F = 0.

Agora, temos que eliminar os termos lineares das coordenadas cujos auto-
valores sao nao nulos. Temos entao trées casos:

1) )\1 € )\2 7é 0.

)\11}% +axry + )\gy% + by1 +F=0

a 2 a? b 2 b?
A1 (l’l-l-ﬁ) —m—l-)\Q (y1+m) —@-I-F:O.
Seja x9 = 11 + ﬁ e Y2 =Y + &, temos entao
Aas + doys + f =0,
_ a? b?

onde, f =F — - — 712

11) )\17&06)\220.

Ma? +ary + by + F =0

2 2
A @ﬁﬁ) — by + F =0,
Tomando z9 = 21 + 2%1 e 19 = Y1, temos
Mg +bys + f =0,

onde, f = F — %.

iii) Ay =0 e Ay # 0. De maneira andloga ao anterior (ii).

Note que, o procedimento nos permite através de uma mudanca de re-
ferencial, colocar qualquer conica na forma de uma equacao que possa ser

facilmente identificada.

Exemplo 4.4. Dada a equacdo na base canonica o de R?:

22 + 2% + dxy + 4V 2z + 122y — 8 = 0. (4.1)
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Nosso objetivo € determinar qual figura esta conica representa no plano.
Para 1isto, precisamos inicialmente eliminar os termos mistos, do tipo xy,

através da diagonalizacao da forma quadrdtica.

Primeiramente iremos escrever a equacao 4.1 na forma matricial. Assim,

temos

2 2 T T
[xy} +[%@'m¢§ —8=0.
2 2 Y Y

Feito isso, vamos calcular os autovalores e os autovetores ortonormais da

_ 2 2
matriz

2 2
p(\) = = (2 — N> —4=X—-4+)\).
22—
Logo, obtemos que os autovalores sao A\ =0 e A = 4.

Em sequida, iremos encontrar os autovetores ortonormais associados aos

autovalores 0 e 4.

P \ 0 2 2 T 0 , X
=0 N P
P A 4 22 v Az dond 11
ara Ay = 4, = : onevgz(—, —>
Faremos uma mudanca de base e obteremos uma nova base de autovetores
B = {v1, va}, a forma quadrdtica
2 2 x x
Qv) = [ Ty } onde [v]a = ,
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se reduz a
00 I Iy
Qv) = [:m yl} se [v]g =
0 4 (1 (!
. . . . ~ . x
Feito 1sto, precisaremos determinar a relacao que existe entre e
Y
L1 o : .
e substituir o resultado na parte linear da equacao dada.
Y1
Llv) = | 42 12\/5}
Y
x Ty .
Mas, = [1)P , sendo que [I]° é a matriz de mudanca da
Y Y1
base a (base candnica) para § (base formada pelos autovetores ortonormais).
1 1
Logo, ! = V2 V2 o
1 1
Y 2 V2 U1
A equacao original se reduz a
00 T —1 L 1
[561 y1} +[4\/§ 12\/5} V2 ov2 -8 =0
04| w 5 B LW

Fazendo a multiplicacao entre as matrizes, temos

022 + 4y? + 42 (-\%lﬂ + \%?ﬂ) + 122 (\%331 + \%?ﬂ) -8 =0
4y% — 4z + 4y1 + 1227 + 12y1 -8 =0
4y%—|—8x1—|—16y1—8:0

y%—|—2x1—l—4y1—2:0.
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Esta ultima equacao representa a canonica em relacao ao novo referencial

formado pelas retas suporte de vy e v9, como mostra a Figura 4.3.

Figura 4.3: Novo referencial - Fonte: figura retirada da referéncia [2]

Fazendo uma nova mudanca de coordenadas para identificar a conica. Ire-
mos eliminar os termos lineares onde N # 0, e agruparmos os termos de

y% + 2z + 4y; — 2 = 0 convenientemente.

(2 4+ 4y + 4) — 4 + 22, — 2

(y1 + 2)% + 2(z; — 3)

Tomando o = x1 — 3 ey, = y1 + 2, obtemos y% + 229 — 6
ou ainda To —%y% .

0

Assim, a equacdao acima representa a conica em relacdo a um novo re-

ferencial Rs, obtido por translacao e podemos facilmente identificd-la como

sendo uwma pardbola, conforme indica a Figura 4.4.

Onde a origem deste ultimo referencial Rg serd xo = 0 eyy = 0, isto €,

l’1—3:0€y1+2:0.

Muitas vezes, entretanto, estaremos interessados apenas em classificar a
conica dada por uma equacao Az? + Bxy + Cy?> + Dx + Ey + F = 0, sem

determinar suas dimensoes e localizagao. Visando assim, fazer a classificagao
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Figura 4.4: Parabola - Fonte: figura retirada da referéncia [2].

de uma forma mais rapida através da quantidade menor de possibilidades
existentes a partir da equacao. Observe nos teoremas 4.5 e 4.7 que veremos

a seguir.

Teorema 4.5. Dada uma cénica definida pela equacio Ax®> + Bxy + Cy® +
Dx + EFy + F = 0. Sejam \; e \g 0s autovalores associados a sua forma

quadrdtica, entao:

i) Se A1+ Ay > 0 esta equacdo representa uma elipse, ou suas degeneragoes

(um ponto ou o vazio).

i1) Se A\1-A2 < 0 esta equagdo representa uma hipérbole ou sua degeneracao

(par de retas concorrentes).

iit) Se A\ - Ao = 0 esta equagdo representa uma pardbola ou suas dege-

neragoes (par de retas paralelas, uma reta ou o vazio).

Exemplo 4.6. Considere a equacao
222 4+ 2% + dzy + 42z + 12v2y — 8 = 0, (4.2)

dada no exemplo 4.4.
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Como ja foi visto, temos que Ay = 0 e Ay = 4 sao os autovalores associados
a forma quadrdtica. Seque que A\1-\o = 0 e, portanto, pelo teorema anterior, a
equacao 4.2 representa uma parabola ou suas degeneracoes, que esta de acordo

com o resultado obtido em 4.4.

o |y

A
Podemos afirmar que o determinante associado a forma quadratica
B

Q

2
é igual ao produto de seus autovalores Ai-Ay. Assim o sinal de A;- A9 é 0 mesmo

de — <BT2 — AC), que por sua vez tem o mesmo sinal de —(B% — 4AC). Po-

demos assim reescrever o teorema anterior em funcao do ”discriminante” B2 —

4AC.

Teorema 4.7. Dada a equacdo: Ax* + Bxy + Cy?> + Dx + By + F = 0,

esta equacao representard:
i) Uma elipse ou suas degeneracdes, se B> — 4AC < 0.
i) Uma pardbola ou suas degeneragoes, se B2 — 4AC = 0.

ii) Uma hipérbole, se B> — 4AC > 0.
Exemplo 4.8. Considere a equacao
222 4+ 2y° + dzy + 42z + 12v2y — 8 = 0, (4.3)

dada no exemplo 4.4. Desse modo, usando as notacoes do teorema acima,
temos que A=2, B=4,C=2, D=4y2, E=12y/2 ¢ F = 8.

Observe que
B? —4AC =4* —4(2)(2) =16 — 16 = 0

e, assim, pelo teorema anterior, concluimos que a equacao 4.3 representa uma
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pardbola ou suas degeneracoes, que estd de acordo com o resultado obtido em

4.4

4.3 Quédricas em R’

Assim como na secao anterior, nesta secao iremos apresentar importantes
resultados, onde a relacao entre as coordenadas de um conjunto de pontos
com a base canonica também satisfaz uma equacao analoga a de uma conica,
porém em R3. Sendo que, esta equacao resultard em uma quadrica ou uma

de suas degeneracoes.

Definicao 4.9. Uma quddrica em R3 € um conjunto de pontos cujas coorde-

nadas em relacao a base canonica satisfazem a equagao:
A + By* + C22 + Day+ Eyz + Fez+ Gex + Hy+ 1z +J =0,

com A ou B ou C ou D ou E ou F # 0.

As quadricas tém uma das formas dadas na Figura 4.5. Se nenhum termo
com z aparece na equacao da quadrica, temos o cilindro. O cilindro padrao
é formado por retas ortogonais ao plano z = 0 que passam por uma conica

neste plano. Os tipos de cilindros sao descritos na Figura 4.6.

O procedimento geral para classificar uma qudadrica é totalmente analogo

a0 caso para conicas.

Exemplo 4.10. Para classificar a quddrica cuja a equacao €,

—2? + 2z + 2z — y = 100.
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Hiperboloide de uma folha

Parabolside eliptico

Elipsoide

~

%
"
et
+
u‘_,]v“
ok
Rl "

nrN
%
1

i

Cone quadrdtico

z
2 2
2 2
JE A i XX
PR+ v a b

Figura 4.5: Quadricas - Fonte:

: figura retirada da referéncia [2].

a) Cilindro eliptico b) Cilindro hiperbélico

- g |

/}

E9ET

Figura 4.6: Cilindro - Fonte: figura retirada da referéncia [2].

Primeiramente iremos escrever a equacao acima na forma matricial, ob-
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tendo:

v 2]

—100_ _:U_ _x_
0O 01 Y +[0—1 1} Yy = 100 .
0O 10 z z

Agora, calcularemos os autovalores e os autovetores ji mormalizados da

matriz

Para A = —1 temos vp = (1,0,0) ¢ vy = <0,

Para Ay = 1 temos v3 = <O

-1 00

0 01
0 10 ]

, obtendo:

L

1
5)
I
7\/57\/5)‘

Fazendo uma mudanca de coordenadas

= 1],

1

0
| 0

0

S
S ol

Sl

I

1

<1

0

sendo B a base formada pelos autovetores ortonormais e o a base canonica e

Entao, a equacao da quddrica em relacao ao referencial dado pelos auto-

vetores serad:

Tr1 Y1 21]

-1

0

0 0
-1 0
0 1

X1

U1

21

+

0 —1 11

S O

sl S
S Sl

T

U1

?1

=100.
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Isto €,

2

Faremos uma nova mudanca de coordenadas para eliminar os termos line-

ares.

1\ 1
Z%—%%—(ZA—FE) —|—§—100:0.

Sejam xo = x1,Y2 = Y1 + \/Li e 29 = 21, assim, temos a sequinte equagao:

2 2 2
Ly Y2 <9

VB 0B

que representa a quddrica em relacao ao referencial obtido por translacao a

9

partir daquele dos autovetores, cuja origem € dada por xo = 0,y = 0 € 29 = 0.
Entao

1
$1:O,y1+—:0 € 21:0.

V2

Através da equacao acima obtida e comparando com a das quddricas indi-

cadas, vemos que esta quddrica € um hiperboldide de duas folhas, ver figura

4.7,

Figura 4.7: Hiperboldide de duas folhas - Fonte: figura retirada da referéncia [2].
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Exemplo 4.11. Para achar a figura dada pela equacao
227 + 2y + 22° + 2xy + 222 + 2yz = 81,

inictalmente iremos colocar a equacao na forma matricial:

2 11 x
[azyz} 121 y | =81
11 2 z

Em sequida, vamos encontrar os autovalores e autovetores ja normalizados:

Para A\ = 1, temos v, = (@ V2 0) .

207 27
Para Ay =1, temos vy = <*/76, \/76, —\/76) .
Para A3 = 4, temos v3 = (*/?g, \/?3’ \?) :

Agora faremos uma mudanca de coordenadas

i I
y | =0 w |-
z 21

sendo que a € base canonica e 3 a base formada pelos autovetores ortonormais,

V2o V6 V3
2 6 3
cip=| -2 6 g
V6 V3
| 0 =% 5
Logo, obtemos que
1 00 I
[$1 Y1 21} 010 y | =81,
00 4 2

ou x5 + 12 + 422 = 81 € um elipsdide, dado na figura 4.8.
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Figura 4.8: Elipsdide - Fonte: figura retirada da referéncia [2].

Podemos observar, através dos dois exemplos anteriores que o procedi-
mento algébrico utilizado para a identificacao e classificacao das conicas e
quadricas, é o mesmo. Porém, sendo as conicas estdo localizadas em R? e as
quadricas, em R3.

A principal vantagem desse estudo é que ele permite que se identifique e
classifique conicas e quadricas sem a necessidade de observagoes geométricas
das mesmas. O que, com o embasamento necessario de algebra linear, pode

ser algo prazeroso para quem se interessar pelo assunto.



CONSIDERACOES FINAIS

A algebra linear contribui para diversas aplicagoes e avancos na matematica,
e neste trabalho, o objetivo principal foi utilizar os conceitos algébricos como
ferramentas para a identificacao e classificagao das conicas e quadricas, a par-
tir de suas equacoes. Onde foram apresentados aspectos da algebra linear que
muitas vezes nao sao vistos na disciplina de algebra linear em cursos de gra-
duacao. Sendo que, inicialmente foi feita uma revisao de conceitos basicos da
algebra linear, definindo propriedades que foram importantes para chegar ao
foco do trabalho, tais como, diagonalizagao de operadores e a diagonalizagao

da forma quadratica.

Durante todo o trabalho, além das propriedades e defini¢oes utilizadas,
exemplos foram apresentados com o intuito de facilitar a compreensao do

leitor, principalmente em relagao a classificacao de conicas e quadricas.

Em geral, pode-se dizer que o estudo de conicas e quadricas ainda é
ocupacao de muitos matematicos e outros pesquisadores das ciéncias exatas.
Pois, além de estarem envoltas em um rico conteido matematico, conicas e
quadricas sao muito utilizadas em aplicacoes da matematica no cotidiano das

pessoas.

Por fim, espera-se que este trabalho possa contribuir para pesquisas de
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estudantes que buscam conhecer a teoria de algebra linear, mais especifica-

mente, sobre a classificacao de conicas e quadricas.
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