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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre uma aplicagao dos polinémios Fibonacci
na resolucao de Equagoes Diferenciais Ordinarias. Portanto estudamos alguns resulta-
dos sobre a Sequéncia de Fibonacci e também sobre Polindémios Fibonacci. Além disso,
através de um novo método utilizamos alguns pré-requisitos sobre EDO, e aplicamos na
resolucao das mesmas. Dessa forma o principal objetivo deste trabalho foi estudar e

resolver equagoes Diferenciais Ordinarias utilizando um novo método.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Polinémios de Fibonacci. Equacao diferencial

ordinéria.
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Introducao

Ao longo da vida académica e no meio educacional pode se ver muitas situacoes
que desafiam e questionam o ensino da Matemética. Nao sao raras as indagagoes sobre a
aplicabilidade da Matematica no cotidiano e sua relacao com as demais areas e ciéncias.
Assim, neste trabalho mostramos mais uma aplicacdo da matematica, por meio da tao
famosa sequéncia de Fibonacci e seus polinomios.

Segundo Garbi [7] a sequéncia de Fibonacci tem aplicagbes na andlise de merca-
dos financeiros, na ciéncia da computacao e na teoria dos jogos. Também aparece em
configuragoes biolégicas, como, por exemplo, na disposicao dos galhos das arvores ou das
folhas em uma haste, no arranjo do cone da alcachofra, do abacaxi, ou no desenrolar
da samambaia, e, também nos alvéolos de cera destinados a serem receptaculos de mel.
E, além disso, esta sequéncia tem varias propriedades interessantes, que a torna muito
aplicavel em varios campos, inclusive da prépria matemaética.

Em 1883, o matemaético Belga Eugene Charles Catalan(1814-1894), definiu a se-
quéncia Fy(x) =1, Fy(z) =z, ..., Fppa1(v) = 2 F,(x) + F-q1(2), ..., n > 1, [14] como sendo
a sequéncia F), de Polinomios Fibonacci. Duas aplicagoes desses polinomios na resolucao
de equagoes diferenciais serao apresentadas nesse trabalho.

Conforme Boyce e Diprima [12], as equagoes diferenciais surgiram com os estu-
dos sobre calculo de Isaac Newton(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716)
durante o século XVII. Sendo que este estudo continua até hoje por pesquisadores atu-
ais e conta com o desenvolvimento de varios métodos para a resolucao destas equacoes.
Newton desenvolveu suas teorias mais voltadas para mecénica. Ainda de acordo com
Boyce e Diprima [12], suas descobertas sobre o calculo e as leis da mecéanica datam de
1665. Seus estudos contribuiram muito para o aprimoramento das equacoes diferenciais,

dentre eles, a construcao das férmulas das equagoes diferenciais de primeira ordem como

dy/dx = f(x),dx/dy = f(y) e dy/dx = f(x,y).
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Assim, esse trabalho se ocupara em apresentar a sequéncia de Fionacci, os polindmios
de Fibonacci e fara uma breve introdugao as equagoes diferenciais ordinarias (EDO). E,
com isso, apresentard dois métodos de resolugoes de EDO baseados em polinémios de
Fibonacci.

Para realizagao do trabalho foram feitas pesquisas bibliogréaficas e implementagoes
computacionais usando o software livre FREEMAT.

O restante do texto esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos
o aspectos historico e algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci e dos polindmios
de Fibonacci; no Capitulo 2 sao dadas nogoes bésicas de equacoes diferenciais Ordinéarias;
as aplicagoes dos polinomios Fibonacci estao no Capitulo 3 e, por fim, sao apresentadas

as consideragoes finais.
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Capitulo 1

SEQUENCIA DE FIBONACCI e
POLINOMIOS DE FIBONACCI

Neste capitulo apresentamos alguns resultados importantes sobre a sequéncia de

Fibonacci. As principais referéncias utilizadas foram [I] e [2].

1.1 Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia de ntimeros naturais, na qual os primeiros
dois termos sao iguais a 1. E, a partir do terceiro termo, cada termo corresponde a soma

dos dois termos anteriores .Esta sequéncia é definida recursivamente pela féormula

Fn+1 = anl + Fn,n Z 2. (11)

com as condicoes F} =1e Fy = 1.

Esta sequéncia recebe o nome de um matematico que viveu no século XIII, Leonardo
de Pisa, conhecido como Leonardo Fibonacci, e os seus termos sao chamados de nimeros
de Fibonacci. De acordo com Boyer [I], Leonardo de Pisa (que viveu no periodo de 1180-
1250), mais conhecido como Fibonacci ou filho de Bonaccio, foi comerciante e governante
da cidade italiana de Pisa e escritor do livro Liber abaci (ou livro do dbaco), que fala sobre
problemas e métodos algébricos em que o emprego de numerais indo-arabicos é fortemente
recomendado. Neste livro, o problema que mais inspirou os pensadores futuros foi, sem

duvida o problema dos coelhos, que deu a origem a sequéncia de Fibonacci.
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O Problema dos Coelhos. Quantos pares de coelhos serao produzidos em um
ano, come¢ando com um s6 par? Considerando que em cada més, cada par gera um
novo par, que se torna produtivo a partir do segundo més, e os coelhos nunca morrem.
Supondo que o primeiro casal de coelhos nasceu no dia 1 de janeiro, dessa forma, no
dia 1 de fevereiro esse casal ainda nao serd fértil. Porém, no dia 1 de marco ja terao
descendentes, e neste més terd um total de dois casais de coelhos. No dia 1 de abril, esse
segundo casal de coelhos ainda nao sera fértil, mas o casal de coelhos inicial voltaré a ter
coelhinhos, e no quarto més terao um total de 3 casais de coelhos, dos quais dois serao
férteis no dia 1 de maio, entao no quinto més existirao 5 casais de coelhos. Raciocinando
de modo analogo, no dia 1 de junho tem-se 8 casais de coelhos, e no dia 1 de julho tém-se
13 casais e assim sucessivamente. No término de um ano, ou seja, no dia 1 de janeiro do
proximo ano, havera 144 casais de coelhos.

Outro exemplo conhecido em que aparece os numeros de Fibonacci é o problema
das abelhas.

Arvore Genealogica das abelhas. Os ovos de abelhas operarias, quando nao
fertilizados, se desenvolvem em zangoes por um processo conhecido como partenogénese.
Assim, cada zangdo nao tem pai, mas uma mae (e um avd por parte materna). Uma
abelha fémea, no entanto, possui pai e mae. Um zangao, assim, tem uma mae,dois avos
(os pais da mae), trés bisavos (os pais da sua avo e um do seu avo), cinco trisavos (dois
para cada bisavd e um para seu bisavo), e assim por diante. Assim os 8 ntimeros dessa
arvore genealdgica, formam 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,..., que sao os nimeros de Fibonacci.
Desta forma, podemos gerar a sequéncia de Fibonacci somando dois termos consecutivos,

ou utilizando a férmula [Tl

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, ...

Além disso, a sequéncia de Fibonacci satisfaz algumas propriedades interessantes

e que veremos a Seguir.

1.1.1 Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Teorema 1.1. Para todo n > 1, tém-se Fy + Fo + ... + F,, = F,10 — 1.

Demonstragao. Como F} = F3 — Fy, Fo=F, — F3,...F,.1=F, 1 —F, e
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F, = F,15 — F,11. Se somarmos todos os membros das igualdades obtemos,

Fit Fot Fs+Fy4 .+ Fy 1+ Fy=Fpio— Fy = Fpio— L.

Teorema 1.2. Para todon > 1, tém-se F} + F§ + ... + F? = F,,F,,1.

Demonstracao. Observe que para todo k € IN, tem-se

FyFrpi — B Fioy = Fy(Frp — Fyo) = Fu By = (F)?

segue que,

F} = F\Fy, F} = FyF3 — F\Fy, F? = FyFy — F3Fy, F} = FyF5 — FyF3,

F? = FyFs — F5Fy, ..., F? = F,F 1 — F,F,_1.

Logo,

PP P+ Fy+ Fi+ F2+ .. + 2= R+ BFs— BE + FBF, — F3Fy+

P Fs — FyFy+ ...+ FyFi + FyFp,

ou seja,

PP+ Fy+ Fy+Fi+Fe+.. +F:=F,F, 1.

Teorema 1.3. A soma S,,n > 1, dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci de

ordem impar € dada por S, = Fy,.
Demonstragao. Sabendo que
Fy=Fy Fs=Fy— Iy, F5 = Fs— Fy, ..., Fo,_1 = Fon — Fy, o,

entao,

Sn:F1+F3+F5+F7+...+FQn_1 :FQTL.

Teorema 1.4. A soma S,,n > 1, dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci de

ordem par € dada por S, = Fy,11 — 1.
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Demonstragao. Pelo teorema (|1.5)) sabemos que

F1+F2+F3+F4—|—F5+...—|—F2n:F2n+2—1. (12)

Pelo teorema anterior temos que
F1—|—F3+F5—|—F7+...+F2n,1 :an. (13)

Subtrairmos a igualdade (1.3 da igualdade ([1.2]), membro a membro, segue que

4+ Fy+Fs+ Fs+ ...+ Fy, = Fopyo — 1 — By, (1.4)

Note que S,, = Fy+ Fy+ Fs+ Fs+ ...+ F5,,. Logo podemos reescrever a igualdade anterior

sob a forma

Sn = F2n+2 - 1 - an. (15)

Sabemos que

Fonyo = Fop + Fopyy. (1.6)

Substituindo a igualdade anterior no segundo membro da igualdade (1.5)) segue
Sp = Fop + Fopp1 — 1 — Foy = Foppq — 1,

ou seja,

Sn = F2n+1 - 1L

1.2 Polinébmios Fibonacci

Nesta secao iremos apresentar apresentar alguns resultados sobre os Polinémios de

Fibonacci.

Defini¢ao 1.1. (Recorréncias Lineares de Sequnda Ordem homogéneas). Dizemos que a

recorréncia da forma

Yn+1 + DYn + @Yn—1 = 0, (1.7)
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onde q # 0, € uma recorréncia linear de seqgunda ordem homogénea. Quando

q = 0 tem-se uma recorréncia de de primeira ordem.

Definigao 1.2. (Polinémios de Fibonacci) Os Polindmios de Fibonacci sio definidos pela

relacao de recorréncia linear de sequnda ordem
Foii(z)=aF,(x)+ Foa(x), n>1, z € R (1.8)

com as condicoes iniciais

fi(z) =1 e Fy(x) = z. (1.9)

Logo, por (1.8]) e (1.9), temos os 6 primeiros polinémios Fibonacci
F1 (37) =1

(z)
()
Fy(x) = aBs(x) + Fy(x) = x(2® + 1) + o = 23 + 22
(z) =aFy(z) + F3(z) =x(2® + 20) + 2 + 1 =2* + 322 + 1

1.2.1 Zeros dos Polinomios Fibonacci

A seguir falaremos sobre as raizes dos polinémios de Fibonacci, para isso iremos
utilizar o teorema a seguir para determinar a quantidade de zeros um software para

representa no grafico.

Teorema 1.5 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinomio de grau n > 1 tem

exatamente n zeros.

Nas Figuras , e sao apresentadas os graficos de alguns polinomios Fi-

bonacci, todos gerados pela autora deste trabalho.
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Figura 1.1: Representacao grafica de F.

Figura 1.2: Representacao grafica de F.

Figura 1.3: Representacao grafica de F.
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Pelo teorema podemos observar que Fy(z) possui uma raiz real, Fj(z) possui
duas raizes que sdo complexas, Fjy(x) possui trés raizes: duas complexas e uma real, e

F5(x) possui quatro raizes: duas complexas e duas reais.

1.2.2 Propriedades

A seguir veremos algumas propriedades dos polinémios de Fibonacci.

z4+Vr2+4 e 6 _ r—x244
N = MI—TTTe

Proposicao 1.1. (Eztensao da formula de Binet) Sejam o = S

entao

Assim como, podemos expressar o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci pela
formula de Binet, esta propriedade permite que encontremos também, os polindémios de

Fibonacci através da extensao da férmula de Binet.

Proposigao 1.2. (Resto do quociente entre dois polindmios de Fibonacci) Sempre que
um polindomio de Fibonacci € dividido por outro de indice menor, o modulo do resto € um

polinémio de Fibonacci.

Proposigao 1.3. (Propriedades de Divisibilidade) Para todo n, m, verifica-se:
i) F ()| Fo(x) <= mn
i) Fy(x) = (2% + 4)%, para todo p primo.
w)mde(Fo(2), Finn (7)) = Foden,m) ().

As demonstrac¢oes podem ser encontradas em [§] e [13].
No Capitulo 3 serd mostrado como polinémios de Fibonacci podem ser usados na
resolucao de equagoes diferenciais ordinarias. Antes, porém, no capitulo 2 apresentamos

algumas nocoes de equacoes diferenciais ordinarias.
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Capitulo 2

NOCOES DE EQUACOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre equacoes diferenciais ordinarias
e que serao utilizados nos capitulos posteriores. As principais referéncias utilizadas foram

[ e [12).

2.1 Equacao Diferencial

Definicao 2.1. Uma equacao que envolve uma funcao desconhecida e uma ou mais de

suas deriwadas € uma equagao diferencial(ED).

Uma equagao diferencial é classificada de acordo com o tipo, ordem e linearidade.

A seguir estudaremos as trés classificacoes.

2.1.1 Classificacao pelo tipo

Equacoes diferenciais podem ser classificadas em dois tipos, equacao diferencial
ordinéria e equacao diferencial parcial.

Se uma equagao contém somente derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis
dependentes, com relagao a uma tnica variavel independente, ela é chamada de equacao
diferencial ordinaria(EDO). Mas se uma equagao envolver as derivadas parciais de uma
ou mais variaveis dependentes de duas ou mais variaveis independentes ela é chamada de

equagao diferencial parcial (EDP).
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Exemplo 2.1. i) & dy — 5y
i) 3 B — gy e
iii) & de —2% 4 6y =0

sao equacao diferenciais ordinarias.

Exemplo 2.2. i) 5 Gu _ dv

ox

i) xax +y8y =u
— —90u
iii) 2 axQ = atQ 2

sao equacao diferenciais parciais.

2.1.2 Classificacao pela ordem

Por definicao a ordem da derivada de maior ordem em uma equacao diferencial

determina a ordem da equacao.

Exemplo 2.3. z) + 5(dy) — 4y + € € uma equagao diferencial ordindria de sequnda
ordem ou de ordem 2.
i) yy' + 2y = 1+ 2% € uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem ou de

ordem 1.

2.1.3 Classificacao pela linearidade

Uma equacgao diferencial ordinaria de ordem n é chamada de linear quando pode

ser escrita da seguinte forma

dny dn—ly dy
an(x)—= + an_1(x )da:”* +...+a1(x)%

Assim, uma equacgao diferencial é linear se satisfaz as seguintes condigoes:

+ao(z)y = g(). (2.1)

i) a variavel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau, isto é, a poténcia
de cada termo envolvendo y ¢é 1.
ii) cada coeficiente depende apenas da variavel independente z.

Se uma EDO nao é linear, ela é chamada de nao linear.

Exemplo 2.4. i) xd—y + 2%y = 3 ¢ uma EDO linear de ordem 1.

zz) g+ x Y +y? =e" € uma EDO nao linear.
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2.2 Solucao para uma Equacao Diferencial Ordinaria

Definicao 2.2. Qualquer funcao f definida em algum intervalo I, que, quando substituida
na equacgao diferencial, reduz a equacao a uma identidade, é chamada de solugao para a

equagao no intervalo.

Ou seja, uma solucao para uma equacao diferencial ordinéria

F(z,y,/,...,y™) =0 (2.2)

é uma funcao f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacao, isto é,

F(z, f(x), f'(2), ... [ (2)) = 0 (2.3)

para todo x € I.
Exemplo 2.5. A func¢ao y = xe® € uma solu¢ao para a equagao linear
y—2y+y=20
no intervalo (—o00, 00).

Observa-se que se uma solugao de uma EDO pode ser escrita na forma y = f(x) ela
¢ chamada de solucao explicita, mas se a solugao é dada pela relacio G(x,y) = 0 tem-se

uma solucao implicita.

Exemplo 2.6. A relagio 2> +vy*—4 =0, para —2 < x < 2, € uma solugdo implicita para

equacao diferencial
dy «x

dr — y
2.2.1 Problema de Valor Inicial

O problema
dy
Resolva : == =
esolva : —— f(z,y)

sujeito a : y(xg) = yo

é chamado de problema de valor inicial(PVT).
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Teorema 2.1. (Ezisténcia de uma unica solug¢io) Seja R uma regio retangular no Plano
xy definida por a < x < b, ¢ <y <d, que contém o ponto (xg,yo) em seu interior. Se
f(z,y) e Of /Oy sao continuas em R, entao existe um intervalo I centrado em xy e uma

unica funcao y(x) definida em I que satisfaz o problema de valor inicial.

2.2.2 Meétodos de solucao

O método para resolver uma EDO depende de sua natureza. Por exemplo, uma
equacao com variaveis separaveis, onde ¢é possiel separar as variaveis x e y, € resolvida por

integracao direta das variaveis dependente e independe.

Exemplo 2.7. g—g = senx

Resolvendo

Yy = / senxdx

=—cosxr+c, ceR
15to €

y=—cosx+c, céecl.

Exemplo 2.8. g—g = Senor

dy = sendbxdx
/dy = /sen5xdm
Yy = —c;sx ¢, ceR

Exemplo 2.9. zy'dr + (y* + 2)e 3*dy = 0.

Se dividirmos a igualdade por y*e=3%, teremos

2
— 2
L dr = (" + )dy.

6—330 y4

Integrando esta equagao teremos,

2
2
/:Cegxdx: /—(y y—: )dy,
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1 1 5 2
- T——e M =y—1+ -y—3
3xe 96 y—1+ Sy +

3ze 3 — e = 9y—1 + 6y—3 4 9¢;

fazendo, ¢ = 9¢; obtém a solugcao implicita

2.2.3 Equagao linear

Definicao 2.3. Uma equacao diferencial da forma

(@) + ooy = 9l (2.4)
€ uma equacao linear.
Reescrevendo

Y s Py = fla) (25)

Para resolvermos uma equagao linear de primeira ordem basta colocar na forma

2.5)), multiplicarmos pelo fator de integracio, u(z) = e/ @)= ¢ resolvermos a integral.
gragao, p g

Exemplo 2.10. Resolva % = 5y. Reescrevendo temos

dy
2 5y =0
dx y

assim, o fator de integra¢ao serd

p(z) = el 75 — (z) = e,

Mutiplicando a equacgao pelo fator de integracao temos,
dy

e = — e Thy =0

dx

Integrando

Logo, y = ced®.



2.3. Equacgoes de ordem superior 22

2.2.4 Equagoes Homogéneas

De forma geral uma equagao diferencial ordinaria de n-ésima ordem
an(2)y™ ) + ap 1 (2)y" V(@) + o as(@)y () + ar(2)y (2) + ag(2)y(x) = g(x)

é dita homogénea se g(z) for igual a 0. Caso g(x) # 0, a equacao é chamada de néo

homogénea.

Exemplo 2.11. v —3y" + 5y —y =0

E uma equacao homogénea de terceira ordem.

Exemplo 2.12. ody | 3dy _ 2y = 22 + e*

dzt 7 Vda?

E uma equacao nao homogénea de quarta ordem.

A seguir falaremos sobre equagoes de ordem superior, em particular, de EDOs de

segunda ordem.

2.3 Equacoes de ordem superior

2.3.1 Problemas de valor inicial e valor de contorno
Para a equacgao diferencial de n-ésima ordem, o problema

n n—1

Resolva : an(:p)% + a,_1(x)

()%t ag(a)y = gfa)

@ Y
dxn—l

Sugjeito a : y(xo) = Yo, y/(ﬂio) = yé), --wy(n_l)(zo) = y(()n_l)
(n—1)

em que Yo, Yo, - Yo sao constantes arbitrarias, ¢ chamado de um problema de
valor inicial, e os valores especificos y(zo) = o,y (70) = ¥, ...,y "V (xg) = yé”_l) sao

chamados de condigoes iniciais.
Mas, por exemplo, para uma equagcao diferencial de segunda ordem, o problema
d*y dy

Resolva : (lg(l’)w + a1($)£ + ag(2)y = g(z)

Sujeito a : y(a) = yo,y(b) = 11
¢ chamado de problema de valor de contorno, e os valores especificados y(a) = yo e

y(b) = y1 sao chamados de condigoes de contorno ou de fronteira.
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2.4 Equacao de 2 ordem com coeficientes constantes

Como uma equagao linear de primeira ordem dy/dx + ay = 0, onde a é uma

% em (—o00,00). Entao, para resolver

constante, possui a solucao exponencial y = cie”
uma equacao de 2% ordem, também podemos determinar uma soluc¢ao exponencial no

intervalo (—oo, 00) para a equagao
asy” + ary’ + apy =0 (2.6)
onde, a;, 1 = 0,1 e 2. Para isso consideremos a equagao a seguir

ay’ +by +cy=0 (2.7)

2.4.1 Equacao caracteristica

Se procurarmos uma solu¢ao exponencial da forma y = e™* entdao vy = me™® e
Yy’ = m2e™®, a equagao (2.7) tornaré

am?e™ + bme™" + ce™* = Ooue™* (am?* + bm + ¢) = 0. (2.8)

Como €™ nao se anula para valores reais de x, iremos escolher m para que seja uma raiz
da equacao quadrética

am? +bm+c=0 (2.9)

que é chamada de equacao caracteristica. Para resolver uma equacao caracteristica, devem
ser considerados trés casos:
i)Raizes reais distintas: Se a equagao caracteristica possuir duas raizes reais dis-

tintas m, e my, teremos duas solugoes, e sua solugao geral seréd
y = cre" + e,

ii)Raizes reais iguais: Se a equagao caracteristica possuir duas raizes reais iguais,
ou seja, quando m; = ms, teremos apenas uma solucao exponencial, e sua solucao geral
sera

y = 1™ + coxe™,

iii)Raizes complexas comjugadas. Se a equagao caracteristica possuir duas raizes
complexas, teremos duas solugoes, m; = a+ i e mg = a — 51, que sao conjugadas entao
sua solucao geral sera

y = c1e* cosfx + coe™senfux.
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Exemplo 2.13. Resolva y" — 3y’ + 2y = 0,.

Solugao: A equagao caracteristica €

m2—3m+2=0

e suas raizes sao my =1 e my = 2. Logo, a solucao geral para a EDO de sequnda

ordem é

y = c1e” + cpe?”.

No préximo capitulo veremos como os polinomios de Fibonacci podem ser usados

nna resolucao numérica de EDOs.
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Capitulo 3

APLICACOES DOS POLINOMIOS
FIBONACCI

Conforme vimos no capitulo anterior uma equacao diferencial ordinaria pode ser
resolvida por meio de um dos métodos citados, dependendo de sua natureza. Neste
capitulo estudaremos um métodos diferente para resolver uma EDO e que geralmente
nao é apresentado em cursos de licenciatura em matemaética. Tal método é baseado em

Polindmios Fibonacci.

3.1 Resolucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias us-
ando Polinémios de Fibonacci

Os polinémios Fibonacci podem ser usados para resolver PVIs ou PVCs, através
do método pseudo-Spectral. Este método utiliza um polindémio interpolador de grau N
para encontrar uma funcao f(az) que aproxima a fungao f(x) em uma malha com N + 1
nos relacionados a uma sequéncia de polindmios ortogonais. De acordo com Boyd [15], os
coeficientes de uma fungao conhecida f(z) sdo encontrados exigindo que a série truncada
coincida com f(:v) em cada ponto da malha. Da mesma forma, os coeficientes a,, da
solucao aproximada de uma equacao diferencial ordinaria sao encontrados exigindo que a

funcao residual da interpolagao f(z) seja nula, ou seja:

R(Ii;&o,al, ...CLN) = O, 1= O, 1, ,N
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3.1.1 Derivada de uma funcao aproximante

Seja f(x) uma fungao continua, podemos expresséa-la como uma combinagao linear
infinita de polindbmios. Suponha esses polinomios como sendo os polinémios Fibonacci,
ou seja,

fl@)=>"a,F,(x). (3.1)

Seja f(xr) uma aproximagao de f(z). Para aproximar f(z), consideraremos N

. . : N :
polindomios de Fibonacci, F,(x),_,. Assim,

fl@)~ f(z) =) aFo(x), (3.2)

onde a,,r = 1,..., N sao os coeficientes Fibonacci, ainda nao determinados. Observe que

a Equacao (3.2)) pode ser reescrita na forma matricial

f=F(z)A, (3.3)

onde F(x) é o vetor linha de Fibonacci e A é o vetor coluna Fibonacci, ou seja,

F(z) = [Fi(z) Fy(x) F3(x)...Fn(x)], (3.4)

A =[a; ay as...an]”. (3.5)

Como a k-ésima derivada de f(x) em 1) existe e é continua, entao ela pode ser

expressa como uma combinacao linear dos polindmios Fibonaci,

N
fP@) =Y "a® F(2),k=0,1,2,.. (3.6)
r=1
onde,al” = a,,= f(o)(:v) = f(z) Reescrevendo a Equagao 1) em notagao matricial,
temos
F®(z) = F(x)A® k=0,1,2, ... (3.7)
onde, AO = A e
A® = [0 af af ... a7 (3.8)

é a matriz dos coeficientes da k-ésima derivada da funcao aproximante.
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Proposicao 3.1. Considere-se para k =0,1,2,...,n. Entao,

ARHD) — pEFLA | — 01,2, . p, (3.9)

onde D é a matriz operacional da derivada, de ordem NXN, definida por

—i=

. isen~——, sej>1i
0, sej <1
Dessa forma, através de (3.7)) e (3.9)), teremos
f¥(z) = F(z)D*A, k=0,1,...n (3.11)
onde D° = [y. In é a matriz identidade de ordem N.
3.1.2 Resolucao de uma EDO
Seja a equagao diferencial ordinaria linear de ordem n e nao-homogénea
> a(@)y® (@) = g(x), gu(z) # 0. (3.12)
k=0

Suponhamos que a EDO admita uma unica solu¢ao num intervalo e sejam
sua solucdo aproximada denotada por 3§ = g(z) e suas derivadas g = 3*(z). Para
calcular a solugao aproximada ultilizaremos a equagao (|3.2]).

Como nosso interesse é calcular os coefcientes Fibonacci, entao definiremos uma
malha de tamanho N, no intervalo [a, b]. Os n6s da malha, a = z1, x9, z3, ..., xx = b, s80

definidos por

b—a
N -1

Se substituirmos (3.13) em (3.12)) obtemos

T =a+ (i—1), i=1,2,..N. (3.13)

k=0

ou seja,
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.

Qo(x1)y(x1) + @ @)y (@1) + .. + gol(z)y™ (z1) = g
Qo(2)y(2) + qu(x2)y (x2) + .. + qu(@2)y"™ (z2) = g(a2)

(3.15)
| o(@n)y(en) + alen)y' (@x) + ..+ galon)y ™ (2x) = g(a)
Reescrevendo o sistema anterior, teremos
Y wy®=aG <N, (3.16)
k=0
onde, i i i ) i i
(1) 0 T 0 y(k)(%) g(z1)
0 T 0 *®) (g T
o—| 0 o) | R U SO I PR
0 0 - a(zn) | i y®) () | | g9(an) |
Assim, por (3.11)), temos que
Yy = FDkA (3.17)

onde,

Fl(fL'l) Fg(fL’l) FN(Zfl)
F— Fl(‘aig) Fg(.$2) FNFJH)
Fl(I'N) FQ(LUN) FN(.TN)

NXN

Substituindo (3.17)) em (3.16]), teremos

n

> (QFDMA = (QFD’+ Q,FD'+ ...+ Q,FD"A=WA=G, n<N, (318)
k=0

ou,

WA=G. (3.19)

A Equacao anterior representa um sistema linear, onde a,, r = 1,2, ..., N estao no

vetor A. E, para resolvé-lo, deve-se considerar a matriz ampliada

W : @) (3.20)
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Como uma EDO pode fazer parte de um problema de valor inicial (PVI) ou prob-

lema valor de contorno (PVC), teremos que
y(e))=a;, 1=0,1,..,n—1, j=1,2,..N, a<¢ <b (3.21)

sao as condigoes inicias ou de contorno (3.12)), onde «; sao valores conhecidos. Utilizando

(3-11)), temos
yU(c;) = F.,D'A, (3.22)

onde, F,. = [Fi(c;) Fy(cj) ... Fn(c;)]. Denote o vetor
U =F,D"=w, w, .. w,], 1=01,..,n-1 (3.23)

Portanto, de (3.21)) e (3.23) obtemos a expressao algébrica U;A = o ou UA = «. Ree-

screvendo a matriz ampliada desse sistema teremos
U : «al. (3.24)

Ainda podem ser reescritas as matrizes ampliadas (3.20) e (3.24) de forma que se possa

gerar uma outra matriz ampliada, ou seja,
(W= G"]. (3.25)

A matriz ampliada anterior é obtida se substituirmos 1 linhas da matriz em (3.20]) pelas 1
linhas da matriz em (3.24)), onde sdo escolhidas as tltimas 1 linhas da matriz em ((3.20)).

3.1.3 Resultados Numeéricos

Nesta se¢ao sao apresentados alguns resultados numéricos desse novo método, uti-

lizando o sofware de dominio livre FREEMAT.

Exemplo 3.1. Seja a equagao diferencial linear de sequnda ordem nao-homogénea,

2

> a2y (@) = g(@), (3.26)

com qo(z) =1, q1(x) =z, qo(z) = =2 e g(x) = xcos(x) — 3cos(x), ou seja,
y'(z) + zy'(x) — 2y(x) = xcos(z) — 3cos(z) (3.27)

com as condicoes iniciais y(0) =0 e y(0) = 1.
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Considerando N = 4 nds da malha no intervalo [0;0,6]. Assim,

ZE1:0 5(72:0,2 ZE3:0,4 J]4:0,6. (328)

Como a equagdo € de 2* ordem, se torna

2
Z(QkFDk)A = (QuFD° + Q,FD'+ QyFD*)A=WA =G, (3.29)
k=0
onde,
1 0 1 0
1 0,2 1,4 0,408
F =
1 0,4 1,16 0,864
1 0,6 1,36 1,416
010 -1 00 20
002 0 0 006
D0:I47 Dl: 3 DZ: )
000 3 00 0O
000 O 00 0O
-2 0 0 0 0 O 0 0
. 0 -2 0 0 . 002 0 0
Q = ) Q - 5 Q2:[4
0o 0 -2 0 0O 0 0,4 0
o 0 0 =2 0 O 0 0,6
Assim,

W =QoFD’+ QFD'+ Q,FD?,

—2 0 0 0
—2 —02 —0.72 1.024
—2 —0,4 0 1,664
2 —0,6 1 2616

Dessa forma teremos a matriz ampliada [W : G|, e usando as condi¢ées iniciais
i) y(0) =0, temos que
Uy=F,=(1010).
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ii) y'(0) = 1,temos que
U =FKD'=(0102).

Substituindo as condi¢oes inicias no sistema linear, obtemos a matriz [W* : G*|, e

resolvendo o sistema linear encontramos os coeficientes de Fibonacci
A=(01,2809 0 —0,1404)".

Portanto, a solucao aprorimada da EDO, é dada por

4
g(@) =Y arF(x) = a Fi(x) + a@ Fa(x) + a@ Fy(x) + ag Fa(x) =
r=1

= (0)1 + (1,2809)x + (0)(z* + 1) + (0, 1404) (2* + 2z) =
= —0, 14042® 41,0001z

Na Figura sao apresentados, respectivamente, os grdficos da solucao exata

y(z) = senz, e sua solugdo aprozimada §y = —0, 140423 + 1,0001x

i ! ! ! ! ! !

exata
aproximada

i i I
0 0.1 nz2 0.3 0.4 0.5 0B 0.7

Figura 3.1: Solugoes exata e aproximada para o problema do exemplo . Fonte propria.
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Exemplo 3.2. Seja a equacao diferencial linear de sequnda ordem homogénea ,

2

Y a(@)y® (@) = g(a), (3.30)

k=0

com qo(x) =1, ¢1(x) = =2, qo(x) =2 e g(x) =0, ou seja,

y" () — 2y (x) +2y(z) = 0 (3.31)
com as condicoes iniciais

WE)=0ey( Ty = 7. (332

Obteremos a solugao aprorimada considerando N = 5 nds da malha no intervalo

[0,1]. Assim,

21 =0, 29=0,25, 23=0,5, 24=0,75, x5=1. (3.33)

substituindo em , teremos

2
D (QeFDMA = (QuFD’ + Qi FD' + Q,FD*)A=WA =G, (3.34)
k=0
onde,
1 0 1 0 1
1 0,25 1,062 0,812 1,191

F=|1 05 1,25 1,125 1,812

1 0,75 1,562 1,921 3,003
11 2 3 5
010 -1 0 0020 —6
002 0 -2 0006 0
D=1, D'=|l 000 3 0 |, D’=]0000 12 [,
000 0 4 0000 O
000 0 0 0000 O
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20000
02000
Q=(00200],
00020
0000 2
2.0 0 0 0
0 -2 0 0 0
Q=1 0 0 -2 0 0 |, @=5
0 0 0 -2 0
0 0 0 0 -2
Assim,
W = QyFD°+ Q,FD' + Q,FD?,
2 -2 4 —4 8
2 —1,5 3,124 —1,248 3,63
W=|2 -1 25 -025 5624
1 1,5708 3,4674 17,0174 14,4903

0 1 3,1416 9,4022 24,9279

Dessa forma teremos a matriz ampliada [W : G| e usando as condigées iniciais
1) y(3) =0
Temos que

Up=Fy=(1 1,5708 3,4674 7,0174 14,4903).

iy(5)=ez,

U =FD'=(0 1 3,1416 9,4022 24,9279).

Sustituindo as condi¢des inicias no sistema linear, obtemos a a matriz [W* : G*],

cuja resolucao nos dd os coeficientes de Fibonacci

A= (-3,7406 —8,7668 —1,7323 2,0456 0,6324)"

Portanto, a solugcio aproximada da EDO, € dada por
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(@) =Y aF(x) = a Fi(x) + a@ Fa(x) + a@ Fy(x) + ag Fa(x) =

r=1
= (—0,0374)1+(—0,0876)z+(—0,0173) (2>+1)+(0, 0204) (z*4+2x)+(0, 0063) (z*+32°+1) =
= 0,0063z* 40,0204z + 0,00162* — 0, 0468z — 0, 0484.

Na Figura temos os grdficos da solu¢io exata y(x) = e* 2cos(x) e da sua
solucao aprozimada § = 0,0063x* 4 0,02042% 4+ 0,00162% — 0, 04682 — 0, 0484.

B ! ! ! ! ! ! : ! !
0.3
0.25
nz
gisk-. - T J— A o L s ;
. : : : ; exata
| e o S — s e aproximada | |
0005 v s ........ ........ ........ s ........ ........ 4
E|_ ..................................................................................... -
-0.05 .
01 . s 5§ & = 5§ 5 &
0 0.1 0.2 03 04 ns 0B 07 ng o9 1
%

Figura 3.2: Solugoes exata e aproximada para o problema do exemplo [3.2] Fonte propria.
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Exemplo 3.3. Seja a equacao diferencial linear de sequnda ordem nao-homogénea,

2

S aula)y® (@) = g(a),

Y'(@) +2(z) — 8y(z) =27 — 7"
com as condicoes 1Miciais
y(0) =1 ey'(0) =0,
e considerando N = 5 nds da malha no intervalo [0,1]. Assim,

.771:0, x2:0,25, .733:0,5, $4:0,75, .Z‘5:1.

substituindo (3.38) em (5.30), teremos

i(QkFD’“)A = (QoF D+ Q,FD' + Q:FD*)A=WA =
k=0
1 0 1 0 1
1 0,25 1,062 0,812 1,191
onde, F=| 1 0,5 1,25 1,125 1,812
1 0,75 1,562 1,921 3,003
1 1 2 3 5
010 -1 0 0020
002 0 -2 0006
D’=I, D'=]1 000 3 0 |, D= 0000
000 0 4 0000
000 0 O 0000
8 0 0 0 0
0 -8 0 0 0
Q=0 o -8 0 o [,
0 0 0 -8 0

G,

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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20000
02000
Q'=100200]|, Q=I
00020
0000 2
Assim,
W = QoFD®+ Q,FD' + Q. F D?
—2 4 —4 8

~1,5 3,124 —1,248 3,63
—1 2,5 —0,25 5,624
1,5708 3,4674 7,0174 14,4903

13,1416 9,4022 24,9279

<
|
=N CH I

Obtendo a matriz ampliada [W : G| e usando as condi¢des iniciais

i) y(0) =1 Temos que Uy =Fy=(1 0 1 0 1).

ii) y'(0) = 0 Temos que Uy = FOD1 =0 10 2 0).

Sustituindo as condig¢oes inicias no sistema linear, obtemos a matriz [W* : G*], e

resolvendo encontraremos os coeficientes de Fibonacci
A= (—4,1156 —1,5826 5,4234 0,7913 —0,3078)"

Portanto, a solugcao aproximada da EDO, € dada por

§2%7~ ) = a@yF1(2) + a@) Fa(2) + a@) F3(z) + a@ Fa(z)

= (—4,1156)14(—1,5826) 2+ (5, 4234) (x> +1)+(0, 7913) (2> +22) + (-0, 3078) (z* +32>+1)

= —0,3078z* +0,79132> + 4, 52® + 1

Na Figura[3.3 estao representadas a solugao exata

4 25 1
y(x) = 567433 + %eh — 167296 + 56"”
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e a solugao aproximada

7= —0,3078z% +0,7913z% + 4, 52® + 1

exata
aproximada

o 01 02 03 04 05 06 07 08 08

Figura 3.3: Solugoes exata e aproximada para o problema do exemplo [3.3] Fonte propria.

Exemplo 3.4. Seja a equacao diferencial linear de sequnda ordem nao-homogénea,
2

S gy (@) = g(a), (3.40)

k=0
com qo(x) = 22, q1(z) = —(2®> + 2), q(x) =2 +2 e g(x) = 223, ou seja,

22y (z) — (2° + )y (2) + (z + 2)y(z) = 223 (3.41)
com as condicoes iniciais
y(0)=—-2e 9y (0)=—4 (3.42)

A solugao também serd obtida considerando N = 5 nds da malha no intervalo [0,1]. Assim,

T = 0, Tog = 0, 25, T3 = 0,5, Ty = 0, 75, Ty = 1. (343)
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substituindo (3.45) em (3.41), teremos

i(QkFD’“)A = (QoFD° + Q,FD' + Q. FD*)A = WA = G, (3.44)
k=0
onde,
1 0 1 0 1
1 0,25 1,062 0,812 1,191
F=|1 05 1,25 1,125 1,812 |,
1 0,75 1,562 1,921 3,003
11 2 3 5
010 -1 0 0020 —6
002 0 -2 0006 0
D’=I, D'=]1 000 3 0 |, D=l 0000 12 [,
000 0 4 0000 O
000 0 0 0000 O
2 0 0 0 0
022 0 0 0
o | o 0o 25 0 o
e o0 o 2,75 0 |
0 0 0 0
3
2 0 0 0 0
0 —0,5625 0 0 0
Q'=|0o o ~1,25 0 0 |, Q=1
0 0 0 —2,0625 0
0 0 0 0 -3
Assim,

W = QoFD° + Q,FD"' + QyFD?
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2 0 2 0 2
2,5 0 2,2332 0.6911 1,5555

W=/ 2 0 2375 0125 2,4050
1 0 2 0125 5
0 1 0 5 12

Dessa forma teremos a matriz ampliada [W : G]. E, usando as condig¢oes iniciais
i) y(0) = =2 temos Uy = Fy=(1 0 2 3 5).
i)y (0)=—-4eU, =FD'=(0 10 5 12).
Sustituindo as condi¢oes inicias no sistema linear, obtemos a matriz [W* : G*],

cuja solugao €
A=(2 —4,0146 —2,0029 —0,0015 0,0018)"

Portanto, a solugcdo aproximada da EDO, € dada por

4
(@) =Y aF(x) = ay Fi(2) + a@) () + agg Fs(x) + ag Fi(x)

r=1

= (2)1 + (—4,0146)x + (—2,0029) (2% + 1) + (—0,0015) (z* + 2z) + (0, 0018)(z* + 32* + 1)

=0,0018z* — 0,00152% — 1,99752% — 4, 01162 — 0,0011.

Na Figum estdo os grdficos de sua solugao exata, y(x) — 222, e de sua solugao
aproximada

7 = 0,00182% — 0,00152° — 1,997522 — 4, 01162 — 0, 0011.
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exata
aproximada

Figura 3.4: Solugoes exata e aproximada para o problema do exemplo [3.4, Fonte propria.

Os exemplos apresentados para este método mostram que é possivel obter boas
aproximacoes numeéricas da solugao exata para os problemas propostos. Percebe-se tam-
bém que nos exemplos e[3.4] o erro entre a solugdo exata e a solu¢do aproximada

é grande. Isto pode ser atenuado se aumentarmos o niimero de nés da malha.

3.1.4 Resolucao de Equagoes de Diferencias com Diferencgas

Além da resolugao EDOs, o método apresentado na subsegao pode ser ul-
tilizado para resolver equagoes de diferenciais com diferengas e perturbagoes [10]. Uma
equacao diferencial com diferencas e pertubacoes é uma equacao em que a derivada mais
alta é multiplicada por um pequeno parametro, chamado de perturbacao e que envolve

pelo menos um atraso ou um avango, chamado de diferenga. Sua forma geral é

ey’(z) + ()Y (x — 7) + alz)y(z — 0) + w(z)y(z) + B(x)y(z +n) = g(x),  (3.45)
para 0 <z <1, 0 < 1, com as condi¢oes de contorno

y() = o(z), —0<x<0, y(z)=1(r), 1<z <1+,
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onde a(x), B(z), w(x), g(z), ¢(z) e P¥(r) sdo fungdes, 7, § e 7 sd@o os pardmetros de

mudanca e € é o parametro de pertubacao.
Exemplo 3.5. Considere a sequinte equagao.
ey (x) +0,25y(z — 0) — y(x) + 0, 25y(z + 1) = 1, (3.46)

em [0,1], com as condigdes de contorno
y(r) =1, -0<x<0

y(z)=0, 1<x<1l+
onde ¢ = €2. Sendo que (z) = B(z) = 0, 25.

Na Figura podemos ver a solugdo numérica y(z) pelo presente método para

N =40, d=0,03 g =0,07 e diferentes valores de €.

1 T ! T T T T T T T
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: : ; ; E : ' 7 i
AR : : : ; : : o
(IS SR P MR ....... ......... L ...... R : / ........ e
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[l ; : 5 : : ; ; :
T S // _________ N -
| TR g & § b
h : : : /;/ : :
(i 5 St 1\, ........ ........ ........ ...... o ........ ..... = :2_1 H
¥ 5 3 : . § :
\\ BN D T B e=27
: : : : : : : =93
nsk-- T (LTI S R ERTT o e=2" |
3 V : : i : : g=74%
3 : : : : : : g=27
0.4 i 1 1 i 1 1 1 T T
1] 0.1 o2z 03 04 05 0B 07 08 082 1

Figura 3.5: Solugoes para diferentes valores de ¢ no problema do exemplo 3.5, Fonte

propria.
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Consideracoes Finais

Este trabalho mostrou alguns resultados interessantes sobre polinémios Fibonacci,
como por exemplo, o estudo de algumas propriedades, raizes e as aplicacaos na resolucao de
equacoes diferenciais ordinérias e de equacoes diferenciais com diferencas e perturbacoes.

Para este estudo, vimos alguns resultados sobre a sequéncia de Fibonacci e polindémios
de Fibonacci, que satisfazem varias propriedades e aplicagoes.

Além disso,também presentamos um breve estudo sobre equagoes diferencias or-
dinérias de primeira ordem e de ordem superior, destacando alguns métodos de resolucao
e exemplos e ultilizamos os resultados estudados nos capitulos posteriores para resolver
numéricamente uma EDO, através de um método baseado em polinémios de Fibonacci.

Neste estudo, vimos o método Pseudo-Spectral que consiste em aproximar uma
fun¢io f(z) ultilizando um polinémio interpolador f(z), para resolver uma EDO. Ob-
servamos que esse método pode ser ultilizado para resolver tanto Problemas de Valor
Inicial(PVI) quanto Problemas de Valor de Contorno(PVC).

Se compararmos a solucao exata e aproximada das EDOs, podemos ver que em
alguns dos exemplos apresentados, o erro é relativamente alto. Mas, isso pode ser atenuado
aumentando o nimero de nés da malha. E semelhante a esse método vimos também,
a representacao numérica de uma equacao de diferenca, onde sao dados valores para
determinar a solucao exata.

Assim, este trabalho se mostrou interessante no sentido em que foram estuda-
dos resultados e métodos diferentes dos que sao estudados no Curso de Licenciatura em

Matematica, tornando a pesquisa bastante relevante.
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