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Resumo

Tendo em vista a importancia do cdlculo de dreas, temos por objetivo pesquisar sobre as
contribui¢des de Arquimedes, Cavalieri, Pascal, Fermat, Newton, Leibniz e Riemann a fim de
abordar a evolugdo e o desenvolvimento do cédlculo de dreas no decorrer dos anos. Para tanto, é
necessdrio fazer um passeio pela histéria, tentando compreender as ideias e abordagens desses
matematicos bem como a geometria utilizada por eles. Realiza-se entdo, uma breve pesquisa
sobre a histéria da Matematica para compreender a evolucao do célculo. Diante disso verifica-se
o método da exaustdo, a quadratura da pardbola, o principio de Cavalieri, 0 método de Pascal
e de Fermat, o uso do Teorema Fundamental do Célculo por Newton e Leibniz e o calculo de
areas e integrais através de limites de somas, descrito pelo matematico Riemann, o que impde a
constatacdo de que muitos matematicos contribuiram para a invencdo do Célculo Diferencial e
Integral que utilizamos na atualidade.

Palavras—chave: cdlculo de areas, historia da Matematica, Calculo Diferencial e Integral.



Abstract

Given the importance of area calculation, we aim to research the contributions of Archi-
medes, Cavalieri, Pascal, Fermat, Newton, Leibniz and Riemann to address the evolution and
development of area calculation over the years. Therefore, it is necessary to take a walk through
history, trying to understand the ideas and approaches of these mathematicians as well as the
geometry used by them. A brief research on the history of mathematics is then performed to
understand the evolution of calculus. In view of this, the exhaustion method, the square of the
parable, the Cavalieri principle, the Pascal and Fermat method, the Newton and Leibniz fun-
damental calculus theorem and the area and integral calculus through sums, described by the
mathematician Riemann, which imposes the realization that many mathematicians contributed
to the invention of the Differential and Integral Calculus that we use today.

Keywords: area calculus, history of mathematics, differential and integral calculus.
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CAPITULO

1

Introducao

Tendo em vista o cdlculo da drea de regides planas e o método em que este conceito € ensi-
nado e trabalhado com estudantes do ensino médio e, como este contetido poderia ser abordado
de outras maneiras, através de algumas demonstragcdes relacionadas as famosas e conhecidas
formulas utilizadas para se calcular a drea de superficies como o tridngulo, retangulo, qua-
drado, losango, trapézio, paralelogramo e o circulo. Articular os estudos desenvolvidos e as
descobertas sobre as dreas ao longo dos tempos, desde: Arquimedes (287 a.C a 212 a.C) sendo
estes 0 Método da Exaustdo e a Quadratura da Pardbola, lembrando que o método da exaustdo
foi desenvolvido primeiramente por Eudoxo (c.408 a ¢.355) e anos depois aprimorado por Ar-
quimedes; Abordagem sobre o Principio de Cavalieri e o método dos indivisiveis juntamente
com suas aplicagdes para o conceito da drea de regides do plano. O principio desenvolvido por
Bonaventura Cavalieri (1598-1647) € utilizado tanto para determinar volumes de sélidos como
também a drea de regides planas. Existem, inclusive versdes mais gerais desse principio, tanto
para dreas como para volumes. Blaise Pascal (1623-1662) e o célculo de areas, no qual Pascal se
baseou nos estudos desenvolvidos por Cavalieri e seu método dos indivisiveis, aprimorando-o.
Trazemos também um estudo sobre Pierre de Fermat (1601-1665) e o cdlculo de areas, no qual
Fermat obteve um método para calcular a drea de uma regido limitada por uma curva, também o
Célculo Diferencial e Integral que € utilizado na atualidade, e que merece também atencao, pois
por meio do célculo da integral podemos encontrar a drea de uma determinada regido. Por fim
Bernhard Riemann (1826-1866) que desenvolveu a soma de retidngulos para determinar dreas de
regides delimitadas por uma fun¢do em um intervalo, processo este utilizado para determinar
a area na Integral Definida. Utilizamos dois softwares neste trabalho, a saber, o Maple para
calculos matematicos com expressdes algébricas e simbdlicas, e o Winplot para plotagao de

gréficos de fun¢des com uma ou duas varidveis.
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1.1 Motivacao

1.1 Motivacao

Ao observar os fundamentos da Geometria Plana, veio a curiosidade e vontade de desen-
volver algum trabalho relacionado, mas ndo sabia sobre o que e nem como isto poderia ser
realizado. Em um didlogo com o meu orientador Prof. Me. Marcio Demetrius Martinez, ele
veio a falar sobre o principio de Cavalieri e a sua importancia, assunto esse no qual eu nunca
tinha ouvido falar. Ao fazer algumas pesquisas ele me deu a ideia de desenvolver um traba-
lho utilizando a drea de figuras geométricas comuns e outras mais complexas, e foi assim que

resolvemos em conjunto abordar o desenvolvimento do célculo de dreas ao longo do tempo.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho de conclusdo de curso € o cdlculo da area de regides
planas, abordando um contexto histérico sobre o cdlculo de dreas, trazendo ideias que foram
desenvolvidas desde a antiguidade até os dias atuais para o Célculo Diferencial e Integral. A
histéria a ser desenvolvida sobre dreas, é claro, ndo passando por todos os mateméticos, se-
guiréd de forma cronolédgica partindo de Arquimedes e Eudoxo com os feitos sobre o método da
exaustdo, abordando também o principio de Cavalieri que € a base para o célculo de areas nos
ensinos fundamentais e médio. Ha também a ideia de Pascal e Fermat, para determinar a drea
entre uma funcdo e o eixo das abcissas tendo como base a drea de retdngulos. E foram as con-
tribui¢des dos mesmos que veio a surgir por Newton e Leibniz o Calculo Diferencial e Integral,
cujas contribui¢cdes de Bernhard Riemann foram essenciais também para concluir esse feito.
Resumidamente € fazer um passeio pela histéria tentando compreender as ideias e abordagens
de alguns matematicos e analisar como a geometria utilizada por eles, ensinada nas escolas, in-
corpora uma série de regras e sequéncias ldgicas responsaveis pelas suas defini¢des e resolucdes

de problemas de cunho geométrico, conhecida como Geometria Cientifica ou Ocidental.

1.3 Organizacao do trabalho

Capitulo 2 Area - Faz uma generalizagdo, e também aborda um pouco de histéria da area e
conceitos essenciais para o entendimento do seu célculo, tais como a importancia da geometria
e seus conceitos bdsicos mas essenciais € uma abordagem em relagdo as unidades de medi-
das, destacando o comprimento. Este capitulo tem como objetivo relembrar a importancia do
conceito de drea, para compreender os avangos ao longo do tempo em relacdo a este conceito.

Capitulo 3 Area das Figuras Planas - Trés as principais figuras planas para a geometria e
as féormulas utilizadas para calcular as suas dreas, sendo essas figuras: o retdngulo, o quadrado,
o paralelogramo, o tridngulo, o losango, o trapézio, os poligonos regulares em geral e o circulo.

Capitulo 4 Arquimedes - Tras uma abordagem sobre alguns fatos histéricos da vida e obras
de Arquimedes, e os estudos e descobertas como a Medida do Circulo, desenvolvida por Arqui-
medes pelo processo do Método da Exaustdao de Eudoxo, que pode ser utilizado para determinar

a area de um circulo e também a Quadratura da Parabola de Arquimedes.
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Capitulo 5 Bonaventura Cavalieri - Diz um pouco sobre a vida de Cavalieri e os seus feitos
importantes para o cdlculo da drea, como a sua descoberta sobre 0 método dos Indivisiveis e
o Principio de Cavalieri, utilizado tanto para calcular drea de regides, como também o volume
dos sélidos geométricos.

Capitulo 6 Blaise Pascal - Este capitulo trds um pouco da histdria da vida de Blaise Pascal,
e alguns de seus trabalhos para o calculo da drea. Os indivisiveis em Pascal e a Identidade de
Pascal, fazem uma introducao de alguns conceitos como o bindmio de Newton e a combinagao,
que sdo de extrema importancia para o entendimento do método desenvolvido por ele para
determinar a drea de uma regido. Com o conceito binomial e a combinacao, Pascal desenvolveu
uma identidade responsavel pelo cdlculo do limite em seu método.

Capitulo 7 Pierre de Fermat - Fermat, e sua contribui¢do para o cdlculo de érea, através

do método utilizado por ele para determinar a drea de uma regido obtida pela fungio y = z*,

k+1
obtendo a féormula

Capitulo 8 Calculo Diferencial e Integral - Descreve um pouco da histéria do surgimento
por Newton e Leibniz, bem como a no¢do dos nimeros infinitesimais. Aborda o conceito inicial
de Limite, Derivada e Integral (Definida e Indefinida) evidenciando o teorema fundamental do
calculo.

Capitulo 9 Bernhard Riemann - Riemann, desenvolveu um método conhecido como mé-
todo do retangulo, que € a base para o cédlculo da integral definida que temos na atualidade. Foi

pela soma de Riemann que este conceito ficou mais claro para a matematica.



CAPITULO

Area

A darea € um conceito matemdtico que pode ser definida como quantidade de espago bidi-
mensional, ou seja, de superficie. Na antiguidade, o homem necessitava determinar a medida
de algumas superficies com o intuito voltado a plantacdo, constru¢do de moradias, criacdo de
animais, entre muitas outras atividades do dia a dia. O conceito de drea nasceu a partir das ob-
servagoes e necessidade humana no decorrer dos anos, dessa forma o homem observou e obteve
uma melhor organizac¢io na ocupacgao de terrenos por meio da delimitacdo de uma determinada
regido (area). (EVES, 2011)

2.1 Historia da Area

O estudo da area tem como base a Geometria Plana ou Euclidiana como é conhecida, a Geo-
metria Plana surgiu na Grécia Antiga. A geometria plana ou euclidiana € a parte da matematica
que estuda as figuras que nao possuem volume. A geometria plana também é chamada de eucli-
diana, uma vez que seu nome representa uma homenagem ao gedmetra Euclides de Alexandria,
considerado o “pai da geometria”. (EVES, 2011)

O conhecimento geométrico como conhecemos hoje nem sempre foi assim. A geometria
surgiu de forma intuitiva, € como todos os ramos do conhecimento, nasceu da necessidade e da
observacdo humana. O seu inicio se deu de forma natural através da observacdo do homem a
natureza. Ao arremessar uma pedra num lago, por exemplo, observou-se que ao haver contato
dela com a dgua, formavam-se circunferéncias concéntricas (centros na mesma origem). Para
designar esse tipo de acontecimento surgiu a Geometria Subconsciente. (EVES, 2011)

Conhecimentos geométricos também foram necessarios aos sacerdotes. Por serem os cole-
tores de impostos da época, a eles era incumbida a demarcagdo das terras que eram devastadas
pelas enchentes do Rio Nilo. A partilha da terra era feita diretamente proporcional aos impos-

tos pagos. Enraizada nessa necessidade puramente humana, nasceu o calculo de area. (NETO,
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2.1 Histdria da Area

2013)

Muitos acontecimentos se deram, ainda no campo da Geometria Subconsciente, até que a
mente humana fosse capaz de absorver propriedades das formas antes vistas intuitivamente.
Nasce com esse feito a Geometria Cientifica ou Ocidental. Essa geometria, vista nas insti-
tuicdes de ensino, incorpora uma série de regras e sequéncias logicas responsdveis pelas suas
defini¢Oes e resolucdes de problemas de cunho geométrico. Foi em 300 a.C. que o grande geo-
metra Euclides de Alexandria desenvolveu grandiosos trabalhos matematico-geométricos e os
publicou em sua obra intitulada Os Elementos. Essa foi, e continua sendo, a maior obra ja publi-
cada desse ramo, de toda a histéria da humanidade. A Geometria plana, como € popularmente
conhecida nos dias atuais, leva também o titulo de Geometria Euclidiana em homenagem ao
seu grande mentor Euclides de Alexandria. (EVES, 2011)

As primeiras unidades de medidas a serem utilizadas foram a partir do “corpo humano
como medida” onde se media usando o tamanho do comprimento dos bragos, pés, palmos e
passos, por exemplo, porém nem sempre era uma medida exata, até porque cada pessoa tem um
tamanho de corpo e medidas diferentes. Por volta de 3500 a.C. o homem sentiu necessidade
de fazer grandes constru¢des e observou também que necessitavam de medidas mais exatas,
sendo assim, ele decidiu entdo adotar como “medida” os membros do corpo humano de apenas
um homem, podendo esse ser um rei ou sacerdote, foi onde obtiveram uma melhor simetria nas
construgdes. Para isso, foram confeccionados na época alguns materiais e utilizados para medir,
como nds em cordas, pedacos de madeiras e até mesmo de metais, com mesmas medidas, sendo

essas as primeiras medidas oficiais de comprimento. (EVES, 2011)

2.2 A Geometria

O estudo da drea de figuras planas tem como base a Geometria Plana ou (Euclidiana), cujo
objetivo € estudar o espaco e as figuras que podem ocupé-lo. A palavra geometria significa
geo (terra) metria (medida), ou seja, a terra como medida. No século III a.C., Euclides 300
a.C. (https://pt.wikipedia.org/wiki/Euclides) professor, discipulo da escola platonica e escritor,
conhecido como o “pai da Geometria” a colocou em forma de teoria dedutiva, e estabeleceu um
padrao para a geometria que se seguiu por muitos anos. (EVES, 2011)

Os elementos bésicos, mais conhecidos como as (no¢des primitivas) da geometria sdo: o
ponto, a reta e o plano, destes se tem o conhecimento intuitivo, ou seja, por meio da observa-
cdo. O ponto, a reta e o plano possuem (proposicdes primitivas, axiomas ou postulados) que
sdo adotados e aceitos sem a necessidade das demonstra¢des, porém podem ser representados
graficamente. A geometria também se preocupa com forma, tamanho e posicao relativa de fi-
guras e suas propriedades do espaco. Nos ensinos fundamental e médio, o estudo da geometria
plana segue os padrdes de ensino/aprendizagem de acordo com os Pardmetros Curriculares Na-
cionais (PCN) que aborda as necessidades de cada ciclo de ensino (fundamental ou médio) e,
€ ensinado por meio de materiais didéticos disponibilizados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD).
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2.2 A Geometria

O plano possui apenas largura e comprimento como dimensdes, ndo possuem profundidade,
e é representado por letras gregas minudsculas, como por exemplo: «, 3 e 7. Sendo assim,
figuras, formas e definicdes sdo feitas para objetos que pertencem ao plano bidimensional. O
ponto tem como notac¢do letras maitsculas latinas como A, B, C, D, por exemplo, j4 a reta tem
definida sua notagdo pelas letras mindsculas latinas como: a, b, ¢, d. (DOLCE e POMPEO,
2005)

Entre os principais matemadticos responsaveis pelo desenvolvimento da geometria desta-
cam-se Tales de Mileto VI a.C. (https://pt.wikipedia.org/wiki/Tales-de-Mileto) na Grécia, im-
portando a geometria utilizada pelos antigos egipcios; Pitagoras 570-495 a.C. (https:// pt.wikipe
dia.org/wiki/Pitagoras) conhecido pelo teorema aplicado ao tridngulo retangulo, que recebeu o
seu nome, conhecido como Teorema de Pitdgoras, Pitdgoras também aperfeicoou o conceito de
demonstracdo matematica da época e ainda nesse século, Euclides com a obra Os Elementos
que trouxeram inovacdes consistentes quanto aos métodos geométricos utilizados na antigui-
dade, e que vém contribuindo hd muitos séculos para o desenvolvimento das ciéncias em geral.
(FACCO, 2003)

2.3 Sistema Internacional de Unidades

Com o passar dos séculos o0 homem foi aprimorando os seus conhecimentos e os seus cal-
culos, determinando férmulas e unidades de medidas até se chegar as que conhecemos hoje, foi
criado entdo por volta de 1960 o Sistema Internacional de Unidades (SI), que contém sete gran-
dezas de unidades bdsicas ou (unidades de base). O (SI) € a forma moderna do sistema métrico
(sistema de medig¢do internacional decimalizado) que surgiu durante a Revolu¢do Francesa, e é
o mais utilizado em quase todo o mundo. As principais grandezas das unidades basicas do Sis-
tema Internacional sdo: Comprimento (distancia entre dois pontos); Massa (associada ao peso
de objetos); Tempo (periodo continuo no qual os eventos acontecem); Corrente Elétrica (des-
locamentos de cargas dentro de um condutor); Temperatura Termodindmica (medida absoluta
da temperatura); Quantidade de Substdncia (mede a quantidade de ions, 4tomos, moléculas,
elétrons e particulas); e Intensidade Luminosa (medida pela poténcia emitida de uma fonte
luminosa em uma dire¢do). (BIPM, 2007), (EVES, 2011)

Grandezas Nome Simbolo
Comprimento Metro m
Massa Kilograma Kg
Tempo Segundo S
Corrente Elétrica Ampere A
Temperatura Termodinadmica Kelvin K
Quantidade de Substancia mol mol
Intensidade Luminosa candela cd

Tabela 2.1: Unidades de Base do Sistema Internacional de Unidades
Fonte: (R.H. KRANE et al., 2003)

18



2.3 Sistema Internacional de Unidades

Além das Unidades de Base para o Sistema Internacional de Unidades, temos também al-
gumas unidades Derivadas e Suplementares. Como o objetivo da pesquisa € trabalhar com o
calculo de drea, temos o comprimento (grandeza fisica que expressa a distancia entre dois pon-
tos), como base. Para o cdlculo da 4rea no Sistema Internacional de Unidades, em relacdo a
grandeza “comprimento”, observa-se na tabela acima que a sua unidade de medida padrédo € o
metro (m), que por sua vez possui os seus multiplos e submultiplos. (R.H.KRANE et al., 2003)

Os muiltiplos do metro correspondem a grandes distancias como explica a tabela a seguir:

quilometro | hectometro | decametro
km hm dam
1.000 m 100 m 10 m

Tabela 2.2: Multiplos do Metro
Fonte: (R.H.KRANE et al., 2003)

Ja os submuiltiplos do metro, correspondem a pequenas distancias:

decimetro | centimetro | milimetro
dm cm mm
0,1 m 0,01l m 0,001 m

Tabela 2.3: Submuiltiplos do Metro
Fonte: (R.H. KRANE et al., 2003)

ApO6s conhecer o Sistema Internacional de Unidades e principalmente as unidades de me-
didas do Comprimento, vamos ver qual a relacdo (de acordo com o SI) entre as unidades de
medidas de comprimento e as unidades de medida da drea. A area de uma determinada regido
plana, um quadrado por exemplo, pode ser calculada a partir do produto entre suas duas dimen-
soes, sendo essas: base e altura, ou também, comprimento e largura. Assim para as unidades
de medidas da area, necessita-se que todas as dimensdes dessa regido estejam em uma unica
unidade de comprimento, ou seja, precisamos de uma unidade padrao, e também, saber analisar
essas unidades. (EVES, 2011). Para explicar essa relacdo, suponhamos um (quadrado) com a

altura igual a 1m (um metro) de comprimento de acordo com a imagem abaixo:

(1) (2) (3)

1m?

b : 1m

Figura 2.1: Transformar metro em metro quadrado
Fonte: Figura elaborada pela autora
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2.3 Sistema Internacional de Unidades

Como o quadrado é um plano e tem todos os seus lados iguais (contém o mesmo compri-
mento), na figura 2.1, observa-se que, se a altura “h"do quadrado corresponde a 1m (um) metro,
consequentemente a sua base “b"também terd 1m (um) metro de comprimento, Como vemos no
segundo quadrado (2). A partir dai, para saber a drea deste quadrado, basta fazer o calculo
do produto em relagdo ao comprimento da base e da altura como segue abaixo: (DOLCE e
POMPEO, 2005)

Areaguadrado) = base X altura
Areaquadrado) = 1m x 1m
{ _ 2
Area(quadrado) =1m

Observa-se entdo, que ocorre a multiplicacdo entre os valores e também entre a unidade de
medida do comprimento, metro. Assim, sabemos que o quadrado de lados com comprimento
de 1m (um metro) terd 4rea de 1m? (um metro quadrado). (DOLCE e POMPEO, 2005)

Sendo assim, para se calcular a drea de regides planas, temos as unidades de medidas a

seguir:

Nome Simbolo
Quilémetro Quadrado km?
Hectdmetro Quadrado |  hAm?
Decametro Quadrado | dam?

Metro Quadrado m?
Decimetro Quadrado dm?
Centimetro Quadrado cm?
Milimetro Quadrado mm?

Tabela 2.4: Unidades de medidas para Area
Fonte: (R.H. KRANE et al., 2003)

Ha também o processo de conversdo entre as unidades de medidas, onde podemos expressar
qualquer outra unidade de comprimento sem altera¢des no valor. Nas tabelas 2.2 e 2.3 contém os
multiplos e submuiltiplos do metro. As unidades a direita para converté-las basta multiplica-las
por 10 (dez), ja as que estdo a esquerda faz-se a divisdo por 10 (dez). Para converter uma
unidade de medida para qualquer outra unidade, deve-se repetir sucessivas vezes as regras,
como indicado na figura abaixo. (R.H.KRANE et al., 2003)

20



2.3 Sistema Internacional de Unidades

w10 x10 %10 =10 =10 =10

km | hm|(dam| m | dm | em | mm

0 0 0 0 10 0

Figura 2.2: Conversao
Fonte: site S6 Matemadtica

Na tabela abaixo hd um exemplo do processo de conversao:

cm | Metro | km
1 Centimetro | 1 1072 | 107°

1 Metro 100 1 1073
1 Quildémetro | 10° | 1000 1

Tabela 2.5: Conversao das unidades de comprimento

Fonte: (R.H.KRANE et al., 2003)

Observe que 1 centimetro foi convertido em metro e em quilometro, assim como 1 metro

foi convertido em centimetro e quilometro, e 1 quildmetro convertido em centimetro € metro.

A unidade de medida de comprimento ao quadrado, é o que utiliza-se quando trabalhamos

com dreas. No capitulo a seguir, veremos algumas figuras planas e como calcular as dreas de

suas regides.
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CAPITULO

3

Area das Figuras Planas

As dreas medem o espago, ou seja, o tamanho da superficie de uma figura plana. Sendo as-
sim quanto maior for a superficie, maior serd a sua drea. Sabe-se pela geometria euclidiana que
figuras planas possuem comprimento e largura, sendo essas bidimensionais, ou seja, possuem
duas dimensdes. Com o passar dos anos € com a necessidade do homem, foi preciso calcular
a drea de determinadas regides, e ao longo do tempo foram desenvolvidas figuras e férmulas
para se calcular a drea das mesmas. O homem a partir de observagdes criou diversas figuras
tendo como base as no¢des primitivas, como por exemplo, com dois pontos se faz um segmento
de reta, com trés pontos podemos formar um plano (tridngulo). Tais conceitos sdo abordados
em livros didaticos do ensino fundamental e médio, sendo estes ensinados a partir de férmulas
utilizadas para calcular o valor da drea de uma figura plana (poligono). A unidade padrdo de
medida da drea € o metro quadrado e vamos partir dele para as defini¢des a seguir. (DOLCE e
POMPEO, 2005)

Os principais poligonos (figura plana formada pelo mesmo nimero de angulos e lados)
sdo: quadrado, retangulo, tridngulo, paralelogramo, losango, trapézio e um poligono regular.
(DOLCE e POMPEO, 2005). Além destes poligonos, como uma figura plana o circulo também
merece aten¢do. Na sequéncia serd feito uma breve explicagdo sobre cada uma dessas figuras e

o método mais utilizado para calcular o valor de suas dreas nos ensinos fundamental e médio.

3.1 O Paralelogramo

O Paralelogramo é um poligono que possui quatro lados, seus lados opostos sdo paralelos
e possuem a mesma medida. Possui também angulos internos e externos, cuja soma de seus
angulos (internos ou externos) € igual a 360°. (DOLCE e POMPEOQ, 2005)
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3.1 O Paralelogramo

A D

Figura 3.1: Paralelogramo I
Fonte: Figura elaborada pela autora

Os lados BC' e AD, sio paralelos e tem a mesma medida, assim como os lados BAeCD.
Levando em consideracdo essas informacgdes € facil perceber que todo quadrado, retangulo e
losango também sao paralelogramos, pois possuem lados paralelos entre si. (DOLCE e POM-
PEO, 2005)

Figura 3.2: Paralelogramo II
Fonte: Figura elaborada pela autora

A éarea de um paralelogramo também pode ser calculada através da multiplicagcdo entre as

suas duas dimensoOes base e altura.

Area(paraielogramo) = base X altura

Teorema 3.1 Dois Paralelogramos de bases e alturas respectivamente congruentes sdo equi-
valentes. (DOLCE e POMPEQ, 2005) [pdg.303]

Em caso particular por definicdo de equivaléncia plana, temos que o retangulo também &
um paralelogramo. Se observarmos um paralelogramo de base e altura, podemos compara-lo
a um retangulo que possui a mesma medida de base e altura, assim ambos serdo equivalentes.
(DOLCE e POMPEQ, 2005)

Figura 3.3: Paralelogramo e Retangulo
Fonte: Figura elaborada pela autora

Logo,

Areaparatelogramo) = AreQ(retanguloy = base x altura
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3.2 O Reténgulo

3.2 O Retangulo

O retangulo € um quadrilatero que possui todos os seus angulos retos (iguais a 90°). O
retangulo possui base a altura, e para calcular a sua drea basta observar a relacdo entre suas
duas dimensdes. Sendo assim, temos a férmula para calcular sua drea a partir do produto de
suas dimensdes, ou seja, Area(remngulo) = base x altura. (DOLCE e POMPEOQO, 2005)

A B

Figura 3.4: Retangulo
Fonte: Figura elaborada pela autora

Supondo um retangulo com medidas de base igual a 6m (seis metros) e altura de 2m (dois

metros) de comprimento, sua drea entao serd:

Area(ret&ngulo) = base X altura
Area(ret&mgulo) =6m X 2m

i 2
Area(retdngulo) = 12m

b

Figura 3.5: Retangulo: base e altura
Fonte: Figura elaborada pela autora

Observe na figura 3.5, que a base esta representada pela letra (b) e a altura pela letra (h).
Observe também nas expressdes acima que nao basta apenas multiplicar os valores, mas tam-
bém realizar a multiplicacio entre unidades de medida. Com base no exemplo acima temos que
a formula utilizada para calcular a drea total de um retangulo é: (DOLCE e POMPEO, 2005)

Area(ret&ngulo) = base X altura
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3.3 O Quadrado

3.3 O Quadrado

Figura 3.6: Quadrado
Fonte: Figura elaborada pela autora

O quadrado € uma figura plana formado por quatro lados congruentes, ou seja, todos os
seus lados possuem a mesma medida de comprimento, o quadrado possui também seus quatro
angulos retos (angulos internos iguais a 90°), e € conhecido também como quadrildtero regular,
pelo fato de ter quatro lados iguais e seus angulos retos. (MACHADO, 1988)

Para calcular a drea de um quadrado basta saber a medida do comprimento de um dos seus
lados, ja que ele possui todos os lados iguais de mesma medida e comprimento. Representando
a medida do lado de um quadrilatero regular por (L). Sua area entdo poderd ser representada
pela férmula: Area(quadmdo) = L?. (DOLCE e POMPEO, 2005)

B
]L
C
Figura 3.7: Quadrilatero Regular
Fonte: Figura elaborada pela autora

A

D I
L

Para justificar esta formula suponha um quadrado com comprimento de lado igual 2m (dois
metros), o quadrado como um plano possui base e altura, e para saber a drea total basta calcular

o produto da medida de sua base pela medida de sua altura.

Areaguadrado) = base X altura

Como o quadrado possui todos os lados iguais a 2m, basta substituir as respectivas medidas
na férmula acima, substituindo entdo a medida de comprimento 2m no lugar da base e da altura

temos que:

Areaguadrado) = 2m X 2m

i 2
Area(quadrado) =4m
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3.3 O Quadrado

Ocorreu entdo a multiplicagc@o dos valores de comprimento e da unidade de medida utilizada
o metro (m). (DOLCE e POMPEQ, 2005). Como o quadrado tem todos os lados iguais, se
chamarmos um de seus lados de L, entdo a Area(quadmdo) = L x L. Portanto a drea do quadrado
pode ser representada por:

i 2
Area(quadrudo) =L

3.4 O Triangulo

O tridngulo é uma figura plana (poligono) formado por trés lados. Ele pode ser classificado a
partir das medidas de seus lados e angulos internos (medida da abertura entre dois seguimentos
de reta). (DOLCE e POMPEQ, 2005)

B C

Figura 3.8: Triangulo
Fonte: Figura elaborada pela autora

Em relacdo aos lados, o tridngulo pode ser classificado de trés formas:

e Triangulo Equildtero: é um tridngulo que possui todos os lados iguais e os seus angulos

internos também sao iguais a 60°;

e Triangulo Isdsceles: apresenta apenas dois dos lados iguais, e apenas dois angulos inter-

nos congruentes;
e Triangulo Escaleno: todos os lados e angulos sdo diferentes. (DOLCE e POMPEOQ, 2005)
Ha também a classificacdo para a medida dos angulos internos de um tridngulo:
e Triangulo Reto: o tridngulo reto possui um de seus angulos internos igual a 90°;

e Tridngulo Obtusangulo: possui dois dngulos internos agudos (menores que 90°) e um

angulo interno obtuso (maior que 90°);

e Tridngulo Acutangulo: os trés angulos internos sdao agudos, ou seja, menores que 90°.
(DOLCE e POMPEO, 2005)

A area de um triangulo € calculada pelo produto entre as medidas do comprimento de sua
base pelo de sua altura, e divide-se este produto por 2 (dois). Para se calcular a drea de um
triangulo qualquer € necessario que faca uma anélise do tipo de tridngulo (equilatero, isésceles,

escaleno ou retangulo) para o qual serd realizado o calculo de sua drea. (MACHADO, 1988)
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3.4 O Triangulo

A

|
1
|
|
1
\h
|
1
I
1

b

Figura 3.9: Triangulo de base (b) e altura(h)
Fonte: Figura elaborada pela autora

Em relacdo a medida da base e altura do triangulo, na figura temos que:

base X altura
2

Podemos analisar esta informagdo a partir do seguinte teorema de equivaléncia plana:

Area(tridngulo) =

Teorema 3.2 Todo tridngulo é equivalente a um paralelogramo de base congruente a do tridn-
gulo e altura metade da altura do triangulo. (DOLCE e POMPEQO, 2005) [pdg. 305]

EI—|E B. :C
b

Figura 3.10: Triangulo / Paralelogramo
Fonte: Figura elaborada pela autora

Podemos observar na figura 3.10 o que o teorema diz. Se as bases do tridngulo e para-
lelogramo forem iguais, e o paralelogramo ter altura igual a metade da medida da altura do
triangulo, entdo: (DOLCE e POMPEO, 2005)

, . . base x altura
Area(tri&ngulo) = Area(paralelogramo) - Area(t'ri&ngulo) = 9

Portanto,

base X altura

Area(tri&ngulo) = 9
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3.4 O Triangulo

3.4.1 Area do triangulo em funcio dos lados

A drea de um tridngulo pode ser determinada também em relacdo a medida de seus lados.

Sabemos que ela é representada por,

, base X altura
Area(tridngulo) =

2
se chamarmos a base de b e a altura de h teremos,
, bxh
Area(tm'&ngulo) = 9

Em funcdo da medida de seus lados a area do tridngulo pode ser determinada pela férmula

de Heron:

Areaianguo) = /p(p — a)(p — b)(p — ¢)

onde p representa o semiperimetro.

Heron 10 d.C. a 80 d.C. (https://pt.wikipedia.org/wiki/Heron-de-Alexandria) foi um mate-
maético e mecanico, também conhecido pelo nome de Herdo ou Heron de Alexandria. Viveu
na Grécia antiga e ficou muito conhecido pela férmula utilizada para calcular a drea de um
triangulo utilizando a medida de seus lados. (BOYER, 1996)

Figura 3.11: Area do Tridngulo em funcio dos lados
Fonte: Figura elaborada pela autora

Com base na figura 3.11, temos um tridngulo AABC' de lados a, b, ¢ e altura h, podemos
demonstrar a férmula de Heron para calcular a drea de um tridngulo qualquer. (DOLCE e
POMPEO, 2005)

Demonstracao:

Temos que o semiperimetro p é dado pela férmula:

a+b+c

p= 9
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3.4 O Triangulo

Figura 3.12: Relacdo entre os lados do tridngulo
Fonte: Figura elaborada pela autora

Observando o triangulo e aplicando o teorema de Pitdgoras, temos que:

= h?+m?

Isolando m,

m2 =2 — h2

Pela relacdo de Euclides (https://pt.wikipedia.org/wiki/Euclides), temos:
a® = b+ & — 2bm = 2bm = b* + & — a*
Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade

(2bm)? = (b* + & — a®)?

APm? = (B + 2 — a?)?

Substituindo m? obtemos,

40*(c* — h?) = (B* + & — a®)?
Aplicando a propriedade distributiva

AP — AR = (B + & — a)
Agora, isolamos 4b2h?,

4PN = 4P — (B + & — a)’

40*h* = (2bc)® — (b* + ¢ — a?)?

Utilizando a fatoragao:

4b°h? = (2bc + (B + ¢ — a?))(2bc — (b* + & — a?))
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3.4 O Triangulo

40*°h* = (b* + 2bc + & — a?)(a* — (b* + ¢* — 2be))
40°h* = ((b+¢)* — a*)(a®> — (b — ¢)?)
4*h* =[(a+b+c)(b+c—a)l[(la+b—c)la—b+c)
Dividindo ambos os membros por 16,

4bzh2:(a+b+c)x(b+c—a) (a+b—c) (a—b+c)

16 2 R
Temos que
_a—i—b—i—c
2
logo,
a+b+c at+b+c—2a b+c—a
p—a= —a=p—a= p—a=
2 2 2
B _a—i—b—l—c_c: _C_a+b+c—2c _ _a+b—c
T2 p 2 T
_b_a+b+c_b _b_a+b+c—2b _b_a—b+c
p=bv=" 2 2
Substituindo,
b2h?

1 =p(p—a)p—0)(p—rc)

Extraindo a raiz quadrada nos dois membros, temos:

AN [

= Va0

Mas sabemos que 1 ¢ a drea do tridngulo. Entdo:

Area(tridngulo) = \/p(p - CL) (p - b) (p - C)' n

(DOLCE e POMPEQ, 2005)

3.5 O Trapézio

O trapézio € definido como um quadrildtero cujo o mesmo tem dois lados paralelos entre si,

sendo esses representados como suas duas bases, sempre uma maior € a outra menor como na
figura 3.13. (DOLCE e POMPEO, 2005)
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3.5 O Trapézio

Figura 3.13: Trapézio
Fonte: Figura elaborada pela autora

Temos o trapézio ABC'D, se tragarmos uma diagonal do ponto A ao ponto D, consequente-
mente teremos dois tridngulos, o tridngulo AC'D com base B, e o tridngulo ABD com base b.
A drea do Trapézio € representada a partir da area de um triangulo Area(tri&ngulo) = W
Como vimos, a partir de um trapézio obtemos dois tridngulos, logo a drea de um trapézio serd a

soma da area da superficie dos dois tridngulos. (DOLCE e POMPEO, 2005)

b

Figura 3.14: Area do Trapézio
Fonte: Figura elaborada pela autora

A érea do triangulo AC'D com a base maior B € dada por:

B xh
2

AT@a(tridnguloACD) =

A drea do tridngulo ABD com a base menor b € dada por:

bx h
2

ATea(tridnguloABD) =

Como a érea do trapézio € a soma das duas dreas, entdo basta somé-las,

Bxh+bxh
2 2

Ar@a(trapézio) =

Bxh+bxh (B+0b)xh

Area(trapézio) = 9 9

Portanto,
(B+0b) xh
2

Area(trapézio) =
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3.6 O Losango

3.6 O Losango

O losango € um quadrilatero também conhecido como um paralelogramo, possui os seus
quatro lados paralelos com a mesma medida de comprimento. Tem duas diagonais sendo uma
maior D e outra menor d (como pode ser observado na figura 3.15), que se cruzam ao centro.
O losango também tem como caracteristica quatro angulos internos congruentes, sendo dois
agudos (< 90°) e dois obtusos (> 90°). (DOLCE e POMPEO, 2005)

B B
AOC A‘c d
E . E .
D

Figura 3.15: Losango
Fonte: Figura elaborada pela autora

A érea do Losango € dada pela relacdo entre as suas diagonais.

(1) (2)
B H B 1
A C\d A C|d
E - 1 E K

Figura 3.16: Area do Losango
Fonte: Figura elaborada pela autora

Se tragarmos retas paralelas as diagonais (maior D e menor d) do losango, encostando as
retas paralelas nos pontos (vértices do losango) A, B, C' e F, de forma que pare¢a um retangulo
em torno do losango como na representacdo (1), podemos entdo observar que a drea total do
retangulo HI1JK, serd o dobro da area do losango ABC'E. Entdo a drea dos quatro tridngulos
coloridos, serd a mesma drea do losango (parte em branco) na representacdo (2). Observe
também, que os lados JK e H 1 do retingulo tem a mesma distincia em relacio a diagonal D,
e os lados HJ e IK possuem a mesma distincia da diagonal menor d. (DOLCE e POMPEO,
2005)

Sendo assim podemos relacionar de maneira simples a férmula da drea do losango em re-
lac@o as suas diagonais. J4 é sabido a férmula para calcular a drea do retangulo utilizando
Area(mmngulo) = base X altura, se o losango tem metade da drea do retangulo, em relacdo as

suas diagonais, teremos que a drea da superficie de um losango serd dada através da férmula:
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3.6 O Losango

D xd
2

Ar@a(losango) =

sendo D (diagonal maior) e d (diagonal menor).

Observagdo: Como o losango também € um paralelogramo, sua drea também podera ser
representada por Area(los(mgo) = base x altura. (DOLCE e POMPEOQO, 2005)

3.7 Poligono Regular

Poligono regular é uma figura que tem todos os seus lados e angulos (internos ou externos)
iguais. Todo poligono regular pode ser inscrito dentro de uma circunferéncia. Por exemplo,
sdo poligonos regulares: tridangulo equildtero (trés lados iguais); quadrado (quatro lados iguais);
pentdgono regular (cinco lados iguais); hexdgono regular (seis lados iguais); heptdgono regular
(sete lados iguais); octogono regular (oito lados iguais); enedgono regular (nove lados iguais) e
decdgono regular (dez lados iguais). (DOLCE e POMPEOQ, 2005)

DoaQ

n=3 n=4 n==5 n=6

Figura 3.17: Triangulo, Quadrado, Pentdgono e Hexdgono
Fonte: Figura elaborada pela autora

Um poligono regular possui algumas caracteristicas importantes quando tratamos de dreas.
Sao elas: Numero de lados (indicado por n na figura 3.17); a medida do lado (/); medida da
apétema (m) (segmento com uma extremidade no centro da circunferéncia e a outra no ponto
médio de um dos lados); semiperimetro (p) (medida que equivale a metade do perimetro de
uma figura geométrica). Além desses, temos também o perimetro, cujo valor é representado
por 2p = n.l, sendo n o nimero de lados e [ a medida dos lados. (DOLCE e POMPEO, 2005)
[pag. 318-319]

A area de um poligono regular é dada pela férmula: Area( = p X m, com p sendo o

poligono)
valor do semiperimetro e m a medida da apétema. Supondo um poligono regular com nimeros
de lados representado por (n), cujo todos os lados possuam a mesma medida (1), e sua ap6tema

sendo representada por (m). (DOLCE e POMPEOQ, 2005) [pag. 318-319]
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3.7 Poligono Regular

Figura 3.18: Area de um Poligono Regular
Fonte: Figura elaborada pela autora

Se fizermos a decomposicdo desse poligono sendo a quantidade de lados a mesma quanti-

dade de tridngulos, tomando como base do tridngulo [ e a altura sendo a medida da apdtema,

teremos:
Area(polggom) =n X Area(riangulo)
i base x altura
Tea(poligono) =nX 9
Assim,
A nxlxm
Tea(polfgono) = 92
2p X m

Porém, temos que n x [ = 2p, logo a Area(pohegom) =
Portanto a drea é dada por:

Area(poligono) =pxm

3.8 O Circulo

E uma superficie plana limitada por uma circunferéncia (conjunto de pontos de um plano, no
qual a distancia entre qualquer um dos pontos ao centro € a mesma), ou seja, o circulo € a unido
da circunferéncia com o seu todo. As caracteristicas de um circulo e de uma circunferéncia
sd0 as mesmas, ambos contém um centro, raio, corda, didmetro e arco. (DOLCE e POMPEO,
2005)

O raio € um segmento de reta cujo, uma extremidade estd contida no centro € a outra em
um ponto da circunferéncia. A corda é um segmento de reta no qual ambas as extremida-
des pertencem a circunferéncia. O didmetro € uma corda que passa pelo centro do circulo ou

circunferéncia. Arco € a uma curva compreendida entre dois pontos de uma circunferéncia.
(LIMA, 1991)
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3.8 O Circulo

Figura 3.19: Circulo
Fonte: Figura elaborada pela autora

A érea da superficie de um circulo é dada pela férmula:

7T.7”2

Area(ci'rculo) =
Teorema 3.3 A drea do circulo é o niimero real cujas aproximagoes por falta sdo as dreas dos
poligonos regulares nele inscritos e cujas aproximacoes por excesso sdo as dreas dos poligonos

regulares a ele circunscritos. (LIMA, 1991) [pdg. 51]

Pelo teorema acima, podemos observar que a drea de um circulo € dada pelo limite em
relacdo a drea dos poligonos regulares nele inscritos e circunscritos. Como ja vimos, a drea dos

poligonos regulares € dada por:

Area(polégono) =pxm

Quanto maior for o nimero de lados dos poligonos (inscritos e circunscritos), mais proximo
estaremos do valor exato da drea do circulo, ou seja, o perimetro dos poligonos se aproximara
do perimetro do circulo (comprimento da circunferéncia) e, as apdtemas dos poligonos se apro-
ximar4 do raio do circulo.

Temos o semiperimetro representado por p e o perimetro por 2p. O comprimento da circun-

feréncia é obtido pela férmula:

C =2nr

mas, o comprimento da circunferéncia € também o perimetro, ou seja,

2p = 27r
logo o semiperimetro p serd
27r
p="—
p=ar
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3.8 O Circulo

Com base na drea dos poligonos regulares Area, = p X m e, observando acima que

poligono)

a area do circulo serd dada pelo produto entre o seu semiperimetro e raio. Logo,

Area(circulo) =7rxr

A _ 2
Area’(circulo) =TT

(LIMA, 1991), (DOLCE e POMPEQ, 2005)
Esta situagdo ficard melhor compreendida com o Método da Exaustdo desenvolvido por

Eudoxo e utilizado por Arquimedes, no Capitulo 4.
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CAPITULO

4!

Arquimedes

Figura 4.1: Arquimedes de Siracusa
Fonte: site “E-Calculo USP”

Muitos fatos histéricos sobre a vida de Arquimedes sdo desconhecidos, sabe-se que ele
nasceu em uma provincia da Sicilia na [tdlia chamada Siracusa, por volta dos anos de 287 a.C. a
212 a.C., e foi um matemaético, engenheiro, fisico, inventor e astronomo. (ANTON, 2000) [pag.
378]. Licio Méstrio Plutarco 46 d.C. a 120 d.C (https://pt.wikipedia.org/wiki/Plutarco) foi um
historiador, pesquisou e descobriu muitos fatos sobre a vida e as obras de Arquimedes, que ficou
conhecido como Arquimedes de Siracusa. E provavel que ele tenha estudado na biblioteca de
Alexandria, pois alguns de seus trabalhos eram enviados para 14 em forma de mensagens. Entre
as principais descobertas e estudos fisicos e matematicos desenvolvidos por Arquimedes estdo:
Lei da alavanca; Equilibrio dos planos; Parafuso de Arquimedes; A coroa de ouro; Quadratura
da pardbola; Espirais; Medida do circulo; Trissec¢dao do Angulo; dos Métodos Relativos aos
Teoremas Mecanicos, entre outros. (BOYER, 1996) [pdg. 83-95]. Arquimedes utilizou os

numeros infinitesimais de uma maneira em que se aproximava muito ao cdlculo que temos
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hoje, e uma técnica conhecida na atualidade como método da exaustio. Entre seus trabalhos o
Método da Exaustao e a Quadratura da Pardbola sdo extremamente importantes para o cdlculo
de areas. (EVES, 2011)

4.1 O Método da Exaustao

Com base na drea de um circulo, a partir do limite entre as dreas dos poligonos regulares
circunscritos nele, como visto no capitulo 3, temos o método da exaustdo. Arquimedes o utili-
zou para encontrar uma aproximagado exata para o valor de 7 (pi), por meio do estudo realizado
por ele sobre a “Medida do Circulo”. (EVES, 2011)

A partir da necessidade de encontrar a drea de regides que ainda nao eram conhecidas, Ar-
quimedes resolveu entdo utilizar de figuras nas quais ja se sabiam na época como encontrar
as dreas de suas regides, € as utilizou para determinar a area dessas novas regides. Com o
método da Exaustdo, Arquimedes desenvolveu algumas férmulas que seriam utilizadas para
determinar a drea de figuras planas como o circulo e até mesmo o volume de alguns sélidos.
(EVES, 2011). Este método foi muito importante, pois foi tido como base na inven¢do do
calculo, e foi utilizado por Isaac Newton (https://pt.wikipedia.org/wiki/Isaac-Newton) e Leib-
niz (https://pt.wikipedia.org/wiki/Gottfried-Wilhelm-Leibniz), e por esse motivo Arquimedes é
tido com um dos inventores do calculo. Este método também foi importante para os estudos rea-
lizados também por Bonaventura Cavalieri (https://pt.wikipedia.org/wiki/Bonaventura-Cavalie-
ri), Blaise Pascal (https://pt.wikipedia.org/wiki/Blaise-Pascal), Pierre de Fermat (https://pt.wi-
kipedia.org/wiki/Pierre-de-Fermat) e Bernhard Riemann (https://pt.wikipedia.org/wiki/Bernha-
rd-Riemann). (GUIDORIZZI, 2008a)

A ideia de Arquimedes para calcular o valor mais préximo de 7, se baseia no axioma de
Eudoxo sobre o método da exaustdo, que Arquimedes utilizou para inscrever e circunscrever
em um circulo, poligonos regulares no qual conforme ele aumentava o nimero de lados desses
poligonos cada vez mais, ou seja, quanto maior fosse o nimero de lados, mais préximo estaria
do valor real de 7. Arquimedes, através desse processo fez esta aproximacao para um poligono
regular de até 96 (noventa e seis) lados e chegou a partir deste, que o valor da aproximacao de 7
estaria entre 3(2) e 3(3), ou seja, entre 3,140845 < 7 < 3,142857. (EVES, 2011), (BOYER,
1996)

Desenvolvendo as expressoes:

10 o7 71 10 223

Pyt o - 3.14084
71) 71+71+ + 3,140845

3( 7171 71

1 1 22
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4.1 O Método da Exaustao

e

Figura 4.2: Hexdgonos inscrito e circunscrito em um Circulo
Fonte: Figura elaborada pela autora

4.1.1 Eudoxo de Cnido
Eudoxo 408 a.C - 355 a.C (https://pt.wikipedia.org/wiki/Eudoxo-de-Cnido) matematico e

astronomo. O método da Exaustdo foi desenvolvido por Eudoxo e apresentado por ele através
da teoria das proporg¢des, na qual teria feito uma generalizacdo em uma proposi¢ao, dando assim

forma ao método que segundo ele:

“Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte nao menor que sua metade, e do
resto novamente subtrai-se nio menor que a metade, e se esse processo de subtracdo é
continuado, finalmente restard uma grandeza menor que qualquer grandeza de mesma
espécie.” (BOYER, 1996) [pag. 63]

Na proposi¢ao acima, Eudoxo descreve o que seria 0 método da exaustdo, qual foi creditado
também a Arquimedes pelo desenvolvimento de inscrever e circunscrever poligonos regulares
dentro de um circulo. Segundo Eudoxo, tudo se baseia na sua teoria das razdes, podendo
mediante a esta, definir o método da Exaustdo. (BOYER, 1996)

Para demonstrar a proposi¢do acima precisamos de dois resultados:

. 1
Teorema 4.1 Dado um niimero real z > 0 existe um natural ng > 0 tal que — < z.
o

. 1
Demonstracao: Para provar este resultado existem trés op¢des para uma fracao —.
n
1 .
Podemos ter que — < z (na qual obtemos o resultado desejado).
n

Podemos ter — = Z, € consequentemente teremos que — < Z.

Supondo por absurdo que estes dois casos (1 =ze n_+1 < z) nao possam OCOrTer.

1 . . 1
Entdo — > z para todo n pertencente aos naturais. Disto, teremos que n < —, para todo
n z
n > 0, fazendo com que o conjunto dos naturais seja limitado, o que é um absurdo.

Assim, existird um ng tal que — < z. [ |
o
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4.1 O Método da Exaustao

O préximo resultado € conhecido como o Principio de Arquimedes e serd fundamental no

raciocinio de Eudoxo para encontrar a drea de um circulo.
Teorema 4.2 (Teorema de Arquimedes) Dados dois niimeros reais positivos x e y existe um

nuimero natural n tal que

nr >y

Demonstracao:
Deduzindo por absurdo, que para qualquer n pertencente aos naturais N, tenhamos

nr <y

tal que A = {nxz/n € N}, sendo A um conjunto ndo vazio limitado superiormente por y. Com
base na propriedade do supremo, considere z o supremo de A.

Temos que x > 0, assim z — x < z, € 2 — x ndo é uma parte superior de A. Desse modo,

existe um m pertencente aos naturais N, em que

Z2—T < 1Mmx

Entdo teremos que
z<mr—+ux

z< (m+ 1)z

0 que nos leva a uma contradi¢io, ja que z é o supremo de A e (m + 1)x pertence a A.

Portanto,
nr > y. |

. , x
Aplicando o Teorema 4.1 ao nimero —.
)
Os gregos partiam de dois principios para determinar a drea de uma figura, seja a(S) a drea

de uma figura .S, temos que:

e Se afigura S esta contida em uma figura 7', entdo

a(S) < a(T)

e Se afigura R € a unido das figuras S e T', sem superposicdo de dreas, entao
a(R) = a(S) + a(T)
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4.1 O Método da Exaustao

Se S ndo for um poligono, aplica-se a ideia de Antifonte 480 a.C. - 410 a.C. (https://pt.wiki-
pedia.org/wiki/Antifonte), de tomar uma sequéncia de poligonos py, ps, ... que ocupam ou exau-

rem S. Seria a ideia de tomar o limite da area dos poligonos, ou seja,

lim a(Pn)

n—o0

para obter a drea a(.S), mas como os gregos ndo utilizavam este conceito foi necessario calcular
o limite com um nimero finito, processo este utilizado por Eudoxo para determinar a drea de

um circulo.

A proposicao de Eudoxo define o seguinte: Seja M uma grandeza dada e € uma grandeza

pré determinada, uma razao r, na qual 5 < r < 1, entdo existe um N, tal que M (1 —r)" < ¢

para todo n, sendo n > N com n e N pertencente aos inteiros Z. Isso nos diz que:

lim M(1—7r)"=0

n—o0

Demonstracao:
Temos que M (1 —r) = M — M.r, se fizermos M; = M — M.r entdo M; = M (1 —r).
Fazendo My = M, — M .r temos:

My = M(1—7)= My=M(1—7).(1—7)= My=M(1—7)?

Fazendo M5 = My — Msy.r temos:

My =Myl —7)= My=M(1—-7)2(1—7r)= Myg=M(1—1r)*

e assim sucessivamente, logo

M, =M1-r)"

Se n tender ao infinito, entdo (1 — )" tenderd a zero. Disto vem a afirmagdo que

M,=M1-r)"<e

para qualquer que seja o valor de ¢. |
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4.1 O Método da Exaustao

No livro XII de Euclides “Os Elementos”, hd uma demonstracio sobre o método da exaustao
provavelmente realizada por Eudoxo, na qual utiliza a teoria das propor¢des, para afirmar que:
“Areas de circulos estdo entre si como os quadrados sobre os didmetros.” (BOYER, 1996) [p4g.
63]

\_/

Figura 4.3: Circulos
Fonte: Figura elaborada pela autora

Com base na figura 4.3, mostraremos como Eudoxo desenvolveu esta proposicdo. Ha na
figura, um circulo menor identificado por c cuja sua drea esta representada por a e o seu didmetro
por d, e ha também um circulo maior identificado por C' com area A e didmetro D. Logo, pela

teoria das propor¢des visamos demonstrar a seguinte proporcionalidade em relagdo aos circulos:

a d?
A D?
na qual, a razdo entre as dreas dos circulos € proporcional a razido entre os quadrados dos
diametros. (BOYER, 1996), (MARTINEZ, 2015)
Para provar que a proporcdo acima € verdadeira, deve-se mostrar que as desigualdades

abaixo ndo sdo validas,

d2
J— > [
A~ D2
a _ d?
A D2

. a d* . . )
Primeiro, mostraremos que 1 > 2 sO serd verdadeiro se existir uma grandeza a’, tal que
a < aeque

a d?
A D2

Supondo que a — a’ seja a grandeza determinada £ > 0, ou seja, a — a’ = . A ideia de
Eudoxo era inscrever poligonos regulares dentro do circulo para determinar a sua 4rea, realizou
isso para um poligono de n lados. Considere a figura 4.4 abaixo, na qual foi inscrito nos circulos

poligonos regulares de n lados para mostrar o que foi realizado por Eudoxo:
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4.1 O Método da Exaustao

C
Cc
TN
Pn
Pn
e \_.—/

Figura 4.4: Poligonos Inscritos nos Circulos
Fonte: Figura elaborada pela autora

Observe que foi inscrito poligonos de lados n = 4 (quadrados) nos circulos ¢ e C, cujas
areas dos poligonos sdo respectivamente representadas por p, no circulo ¢ e P, no circulo C.
Considerando as areas que estejam no exterior dos poligonos e no interior dos circulos, para
aplicar a ideia de Eudoxo, basta dobrar o nimero de lados n dos poligonos, e estard subtraindo

mais do que a metade dessas areas.

Figura 4.5: Dobrando o nimero de lados de um Poligono
Fonte: Figura elaborada pela autora

Na figura 4.5, inicialmente tinhamos inscrito um poligono de quatro lados no circulo. Ao
dobrarmos o nimero de lados desse poligono, ele passa a ter oito lados, ou seja, temos um
octégono. Na primeira figura conseguimos observar a drea que estd no exterior do quadrado
e no interior do circulo, ja na segunda figura, ao dobrarmos o nimero de lados observe que
0 octogono pega mais da metade dessa drea, sobrando um pequeno espago entre o circulo e o
octégono, de acordo com a proposi¢ao de Eudoxo.

Pelo método da exaustdo, quanto mais se dobrar o nimero de lados n desses poligonos,
estard fazendo com que as dreas sejam diminuidas a2 a — p,, < €. Temos que a — a’ = ¢, entdo

pn > d'. Fazendo a proporgao:

Pn _ &

P, D?
Mas, como afirmamos

a d?

A~ D2

pode-se afirmar também que,
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4.1 O Método da Exaustao

/

Q

Pn

P, A
Se p, > d/, logo P, > A. Mas como P, ¢é a drea do poligono que foi inscrito no circulo
C cuja a drea é A, entdo P, < A (4rea do poligono deve ser menor do que a area do circulo).
(BOYER, 1996)
Logo a expressao
a d?

A~ D2

2
~ pd . pd a 2z ~ Ve .
ndo € verdadeira, sendo que de forma andloga, 1 < 2 também ndo serd verdadeira. E

portanto, prova-se a proporcionalidade da razdo entre os quadrados dos diametros e a razdo
entre as areas dos circulos. (BOYER, 1996) [pag.63]

a_ d
A D?

Eudoxo utilizou este método para conseguir determinar a drea de um circulo. Arquimedes

em algumas descobertas seguintes, fez a utilizacdo do método da exaustdo fazendo claramente
um aperfeicoamento do seu método inicial, utilizando-o para encontrar areas de regides limita-
das por pardbolas, curvas ou espirais, como na Quadratura da Pardbola. (GUIDORIZZI, 2008a),
(MARTINEZ, 2015)

4.1.2 Area do Circulo

Quando o método da exaustdo € aplicado a um circulo de raio r, inscreve-se nesse circulo

poligonos regulares de n lados, podendo esses ser inscritos, ou circunscritos em um circulo.
@ B @
e’

Figura 4.6: Area dos poligonos regulares
Fonte: Figura elaborada pela autora

Conforme o nimero de lados n vai aumentando, a drea dos poligonos vai se aproximando da
area do circulo. Considerando a area dos poligono regulares de n lados inscritos e circunscritos
em um circulo de raio r, conseguimos encontrar uma férmula para determinar a drea desses

poligonos regulares, dividindo-os em n tridngulos, tendo em vista a drea desses triangulos.
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4.1 O Método da Exaustao

Cada triangulo € isdsceles, pois dois de seus lados sdo raios do circulo, o angulo no dpice de
cada tridngulo é 27”, jé que os triangulos dividem o angulo central em n partes iguais. Podemos
entdo, a partir desses dados deduzir a drea de cada tridngulo, e a partir dessas definir a drea de
um poligono regular de n lados. MARTINEZ (2015)

Poligonos Inscritos

Considerando como (p;)n a drea dos poligonos regulares de n lados, inscrito no circulo.

Figura 4.7: Area dos poligonos regulares inscritos
Fonte: Figura elaborada pela autora

Levando em consideracdo a drea de n tridngulos, ja sabemos que

base x altura

Area(triémgulo) = 9

Com base na figura 4.7, podemos substituir a medida da base e da altura do triangulo, desse

modo teremos:
2(7"5671(%)) (rcos(%))

Area(tm’fmgulo) =

2
, T T
Areariangulo) = rzsen(g)cos(g).

Logo, a area dos poligonos regulares de n lados, inscrito no circulo podera ser calculada
através da formula:

(pi)n = nrQSen(%)cos(%)

(MARTINEZ, 2015)
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4.1 O Método da Exaustao

Poligonos Circunscritos

Considerando como (p.)n a area dos poligonos regulares de n lados, circunscrito no circulo

com base na area de n tridngulos.

Figura 4.8: Area dos poligonos regulares circunscritos
Fonte: Figura elaborada pela autora

Com base na figura 4.8, podemos observar:

2(rtan(Z))r

Area(tridngulo) = 9

, m
2
Area(tridngulo) =r tan(a)

que € a drea de apenas um triangulo.
Se considerarmos a drea de n tridngulos para determinar a drea dos poligonos regulares de

n lados, circunscrito no circulo, calcula-se através da féormula:
T
(pe)n = nrtan(—)
n

(MARTINEZ, 2015)

Em ambos os casos, 2 medida em que tomamos o

lim nr?

m m
Tim sen(g)cos(g)

e também

lim nercm(z)
n—o00 n

chegaremos na drea do circulo, ou seja,

7T’I"2.
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4.1 O Método da Exaustao

Exemplo 4.1 Calculando a drea de poligonos regulares de n lados, inscritos e circunscritos

no software Maple.

Com o auxilio de alguns comandos, € possivel observar que a partir da drea dos poligo-
nos regulares de n lados, a medida em que n aumenta a drea do poligono regular tende a se

aproximar da drea do circulo.

| > with( plots) -

| > with{ plottools) :

> polwr = proc(r, r)#entre com o nitmero de poligonos e o raio da circunferéncia centrada na origem
local irnmgon, outgon cl, ss, pinsc, peire, pl, p2. p3, al, p4. a2, p5;
cl = circle([0,0], r, color = red) :

¥

)
cos| —
M
irmgon = 1 — [seg([rcos( 2. Pi*i/n), rsin(2-Bi*i/n) i=1.1)]:
outgon = n—|[seg([ss-cos( 2-Pi*i/m), s5-sin(2- Pi*i/n) .i=1_n)]:

S5 =

pinsc == 2-r-u-sin ? :
| ()
peire = 2-rntan ? :

pd = print" Aproximacdes por poligonos regulares do perimetro da circunferéncia centrada na origem de raio =",
evalf(r) wiidade(s) de medida);

p2 == print("Perimetro do poligono inscrite”, evalf( pinsc) wmidades de medida);

p3 == privt("Perimetro do poligono circunserito”, evalf( peire) wunidades de medida);

al = n-r':-sin[ %] -cos[ %]narea dos poligonos

b

al = n-r]-tm[%}#drm dos poliganos

pd = primt{"Area do poligono inscrito", evalf(al) widades de drea);

p3 = print{"Area do poligono circunserito”, evalf| a2 wnidades de drea):

displeyici, pi, p2. p3. p4. p3, polveonplot| inngon(n) ), color = WHITE, polveonplot| outgon(n) ), color = WHITE,
scaling = constrained) ;

end:

Figura 4.9: Area dos poligonos regulares / Area do circulo
Fonte: Figura elaborada pela autora software Maple

A figura 4.9 mostra os comandos que foram digitados na drea de trabalho do software Maple.
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4.1 O Método da Exaustao

Para determinar a aproximacao, perimetro e drea do poligono, basta entrar com o nimero
de lados desses poligonos e o raio do circulo. (MARIANI, 2005)

> polnr(5,1);
"Aproximagdes por poligonos regulares do perimetro da circunferéncia centrada na origem de raio =",

1. unidade( s) de medida
"Perimetro do poligono inscrite”, 5. 877852524 unidades de medida
"Perimetro do poligono circunscrito”, 7.26542528 1 wnidades de medida
"Area do poligono inscrite", 2.377641291 unidades de drea
"Area do poligono circunscrito”, 3.632712640 wnidades de drea

035

-0

Figura 4.10: Poligonos regulares de 5 lados
Fonte: Figura elaborada pela autora software Maple

Na figura 4.10 acima, foi calculado para um poligono de 5 lados e raio 1. A aproximacao

da 4rea obtida estd destacada na imagem.
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4.1 O Método da Exaustao

Ja na figura 4.11 foi calculado para um poligono de 20 lados e raio 1.

> polnr(20,1);
" Aproximacdes por poligonos regulares do perimetro da circunferéncia centrada na origem de raio =",

1. unidade(s) de medida
"Perimetro do poligono inscrito”, 6.237378604 unidades de medida
"Perimetro do poligono circunscrito”, 6.335377612 umidades de medida
"Area do poligono inscrito", 3.090169944 unidades de drea
"Area do poligono circunscrite”, 3.167688806 wnidades de drea

Figura 4.11: Poligonos regulares de 20 lados
Fonte: Figura elaborada pela autora software Maple

Quanto maior for o nimero de lados desses poligonos regulares, estard se aproximando cada

vez mais da area exata do circulo.
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4.1 O Método da Exaustao

4.2 Quadratura da Parabola

A Quadratura da Pardbola é um tratado de geometria escrito por Arquimedes, em que ele
apresenta 24 proposi¢cdes a respeito das pardbolas. Nele, Arquimedes mostrou como encon-
trar a drea de um determinado segmento de uma pardbola, partindo de uma ideia desenvolvida
anteriormente por Eudoxo através do método da exaustdo, na qual utilizou o cédlculo da édrea
de figuras que ja eram conhecidas na época como a drea de um triangulo, para obter a drea de
uma nova regido. A palavra “Quadratura” € um termo muito antigo utilizado pelos matematicos
como sindnimo do processo de determinar dreas. Arquimedes, por meio de seu método provou
que a drea delimitada por uma pardbola e uma linha reta é 3 (quatro tercos) da area de um
triangulo inscrito na pardbola, e fez isso mediante a uma série geométrica infinita, cuja razio é
1 (um quarto), desenvolvendo assim uma férmula para determinar a drea de um segmento de
pardbola. (GUIDORIZZI, 2008a) [pdg. 491-496], (BOYER, 1996) [pdg. 88-89]

2

Para obter este resultado, considere a pardbola f(x) = z* e uma corda F' P, como na imagem

abaixo:

e e+m e+2m x

Figura 4.12: Quadratura da Pardbola I
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

Sendo M o ponto médio do segmento de reta £/ P, que pode ser obtido através da férmula:

xl + x2 y1+y2)
2 72

Pela fungdo f(z) = 2%, se v = eentdoy = €. Sexz = e + 2m entdo y = (e + 2m)>.

M=

Assim, o ponto F(x1,y1) terd coordenadas E(e,e?) e o ponto P(x2,42) terd coordenadas

P(e + 2m, (e + 2m)?). Substituindo na férmula acima teremos:
e+ (e+2m) 62+(e+2m)2)
2 ’ 2

Para determinar o comprimento do segmento de reta M N em que N = (e + m, (e + m)?),

M= (
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4.2 Quadratura da Parabola

basta calcular a diferenca das ordenadas dos pontos M e N, logo

e? + (e +2m)?

MN = — (e +m)?
2 2 4 4 2
N=¢ te +2€m+ m — (€* + 2em + m?)
TN = 2¢? + dem + 4m? B (€? + 2em + m?)
2 1
TV — 22 + dem + 4m? — 2e* — dem — 2m?
2
—  2m?
MN = 2T
2
MN =m®

Assim pode-se determinar a drea dos triangulos ENM e PN M.
A darea do triangulo £ N M é dada pela férmula:

Area A ENM — base % altura

m X m?

Area AN ENM =

A érea do triangulo PN M € dada pela férmula:

base x altura
2

Area AN PNM =

m X m?

Area A PNM =
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4.2 Quadratura da Parabola

I:e+2n'|J2

[(e+2mP+e?]
2

e e+m e+2m x

Figura 4.13: Quadratura da Pardbola II
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

Observe na figura 4.13 acima que com base nos triangulos ENM e PN M, pode-se obter
um tridngulo maior sendo este o tridngulo /N P, cuja 4rea é a soma das dreas dos dois tridngulos

ENM e PN M menores. Entdo a drea do tridngulo maior £ N P sera:

mxm? m xm?

Area AN ENP =
rea 5 + 5
3 3
Area AENP =12 L T8
2 2
om3

Area AN ENP = 5

Area A ENP =m?

Partindo deste triangulo maior £’N P, pode-se determinar a drea do segmento parabdlico.

Para facilitar os célculos vamos supor £ coincidindo com a origem do sistema de coordenadas.

Assim e = (. Tome como sendo b a abscissa do ponto P e portanto m = 3
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4.2 Quadratura da Parabola

Figura 4.14: Quadratura da Pardbola III
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

Logo, a 4rea T do tridngulo EN P é:

Area A ENP =m?

. b, b
Area NENP = (=)’ = —
2 8
€ uma aproximacao para o segmento parabolico.
Para melhorar esta aproximacado, Arquimedes decidiu acrescentar dois novos triangulos con-

forme o exemplo da imagem abaixo:

0 bfa b/2 3b/a b ¥

Figura 4.15: Quadratura da Pardbola IV
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

Observe na figura 4.15 que a partir dos pontos A e C' foram criados dois novos tridngulos,

1
o tridangulo AEAN e o tridangulo APCN, em que a soma de suas dreas serd de 1 da 4rea do
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4.2 Quadratura da Parabola

AENP, ou seja,

32

, . 1 b b3
Area N EAN + Area A PCN = 1 X 3

Prova desse resultado:

Vamos calcular a drea dos tridngulos EAN e PCN, com base nas dreas dos tridngulos e
trapézios que podem ser observados na figura anterior.
Primeiro determinamos a Area A EAN:

I) Area do Tridngulo Maior

b b R
, )G Gl
Area A Maior — base x altura 909 ol b_
2 2 2 16
II) Area do Tridngulo Menor
b, b b b?
QG Qv
rea enor = 5 =—5 =~ 1n
III) Area do Trapézio
by, by b b b b b% + 4b* b
dreaunon, — B0 QGG Gty g g
(Trapézio) 9 9 9 9
50°
_ 64 _ 50
2128
1
Logo,

Area A EAN = (Area A Maior) — (Area A Menor) — (Area(Tmpézw))

3 3 3
A?"eoLAEAN:b——b——i
16 128 128
3 a3 3 3
Area AN FAN = u = & — b_
128 128 64
Portanto,
, b
Area A\ EAN = —
rea o1
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4.2 Quadratura da Parabola

Determinando a Area A PC'N. Considerando as dreas dos trapézios, temos:
I) Area do Trapézio Maior

b v:oAb? b 50% b
. [(5)% + 7] x B (Z T) x5 (T)§ 503
Area(TTapézio—Maior) = = = = —
2 2 2 16
II) Area do Trapézio Médio
3D b 9%  16b? b 250% b
/ R BT TR PSS TR
ATea(Trapézio—Médio) = = = =
2 2 2 128
III) Area do Trapézio Pequeno
b 3b b b 9p? b 1307 b
] [(5)2 (Z)Q] X 1 (Z E) X 1 (_16 >Z 13b
Area(TrapéziofPequeno) = = = =
2 2 2 128

Logo,

AT@CL A PCN = (Area(Trapézio—Maior)> - (Area(Trapézio—Médio)> - (Area(Trapézio—Pequeno)>

, 503 2563 1303 406% — 3813 203 b3
rea & PON =96 = 198 ~ 108 128 128 64
Portanto,
, b3
A A\ PCN = —
rea 1
Assim, mostramos que:
. , b3 b3 2b3 b3
A AN FAN + A APCN=—+4+— =" = —
el - Area 61 61 64 32
, ) b3
Area N FAN + Area AN PCN = 3

3
Logo, a soma das dreas dos novos triangulos é 33" Assim, se fizermos a divisao do intervalo

[0, ] agora em 8 partes, e se realizar uma nova soma a partir das dreas dos novos tridngulos
3 b3
obtidos, com base na area de 32 dos tridngulos anteriores, entdo essa soma sera 198"
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4.2 Quadratura da Parabola

0 b8 b4 308 b2 5h/8  3h/4  Th/8

b X

Figura 4.16: Quadratura da Pardbola V

Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

, , , , b3
Area N ERA + Area A ASN + Area AN NQC + Area AN CUP = 58
Prova desse resultado:
Calculando a Area A ERA:
I) Area do Tridngulo Maior
b, b, b b?
) b It ()P (D)m 3
Area A\ Maior = ase x attura _ "47° 47 _ 4716 _ 7
2 2 2 128
IT) Area do Tridngulo Menor
) b b2
, D @D
Area A\ Menor = = =
2 2 1024
III) Area do Trapézio
b, b, b b2 b b b* + 4b* b
drenr_Bryyxn GFTEIIxg (Grigxg (gr)xg
(Trapézio) 9 9 9 9
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4.2 Quadratura da Parabola

5b3
_ 512 _ 0
2 1024

1

Logo,

Area N ERA = (A?"ea A Maior) — (Area A Menor) — (A?"ea(Tmpézio))

b v 503

Area A ERA = - —
rea 128 1024 1024
. 83— 63 2p b3
Area A ERA = _ _
rea & ER 1024 1024~ 512
Portanto,
, b3
Area A ERA = 2
rea R =G

Calculando a Area A ASN. Considerando as dreas dos trapézios, temos:

I) Area do Trapézio Maior

by, b, b B 0 b 50?b
freammmen s — 2 T@XG Ggrpxg Ggly s
(Trapézio—Maior) 9 9 9 128
IT) Area do Trapézio Médio
3b, b b O B b 25020
drcammen oy — 8 T2 Gt Gy o
(Trapézio— M édio) 2 2 2 1024
III) Area do Trapézio Pequeno
b 3b b v 9v? b 136 b
, (P (PIxg (ere)xs () 13
Areapm o oo 14 T87 78 16 6408 _ 64’8 _
(Trapézio— Pequeno) 9 2 2 1024

Logo,

AT’Q(I AN ASN = (Area(TrapéziofMaior)) - (Area(TrapéziofMédio)) - (Area(TrapéziofPequeno))

3 3 3 3 _ agp3 3 3
Area A ASN — 5b° 250" 13D _ 40b° — 38D _ 2b _ b
128 1024 1024 1024 1024 512

Portanto, ,
, b

A AN ASN = —

rea S 1o
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4.2 Quadratura da Parabola

Calculando a Area A NQP:
I) Area do Trapézio Maior
b 3b b b 9p? b 130% b
, [(5)2 (Z)Q] X 1 (Z E) X 1 (1_6)4_1 1303
Area(Trapézio—Maior) = = = =
2 2 2 128
II) Area do Trapézio Médio
[<5b)2 n (Bb)Q] " b <2562 9b2) " b (61b2)b
Areaugn o v L8 4’78 _ 64 16’ 8 _ ' 64’8 _ 61
(Trapézio—Médio) 9 9 9 1024
III) Area do Trapézio Pequeno
b, 50.,, b b2  25b b 4162 b
AT@GT mio— P :[<§) +<§)]X§_(Z+ 64)X§:(64>§:41b3
(Trapézio— Pequeno) 9 9 9 1024
Logo,

Area A NQP = (Area(Trapézio—Maior)) - (Area(Trapézio—Médio)) - (Area(Trapézio—Pequeno)>

. 136 616 413 10403 — 10263 2h° b3
rea ANQP = 95 = 1024 ~ 1024 1024 1024 512
Portanto,
, b3
A ANQP = —
rea Q 1
Calculando a Area A\ CUP:
I) Area do Trapézio Maior
3b b 9b? b 250% b
) () +0x - (= +)x~ (=) 9513
Area(Trapézio—Maior) = 4 4 = 16 4 = 16 "4 =
2 2 2 128
II) Area do Trapézio Médio
[(71))2 L % b (49b2 N 64b2) " b (113b2)b
Areaip o o L8 8 _ ‘64 ' 64’ 8 _ ' 64 ’g _ 113V
(Trapézio— M édio) 9 9 9 1024
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4.2 Quadratura da Parabola

III) Area do Trapézio Pequeno

Sb,  Th, b O 490* b 85* b
drenn G RTxg Gete)*s G X s
€A (Trapézio— Pequeno) — 9 - 9 - 9 = 1024

Logo,

AT@(I A CUP = (Area(Trapézio—Maior)) - (Area(Trapézio—Médio)) - (Area(Trapézio—Pequeno)>

25b° 1136 85b°  2000° — 198b° 20° v

Area ACUP =G0 = S0 " To2d — 1024 1024 312

Portanto, 5
, b
A A P=—
rea N\ CU 3B

Assim, mostramos que:

Area A ERA + Area N ASN + Area A NQC + Area N CUP =

_b3+b3+b3+b3_4b3 b3
512 512 512 512 512 128

3
Area A ERA + Area AN ASN + Area A NQC + Area A CUP = 1b78

H4 entdo uma relagdo entre a drea do tridngulo inicial, com a drea dos novos tridngulos

obtidos sendo esta T 0 que se estabelece uma terceira aproximacao. Como a drea do primeiro
3
tridngulo AEN P = — = T na primeira aproximagao, na segunda aproximagao em rela¢do a

T e as areas dos tridngulos AEAN e APCN, tem-se:

T 1
T+ —=T01+ -~
- 4 (1+ 4)
J4 na terceira aproximagdo, temos
T T 1 1
T+—+—==T1+-+—=
* 4 * 42 (1+ 4 * 42)

E a cada novos tridngulos, considerando o raciocinio acima, € razodvel esperar que a férmula
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4.2 Quadratura da Parabola

para o calculo de tal drea seja:

, 11
AT@CL(Segmento—Pambélico) = T(l + Z + 4_2 + e )

C . r .
que serd uma progressdo geométrica infinita, com o primeiro termo sendo 1 e razdo 7 cuia
4 e .
soma dessa progressao serd 3 Mas por ndo trabalhar com limites infinitos, Arquimedes por
. . . 4 .
meio de uma balanga verificou que o peso do segmento parabdlico era 3 do tridngulo AENP,

. . ) .4 ~
admitiu entdo que a area do segmento de pardbola seria §T, e provou por uma dupla deducao

ao absurdo. A
ATea(SegmentofParabélico) = gT
Seguindo esse raciocinio,
1—4—3+1—3+ 4
444 40 42
ou seja,
1= 5 + 5 + 5 + -+ 5 + !
442 43 4n " 4n
Somando 3 nos dois membros da igualdade, temos:
3 3 3 3 1
341=3+"4+ " 4+ = 4.4 24
+ titEtE Tttt
g=3404 302 81
N 4 42 43 4n " 4n
Dividindo ambos os membros por 3
3 3 3 3 1
s O ) (=) (5
37373 T3 T3 T
4—1+1+1+1+ +1+ L
3 4 42 0 43 4n 3 x 4n
Multiplicando ambos 0os membros por 7', obtemos:
4 T T T T T
ST =T+ _
3 +4+42+43+ +4”+3><4"

p 4
Chamando a Area do segmento Parabdlico EN P de A, para provar que A = gT, deve-se

. : 4
mostrar que para isso A ndo pode ser nem maior nem menor do que §T'
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4.2 Quadratura da Parabola

4
Provando primeiro que A < §T' Suponha,

4 4
O<§T—A:>§T—A>O

Pelo Teorema 4.2 de Arquimedes, existe um n pertencente aos naturais N, tal que

Logo,

T 4
== -1 —

A
3.4™ 3 3.4" ~

4 4
3.4”(§T—A)>T:>§T—A>

T T T T
A T R |
+4—|—42+43—|— +4n>

que nao é verdade em relacdo a n pois,

T T T T
T4y 4 ... A
+4—|—42+43—|— +4n<

a soma das dreas dos triangulos € menor do que a drea do segmento parabdlico.

4 )
Portanto A < §T nao satisfaz.

Provando agora que A > §T’ com base nas propriedades abaixo.

(1)“Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do
restante mais que sua metade, e assim por diante, acabard restando uma grandeza
menor do que a menor das grandezas dadas.” (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 495]
(2)“A reta tangente a pardbola f(x) = 22 no ponto de abscissa e + m é paralela a
corda de extremidades (e, €2) e (e + 2m, (e + 2m)?).” (GUIDORIZZI, 2008a) [pég.

495]
Suponha que,
T T T T 4
A-T+—-—+—=+—=++—)<A-=T
(+4+42+43+ +4n)< 3
Entao,
T T T T T T T T
A—(T+ =4+ 4 4o Ve A= (T+ =4 — 4oy —
(+4+42+43+ + =)< (+4+42+ +4n+3x4n)
Mas isso nos leva a uma contradi¢do, pois
(U T SIS S AU U DS |
4 42 43 4n 4 42 4gn 3 x4’

4
Assim A > gT ndo satisfaz.
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4.2 Quadratura da Parabola

. . ¢ . . ) 4
Portanto Arquimedes conclui que a Area do segmento de Pardbola é exatamente igual a §T

(quatro tercos da drea do triangulo EN P).

4

Area(Segmento—Parabélico) =T

3
(GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 491-496]

Na atualidade estes calculos podem ser feitos simplesmente pelo célculo integral.
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4.2 Quadratura da Parabola

Exemplo 4.2 Utilizando o software Maple:

Pelos comandos a seguir, € possivel plotar no software Maple o grafico da pardbola f(z) =

r?eareta f(z) =2+ 2.

;> withl plots)
| > f1= pfor( {x + 2, x1|' x=-2.3,¥=0 ._S] :
> plots| display]({f1});

Figura 4.17: Exemplo 4.1 (I)
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Maple)

O calculo da integral
2
/ T+ 2 — ride

-1

¢ feito pelos comandos:

;:} with( student) -
> fr=x—x+2 —:c:;

R
f=x—=x+2—x

> inf( f(x), x=-1.2);

]

Figura 4.18: Exemplo 4.1 (II)
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Maple)

obtemos entdo que:

2 9
/ x+2—x2d$:§:4.5

-1
Através dos pontos A : [—1,1], B : [0.5,0.25] (z = 0.5 é o ponto médio do segmento), e

C' : [2,4] forma-se um tridngulo.
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4.2 Quadratura da Parabola

Figura 4.19: Exemplo 4.1 (III)
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Maple)

Para determinar a drea desse tridngulo, precisamos saber a medida de seus lados e para isso,
basta calcular a distdncia entre dois pontos. Por exemplo, a distincia entre os pontos A : [z1, y1]

e B : [22,y2] é calculada pela férmula

AB = /(21 — 22)2 + (y1 — y2)?

No Maple, calculamos a distancia entre os pontos A, B e C para determinar os lados /1, [2

e [3, sendo [1 a distancia entre A e B, [2 a distincia entre B e C e [3 a distincia entre A e C.

I . [ 12 1\3\|
> 11 = sqrt [—1—— +[1—— :

! 2) +) )

ITIE Y
11:= 23
I ; [ 1) 1)
> [2e=n5qt| | ——2| + | ——4 :

(3 —2] + (5 -4] ) H
17.= 2 3
4-“|_9

> 3= sqrt( (-1 —2)7 + (1 — 4)?)
FJ—S\;’T

Figura 4.20: Exemplo 4.1 (IV)
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Maple)

Na sequéncia, para utilizar a férmula de Heron € necessdrio calcular o valor do semiperime-

tro p, para poder determinar a drea do tridangulo em rela¢do a medida dos seus lados.
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4.2 Quadratura da Parabola

.
> p= [%|-(U+32+33];
=/
p=a T4+ 22
§ 8 2
> area= sqrt({p-(p—11)-(p—12)-(p—13));
P £} B} B B Y K} EY P N
wea= [ [ 25 +2y23 +=7 | [-iﬁ+i;§+iﬁ| [iﬁ—a@+ 27 [iﬁ+i;§—iﬁ
J Ls 3 2 JL 8 8 2 JANE 8 2 JLs 8 2 )
> evalf(2);
3374999999
> % (3.374999999);

4499999999

Figura 4.21: Exemplo 4.1 (V)
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Maple)

Observe que determinamos a area de 3.374999999, e na sequéncia multiplicamos esse valor
4

por 3 encontrando a drea do segmento parabdlico, sendo 4.499999999 = 4.5. (MARIANI,
2005)

Exemplo 4.3 Pela definicdo da Quadratura da Pardbola, determinar a drea do segmento de
pardbola obtida pela fungdo f(x) = x* com x = +2 e pela reta y = 4.

2 0]' 2

Figura 4.22: Exemplo 4.2
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

Temos que a area do segmento de Pardbola € dada por:

Area(Segmento—Parabélico) = g X Area(Tridngulo)

Primeiro vamos encontrar a drea do tridngulo. De acordo com a figura temos que a base do

tridngulo € de 4cm, e sua altura 4cm de comprimento. Entdo a area do tridngulo é€:

) 4x4 16
Area(tri&ngulo) = 9 = ? =8

Area(tri&ngulo) =8
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4.2 Quadratura da Parabola

Agora, substituindo o valor da drea do tridngulo para determinar a drea do segmento da

pardbola,
ATea(segmento—Parabélico) =3 X AT@G(Tmangulo) = %l X 8 = 33_2
AT@G(SegmentofParabélico) = %
Portanto a drea do segmento de pardbola obtida pela func¢do f(x) = 2? com x = £2 e pela
retay =4 éde %
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CAPITULO

")

Bonaventura Cavalieri

Figura 5.1: Bonaventura Cavalieri
Fonte: site “Wikipedia”

Nasceu na cidade de Mildo na Itdlia no ano de 1598 e recebeu o nome de Francesco Ca-
valieri. No ano de 1615 entrou para a religido Jesuatas, onde passou a assumir o nome de
Bonaventura Cavalieri. Foi um matemadtico, estudou trigonometria esférica, astronomia e cél-
culo logaritmico, e € considerado um dos anunciantes do célculo integral. Em 1616 na cidade de
Pisa na Itélia, estudou teologia e filosofia, foi também nesta cidade que Cavalieri conheceu Be-
neditto Castelli 1578-1643 (https://pt.wikipedia.org/wiki/Benedetto-Castelli) matemadtico itali-
ano, que o colocou no campo da geometria. Tornou-se discipulo de Galileu Galilei 1564-1642
(https://pt.wikipedia.org/wiki/Galileu-Galilei) fisico, matemdtico, astronomo e filésofo, que o
apresentou de vez a matematica. Em 1629 foi nomeado a ocupar uma cadeira da matematica na

cidade de Bolonha na Itdlia apds fazer uma grande descoberta para a matematica, ele ja havia
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se candidatado a ocupar esta cadeira anos antes. (EVES, 2011)

Cavalieri publicou o seu livro Nova Geometria dos Indivisiveis Continuos no ano de 1635,
no qual destaca o método dos indivisiveis, sua grande descoberta, o qual revolucionou anos
depois a geometria e o cdlculo integral. Publicou outras obras, sobre os seus estudos e desco-
brimentos matemadticos, mas ficou mais conhecido por desenvolver o método dos indivisiveis.
Na atualidade Bonaventura Cavalieri é muito conhecido pelo Principio de Cavalieri, método
criado por ele para determinar drea e volume dos s6lidos. Em 1647 Cavalieri veio a falecer na
cidade de Bolonha, Itdlia. (EVES, 2011)

5.1 Meétodo dos Indivisiveis

O conceito dos Indivisiveis foi trabalhado e estudado por matemaéticos que estavam na busca
de defini-lo ao longo dos anos, como Arquimedes, Apollonnius 262-190 a.C. (https://en.wikipe-
dia.org/wiki/Apollonius) e Pappus 300 d.C (https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus-of-Alexan-
dria), que tiveram as primeiras nogdes do que seriam os indivisiveis. As ideias obtidas por eles,
sofreram modificagdes por volta dos séculos XVI e XVII, quando Johannes Kepler 1571-1630
(https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes-Kepler), Galileu Galilei e Bonaventura Cavalieri, vie-
ram a estudar este conceito buscando compreendé-lo, para que o mesmo tivesse uma defini¢ao
concreta. (PINTO, 2008)

Segundo a histéria, o primeiro a ter tido no¢des mais corretas sobre os indivisiveis foi Ke-
pler, que utilizou de processos da integracdo, partindo do método da exaustdo, e nimeros infini-
tesimais. (EVES, 2011). Galileu também desenvolveu diversos estudos sobre este assunto por
alguns anos, se aproximou muito do que seria, e para ele a matéria era composta de finitas par-
tes, essas indivisiveis que deveriam conter infinitesimais. Galileu utilizou para suas abordagens
a ideia de que o continuo (segmento de reta) contém uma infinidade de indivisiveis, mas nunca
concluiu suas abordagens sobre este conceito. (PINTO, 2008)

Ao se tornar aprendiz de Galileu, Cavalieri passou a estudar os indivisiveis apresentados
por Galileu, e trabalhou este conceito geometricamente. Bonaventura Cavalieri foi o primeiro
a ter definido os indivisiveis e destacou sua descoberta no livro publicado em 1635, Geometria
Indivisibilibus Continuorum Nova. Ele partiu da ideia de Kepler sobre os indivisiveis, e chegou
ao seu método de maneira geométrica utilizando conceitos de linhas e planos, utilizou destes
termos para se referir ao seus indivisiveis em suas obras, que segundo Cavalieri era basicamente:
“todas as linhas da superficie ou todos os planos de um solido”. (REVISTA, 2012)

Ao obter sua teoria, Cavalieri escreveu e enviou uma carta a seu mestre Galileu Galilei como
forma de agradecimento, contendo um pouco do que seria o seu método, um trecho famoso da

carta de Cavalieri a Galileu que explica um pouco dos resultados obtidos por ele é:

“Nao afirmei que o continuum é composto de indivisiveis, mas mostrei que entre
0 continuum existe a mesma propor¢do que entre a colecio de indivisiveis, sob a

condicdo de os tornar paralelos, quando falamos de linhas retas e de superficies planas,
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5.1 Método dos Indivisiveis

que sdo os indivisiveis particulares que considerei.” [Carta enviada a Galileu por seu
discipulo Cavalieri] (ALEXANDER, 2016)

Na época em que Cavalieri apresentou seu método sobre os indivisiveis no livro Nova Ge-
ometria dos Indivisiveis Continuos, ele sofreu muitas criticas por ter trabalhado este conceito
com a geometria, muitos diziam nao ser valido, porém Cavalieri apresentou sua teoria de ma-
neira mais clara e a defendeu na obra: Exercitationes geometricae sex, publicada no ano de
1647. (ALEXANDER, 2016)

O historiador Howard Whitley Eves 1911-2004 (https://pt.wikipedia.org/wiki/Howard-Eves),

disse a respeito dos indivisiveis de Cavalieri em uma de suas obras:

“O tratado de Cavalieri € longo demais e pouco claro, sendo dificil até descobrir o
que ele entendia por indivisivel. Tudo indica que um indivisivel de uma porcao plana
dada € uma corda dessa por¢do, e um indivisivel de um sélido dado é uma seccdo
desse sélido. Considera-se que uma por¢do plana seja formada de uma infinidade de
cordas paralelas e que um sélido seja formado por uma infinidade de secc¢des planas
paralelas”. (EVES, 2011)

O método dos indivisiveis de Bonaventura Cavalieri serd melhor explicado a partir do Teo-
rema de Cavalieri na secdo seguinte, pois foi com este principio que Cavalieri definiu os indivi-

siveis.

5.2 O principio de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri, a partir de observagdes entre o volume e a area dos sélidos de for-
matos diferentes entre si, chegou ao que chamamos de Principio de Cavalieri, que tem como
base o seu método dos indivisiveis. (EVES, 2011). Este principio segundo a histdria ja havia
sido utilizado de maneiras semelhantes em estudos realizados sobre volume por Arquimedes,
que dizia que Democrito 460a.C a 370a.C (https://pt.wikipedia.org/wiki/Demdcrito) e Eudoxo
também o teriam utilizado anos antes, em estudos para o volume. (APOSTOL, 2013)

O principio de Cavalieri, normalmente adotado como postulado (fato reconhecido e ponto
de partida) nos textos para ensino da Matematica Elementar, €, na verdade um teorema. (EVES,
2011). Cavalieri ao observar os solidos, chegou entdo a conclusdo de que dois sélidos que
possuam a mesma drea da base e alturas iguais, estes estando contidos em um mesmo plano «
possuem 0 mesmo volume, mesmo que um dos s6lidos sofra alguma alteragcdo, desde que, este
continue tendo a mesma drea da base e altura.

Observou também que qualquer plano 3 paralelo ao plano original «, que corte ambos os
solidos, estes continuardo tendo as areas e volumes iguais. O principio de Cavalieri € entdao
utilizado como base tanto para o célculo da drea das regides planas como para o volume dos
s6lidos. (MACHADO, 1988). As demonstracdes dos dois principios de Cavalieri constituem

uma aplicagdo direta da teoria de integracdo de funcoes reais.
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5.2 O principio de Cavalieri

5.2.1 Teorema de Cavalieri para areas

Sejam R e S regides limitadas de um plano, e seja  uma reta desse plano. Suponha que,
para toda reta s paralela a r, as intersecdes de R e .S com s sejam vazias ou segmentos tais que a
razao entre seus comprimentos € constante. Entdo a razdo entre as dreas I? e S € essa constante.
(PATERLINI, 2010)

Consideremos em um plano um sistema de coordenadas cartesianas Oxy, e seja R a regiao
delimitada por z = a e x = b e pelos graficos das fungdes continuas y = fi1(z) e y = fao(z),
com 0 < fi(x) < fo(x) para todo z pertencente ao intervalo [a, b].

Seja S aregido delimitada por a < x < be pelos graficos das fun¢des continuas y = g;(x) e
y = ga(z),com 0 < g;(z) < go(x) para todo = pertencente ao intervalo [a, b]. Suponhamos que
exista uma constante k£ > 0 tal que fo(x) — fi(z) = k[g2(x) — g1(x)] para todo z pertencente a
[a, b]. Entdo a(R) = k[a(9)].

Demonstracao:
¥ b
v=£ix) y=g,(x)
| R | | S |
| | | |
: y=he ' ly=g,6
0 x=a x=b x 0 x=a ' x=b X

Figura 5.2: Principio de Cavalieri para areas
Fonte: Figura elaborada pela autora

Da teoria de integracdo de fungdes reais temos:

o) = [ [ ayar= [ / f(()) e = [ 166~ nlir = [ Han(o) ~ s =

_ k;/ab[gz(ac) ~ gi(2)]dz = k/b[/gg(()) Ldy|dz — k//sdydx — Ka(S)]

Portanto:

(PATERLINT, 2010)
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5.2 O principio de Cavalieri

Exemplo 5.1 Area da Elipse: a drea da regido eliptica de semieixos a e b é wab.

Demonstracao:
Suponhamos a > b > 0, e consideremos em um sistema Oxy, a regido semieliptica &/ dada
2 2
Y
por?vLﬁ <ley=>0.
v ¥
|
—_— — 1
b -~
P .
- - /
- 7

/ !

! i
! - —

\ 0 x[] E a X \ 0 xﬂ a X

. ' C

e .
B -
- —_ g —

Figura 5.3: Area da Elipse
Fonte: Figura elaborada pela autora

2 2 2 2 2
x Y Yy x 2 2 b
2tpst=pslog=r =gt

b? z?
y <=+ 62—?x2:>y§i\/b2(1—¥)

Assim podemos definir

2

com0 <z <a.
Temos que a equagdo da circunferéncia é

Considerando a semicircunferéncia S, teremos que z2 + y* < a? e y > 0. Logo
PP <=y <dd -1’ =y<+vVa2—212
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5.2 O principio de Cavalieri

Assim, definimos que:

g(r) = —Va? —a?

92(x) = Va? — 22

g2(z) — g1 (x) = Va2 — 22 +va2 — 22 = 2V/a2 — 22

2 2
fQ(x)_fl(x):b\/l—z—z-i—b\/l—%:26\/1—%:

o [ b e 2oV =) = [ala) — (o)

a? a

Entao,

o~ 2

Aplicando o principio de Cavalieri, temos uma constante £ = —.

Q

fa(x) = fi(x) = Klga(2) — g1(2)]

Sendo r areta z = 0, com isso temos que

b bra*  mab
B ===

sendo essa a drea da regido semieliptica. Duplicando,

2(%&[)) = mab

segue o resultado da drea da regido eliptica. B
(PATERLINI, 2010), (EVES, 2011) [pag. 425-428]
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CAPITULO

Blaise Pascal

Figura 6.1: Blaise Pascal
Fonte: site “Science Photo Library”

Blaise Pascal nasceu na Franga no continente Europeu em uma cidade chamada Clermont-
Ferrand, no dia 19 de junho de 1623. Pascal perdeu a mae ainda crianca sendo criado e educado
pelo pai, um matemético chamado Etienne Pascal (https://en.wikipedia.org/wiki/Etienne-Pas-
cal) que o ensinou sobre diversas dreas do conhecimento. Pascal foi um matemdtico, fisico,
inventor, filésofo e te6logo, desde crianga j4 era tido como prodigio. Como inventor, € conhe-
cido por ter criado a primeira maquina de calcular ainda com 19 anos de idade. Ainda em sua
juventude, Blaise Pascal realizou muitos feitos importantes. (EVES, 2011)

Por se destacar na édrea da fisica ainda crianga, acabou sendo levado a se dedicar a matema-

tica, onde resolveu proposicdes, deu inicio e juntamente com Pierre de Fermat estabeleceram
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conceitos bases da andlise combinatdria e o cdlculo de probabilidades no século X VIII, desen-
volveu o Teorema de Pascal o qual foi publicado no ano de 1640 em seu livro sobre cOnicas
Essay pour les coniques, estudou também sobre o cdlculo infinitesimal, desenvolveu trabalhos
com o conhecido Tridngulo Aritmético, e deu origem a geometria projetiva. Na fisica, Pascal
ficou muito conhecido por definir e esclarece o conceito de vacuo e variacdes da pressdo at-
mosférica. Blaise Pascal, apds passar por alguns acontecimentos familiares decidiu abandonar
a matemadtica e a fisica passando a se dedicar a filosofia e a teologia no ano de 1954. Pascal
morreu em 19 de agosto do ano 1662, ainda jovem com apenas 39 anos de idade. (EVES, 2011)
[pdg. 361-366], (BOYER, 1996) [pdg. 249-250]

6.1 Os indivisiveis em Pascal

Por volta dos anos de 1658 a 1659, Pascal decidiu retomar seus estudos sobre a Teoria
dos Indivisiveis de Cavalieri na qual ele havia comecado a estudar em 1654. Blaise Pascal
baseou-se nos trabalhos de Arquimedes utilizando assim a geometria em sua defini¢cdo sobre
os indivisiveis, no qual estudou alguns problemas envolvendo centros de gravidade, retificacdo
de curva e principalmente dreas e volumes por meio do célculo infinitesimal. Criou entdo sua
teoria sobre os indivisiveis, que utiliza a soma de poténcias para a resolucdo de problemas
matematicos como o cicloide (curva definida por um ponto de uma circunferéncia que rola sem
deslizar sobre uma reta). (EVES, 2011), (BOYER, 1996)

i 2 3 4 5 ] 7 & 9 10

- T
-1T | inventirio [cicloide]

(%, ¥) = (at—sinfas),l-cosiat)): 0 €= % «
=2 4 (®=a) ~Z+(y=1)"I=1

[®,¥ = (&,1)

segmento (&,1)--(a-z2in(a),l-coa(a))

=34 (%, ¥} = (a-asin(a),l-coa(a})

segmento (a,1)--(a,0)

Figura 6.2: Cicloide
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

No livro Uma breve historia do infinito, o escritor Richard Morris (https://pt.wikipedia.org/wi-

ki/Richard-Morris) faz a seguinte citacdo a Pascal e os indivisiveis:

“Segundo Pascal, o método dos indivisiveis era perfeitamente coerente com a geo-
metria grega cldssica; o que podia ser demonstrado com um método, podia ser de-
monstrado também com o outro. Qualquer matematico que quisesse se qualificar de
geometra, dizia Pascal, era obrigado a aceitar a técnica de Cavalieri.” (MORRIS,
1998) [pag. 73]
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6.1 Os indivisiveis em Pascal

Pascal utilizou entdo um método diferente dos indivisiveis desenvolvido por Cavalieri, po-
rém seu trabalho foi utilizado por Leibniz na criagdo do Calculo Diferencial e Integral, pois os
indivisiveis de Pascal teve grande marco na transi¢ao do cédlculo dos indivisiveis ao integral.
(EVES, 2011), (BOYER, 1996) [pag. 252]

6.2 Identidade de Pascal

A identidade de Pascal parte a principio do teorema binominal, conhecido na atualidade
como “bindmio de Newton”. (GUIDORIZZI, 2008a). O bindmio de Newton é um método que
nos permite calcular a enésima poténcia de um bindmio qualquer. O Bindmio de Newton é
formado por duas varidveis podendo ser (somadas ou subtraidas) elevadas a uma poténcia que
seja um nimero Natural N. (HAZZAN, 1998) [pag. 58-62]

Supondo que essas varidveis sejam a e b, por defini¢do temos (a + b)* ou (a — b)*, onde:
(a+b)F = C°a* + Clora™ Y + CE2a™? 4 .+ CFVFa°

para todo £ pertencente aos naturais.

A ideia do teorema binomial € atribuir valores para £ de modo a encontrar um determi-
nado padrao. (HAZZAN, 1998) [pag. 58-62]. Pascal fazia aplicacdes em seu tridngulo para
determinar os coeficientes binomiais. Pode-se desenvolver o bindmio através da propriedade

distributiva entre as varidveis como a seguir:

Para k = 0O:
(a+b)P=1
Para k = 1:
(a+b)'=1la+1b=a+b
Para k = 2

(a+b)? = (a+b) x (a+0b) = 1a® + 2ab + 1b* = a* + 2ab + V?

Para k = 3:

(a+b)* = (a+b) x (a+0b) x (a+b) = 1a® + 3a*b + 3ab® + 1b°

Para k = 4:

(a+b)* = (a+b) x (a+0b) x (a+b) x (a+0b) = la* + 4a®b + 6a*b* + 4ab® + 1b*
Para k = 5:
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6.2 ldentidade de Pascal

a-+ = (a+b) X (a+b)x (a+b)x (a+b)x (a+b) = 1a°+5a~b+10a°b"+10a"b°+5ab~+1
b)° b b b b b 5 4P 3p? 23 br+10°

E assim sucessivamente para (k = 1,2, 3,4, 5,6, ...), para todo k& sendo um niimero Natural
N. Esta definicao binomial pode ficar muito dificil de ser desenvolvida conforme for aumen-
tando o valor de k, por isso, pode ser definido também através do processo da Combinagao, cuja

a forma é:

k!
Cpo =
BT pl(k — p)!

Nos estudos desenvolvidos por Pascal sobre probabilidade, ele j4 afirmava corretamente essa
férmula para o cdlculo de combinagdes, vista como a combinacao dos k elementos tomados p a

p, ou seja, de modo geral temos:

k k k k
(a+b)k = ak+( ) ) ak_1b+< ) ) aF=2p2 4. -+< ) ak=Pppy.. .+< o ) abF bk
p —

(6.2)
(HAZZAN, 1998) [pag. 33-36], (GUIDORIZZI, 2008a)
O triangulo aritmético, ou tridngulo de Pascal como ficou conhecido, pode ser estabelecido

através dos coeficientes binomiais. Com a tabela abaixo € possivel analisar esta comparagao:

Binomio de Newton
(a+0)" =1

1
(a+b)t=1a+1b 1]1
(a+b)? = 1a* + 2ab + 10° 1[2]1
(a+0)° = 1a® + 3a®b + 3ab® + 1b° 1[3]3]1
(a+0)*=1a"+4a’b+6a°0* + 4ab® + 10* | 1 |46 [ 4|1

Tabela 6.1: Bindmio de Newton / Triangulo Aritmético
Fonte: (HAZZAN, 1998)

O Triangulo Aritmético € representado pelos valores a direita da primeira coluna dos bino-

mios de Newton. As somas dos elementos de cada linha do tridngulo aritmético formam uma

poténcia de 2 (dois) da seguinte maneira:
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6.2 ldentidade de Pascal

(a+b)° 1 20
(a+b)! 111 2T
(a+b)* 1[2]1 22
(a+b)* 1331 23
(a+b)* 114641 21
(a+0b)° L[5[10[10] 5|1 2°
(a+b)° 1[6[15]20[15] 6 | 1 26
(a+b)" 1712113535217 |1 27
(a+b)® 1828156705628 8 1]2®°

Tabela 6.2: Triangulo de Pascal
Fonte: (HAZZAN, 1998)

A Identidade de Pascal € uma propriedade do tridngulo de Pascal, em que todo nimero
contido no tridngulo (a ndo ser os 1’s nas extremidades), sdo somas dos dois nimeros contidos

acima deles, e é determinado pela seguinte Identidade de Pascal:

k k—1 k—1
= + (6.3)
p p—1 p
para todo k e p pertencente aos Naturais N, com 1 < p < k. Pode-se observar que a férmula
acima € dada por uma combinacdo. (HAZZAN, 1998) [pag. 33-36].
Logo,
Ck,p = C’k—l,p—l + Ok—l,p

sendo assim, a Identidade de Pascal pode ser demonstrada a partir da combinacao abaixo:

()-(o)- ()
p p—1 D

k!
p!(k —p)!

Temos que,
(lgj) = Ck,p =

Desenvolvendo por partes:

-1y _ _ (k —1)! (k=1
(pot) = G = p-DIk-1)=@-11 @-D!(k-p)

-1y _ _ (k—1)! (k1)
b) =G = PE-1) =@ @ k-1-p)

(k—1)! k-1
(p—DI(k=p)!  (@Nk—1-p)!

Somando Cy_1 1 + Cx_1, ,ouseja, () + (];_1) temos que:

77



6.2 ldentidade de Pascal

_ (k=D (k= Dk —p)
(p—Dik—p)p @ k—1-p)k—p)

_k=Dlp+(k—p) _ (k=D

(k —p)lp! T k-p)lp

!
Cplk—p)! Cs

Portanto,
Ck,p = Ck:—l,p—l + Ck—l,p

(CAVALCANTE, 2006), (HAZZAN, 1998) [pag. 33-36]
Os indivisiveis e a identidade de Pascal sdo conceitos muito importantes pois serdo utiliza-
dos na préxima secdo sobre o Método de Pascal, que falard a respeito de Pascal e o cdlculo de

Areas.

6.3 Método de Pascal

Os conceitos acima destacados sobre os Indivisiveis e a Identidade de Pascal, sdo de extrema
importancia para o entendimento e o desenvolvimento do método de Pascal para calcular a 4rea

de uma determinada regido. O objetivo inicial de Pascal era chegar a férmula,

bk+1
k+1

para calcular a drea de uma regido entre a curva da funcio y = 2%, 0 < z < b, pelo eixo das

abscissas e areta x = b.

Hamilton Luiz Guidorizzi em seu livro “Um Curso de Calculo”, desenvolveu o método
utilizado por Pascal para determinar a férmula acima, e também o método utilizado por Pierre
de Fermat para chegar a mesma férmula contido no capitulo 7. Com base no desenvolvimento
sobre as ideias e cédlculos de Pascal, veremos como foi a contribui¢ao de Pascal para o cdlculo

de areas.
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\
i |5 :' e

0 b " ibene (n=1) b=nb
n

n n L

Figura 6.3: Pascal e o Cilculo de Areas I
Fonte: (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 497]

Com base na figura 6.3, temos o intervalo [0, b] que foi dividido em vdrios subintervalos
iguais, nos quais Pascal decidiu acrescentar retdngulos, e com base na soma das dreas desses
retangulos conseguiu determinar a drea da regido. Foi utilizado como medida da base dos
retingulos — e a medida da altura sendo (é)k, sendoi=1,2,---,n.

Por meig desses, considerou como S (nT)L a soma e, obteve a seguinte soma para as areas dos

retangulos em relagdo a base e altura:

= 2OP 2 (e ()

S(n)
Simplificando a expressdo acima teremos,

k+1

_ k k k k k
S(”>—nk+1(1 +2"4+3"+4" 4+ +n")

Para reduzir a expressio, foi atribuido a (1% + 2% + 3% + 4% 4 .. - + n*) uma soma que serd

representada por S, podendo assim

bk:-H
S
k+1 Pk

Visando resolver o problema acima, deve-se calcular o limite da expressao nk—il na qual n
tenderd para o oo (infinito), e para calcular esse limite, sO seria possivel através da Identidade
de Pascal, que estabelece uma relacdo entre as somas 51, Ss, - - - , S;. Com base na definicdo
binomial, que foi utilizada por Pascal antes mesmo de ficar conhecido como bindmio de New-
ton, nas definicdes sobre a combinacdo, e também pelo principio da indu¢do finita, que foi

praticamente estabelecido por Pascal, vamos definir a identidade obtida por ele.
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Temos que o bindmio de Newton, de modo geral é,

k k k k
(a+b)k = ak+< ) ) ak_lb+< ) > a2 4. -+( ) ak=Pppy.. .+< o ) ab bk
p —

(6.5)
Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, substituir a sucessivamente por

1,2,--- ,n, fazer b = 1 e somar membro a membro as igualdades obtidas. Desse modo:

kE+1 kE+1 kE+1
(14 1)F! = 151 4 T 1%+ 4 * 12 + N 14+ 151 (6.6)
1 E—1 k
E+1 k+1 kE+1
(2+U“4:2“k+< Y )2k+~~+<k+1)2?+( Z >2+1"“+1 (6.7)

k+1 k+1 k41
(n+U“4:n“%+< T )nk+n_%<k+l>nﬂ+< Z >n+1“1 (6.8)

Somando membro a membro as igualdades acima, observando que: (1 + 1)**! na primeira
linha pode-se cancelar com 2" na segunda linha; (2 + 1)**! na segunda linha, se cancela com
3%*1 na terceira linha; - - - ; ((n — 1) + 1)¥*! na peniltima linha se cancela com n**! na dltima

linha. Isso resulta:

k+1 kE+1 E+1 k+1
<n+1)k+1:1+< 41_ >Sk;+< ;_ )Sk—1+'-'+<k+1>52+< —l: >S1+n

(6.9)
que € a identidade obtida por Blaise Pascal.
Utilizando a identidade de Pascal acima, para k = 1 temos:
9 2
m+1)"=1+ ) Si+n (6.10)

A combinacdo acima pode ser determinada

2l 2x1

C, . — _ -
TR 1x1
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6.3 Método de Pascal

Logo,
(n+1)*=1+2(5) +n
2(51) = (n+ 1> — (1 +n)
Assim
g _ (n+1?—(1+n) n*+2n+1—-1-n n’+n
1= 5 — > -
Portanto,
n?+n
S| = 5
Para k = 2 temos:
3 3 3
(n+1)7°=1+ sl S 6.11)
As combinag¢do acima podem ser determinadas
3! 3 x 2!
O3, = _ —_3
MTHE-n 2
3! 3 x 2!
(59 = _ _3
27T 013=2) 2
Logo,
(n+1)>=1+3(Sy) +3(5)) +n
3(S5) = (n+1)° — (14 3(Sy) +n)
n’+n
3(52) = (n+1)> — 1 —3( ) —n
Assim
—3n2—3 M3 462+ 6n+2—2—3n2—3n—2
3(52):(n3+3n2+3n+1)_1%_n: n° + 6n° + 6n + 2 n n n
2n% 4+ 3n% +n
3(Ss) = 5
Portanto,
2n3 4+ 3n% +n
(S2) = ;
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6.3 Método de Pascal

e assim sucessivamente.
Podemos observar que .S; € um polindmio de grau 2 em k, assim S; € a soma da Progressdo
Aritmética 1,2, --- ,n, como S; tem grau 2, logo Sy serd um polindmio de grau 3 e assim

sucessivamente, sendo entdo Sy, determinado por um polindmio de grau (k + 1). No célculo do
S,
limite de k—il, com 7 tendendo ao infinito, é fundamental a observacdo em relagdo ao grau de
n
Sk. (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 499]

A partir da identidade obtida por Pascal, chegaremos ao limite da seguinte maneira, temos

que:

m+m“%ﬂ+<kT1)&+<k;1>&4+m+<z+i>&+<k21>&+n

(6.12)

Agora dividindo ambos os membros por n**1,

(n+ 1t 1+n k+1\ S E+1) S, k+1\ S
kL nk+1+ 1 nk+1+"'—|r E—1 nk+1+ k nk+1 ©.13)

Da equagao acima, temos

(n+ 1)k+1 B <n+ 1>k+1 = (1+ l)k-ﬁ-l

nk+1 n n

e assim, como n tende ao infinito, o limite sera

) (n _|_ 1)k+1
llm —~%2—=1
n—-4oo nk+1
Observe que as expressdes Si,Sk_1, - - -, 52, 91, terdo como grau respectivamente k, k — 1,
.-+, 3,e2eograude n*t1 é k + 1. Logo os limites
Sk—1 Sk—2 Sk-3 So . Sh
k17 k17 ket Y S R

tenderdo a 0 (zero).

. .. k o1e . ~
Para determinar o limite de —iT utilizamos a combinagao,
n

(k +1)!
O = o F T

o . Sk )
E € assim que chegamos ao limite de ——, que serd
nk+l

! Sk 1
1m
n——4oo nktl k+1
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6.3 Método de Pascal

Desse modo, concluimos que

lim S(n) = lim prr Ok gy gL v
n——+o0o o n——+o0o ’n,]’H‘l o n——+o0o k +1 o k +1
) bk+1

Férmula essa encontrada pela Identidade de Pascal, para calcular a drea da regido determi-
nada pela curva f(z) = 2%, 0 < x < b, pelo eixo das abscissas e a reta x = b. Essa é uma
aproximagao por excesso na resolu¢ao do problema dessa area.

Se considerarmos uma aproximagao por falta da drea dessa regido, a soma serd dada por

(Tl — 1>b)k

e de forma andloga, sera provado que

nl—lgloo S(n) - k+1

como podemos observar na figura a seguir.

(n=1% &
H

k3
=
=

Figura 6.4: Pascal e o Célculo de Areas II
Fonte: (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 500]

Vale lembrar que Pascal determinou o limite pela da identidade de Pascal, pois na época
ainda nao havia o conceito de limite da maneira como utilizamos nos dias atuais. (GUIDO-
RIZZI, 2008a) [pag. 496-502]
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CAPITULO

Pierre de Fermat

Figura 7.1: Pierri de Fermat
Fonte: site “Alamy”

Pierre de Fermat nasceu por volta do ano de 1601 na antiga cidade Beaumont-de-LLomagne
na Franca. Sua familia tinha uma boa condi¢do financeira o proporcionando uma excelente
educacdo, se tornou advogado pela universidade da cidade de Toulouse, e cerca de vinte anos
depois se tornou juiz. Fermat era habil com a matematica e a tinha apenas como um hobby para
os tempos livres. Era um homem timido e teve poucos de seus trabalhos publicados. Pierre de
Fermat e René Descartes 1596-1650 (https://pt.wikipedia.org/wiki/René-Descartes) contribui-
rdo para a inven¢ao da Geometria Analitica, Fermat através de suas descobertas de equacdes de

circunferéncias e retas, eixos perpendiculares e também equacgdes da hipérbole, elipse e pard-
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bola. Além da geometria analitica se destacou também em outras dreas da matematica como
na teoria dos nimeros, qual demonstrava grande interesse, o cdlculo infinitesimal, e também
na teoria das probabilidades que juntamente com Pascal (1623-1662) definiram muitos de seus
conceitos. Fermat inventou um teorema muito importante para a matemética conhecido hoje
como ultimo teorema de Fermat, que foi demonstrado muitos anos depois pelo matematico
Andrew Wiles (https://pt.wikipedia.org/wiki/Andrew-Wiles). Fermat morreu no ano de 1665.
(EVES, 2011) [pag. 389-394], (BOYER, 1996)

Entre as descobertas de Pierre de Fermat, para o calculo desenvolveu métodos para deter-
minar a drea de hipérboles e parabolas, e € o método utilizado por ele para determinar a area de

uma determinada regido que serd discutido neste capitulo.

7.1 Método de Fermat

Sera desenvolvido o processo utilizado por Pierre de Fermat para determinar a drea de uma

regido obtida pela funcdo y = z*

em um intervalo |0,b], com 0 < z < b, pelo eixo = e a
reta x = b, com k sendo um ndmero natural N. Fermat desenvolveu os seus cdlculos para
determinar a drea de uma mesma regido e chegou a mesma Férmula que Pascal, mas utilizando

um método diferente. (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 502-504]

1

R-J pEi—1 bE: bE b

Figura 7.2: Fermat e o Cilculo de Areas
Fonte: (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 502]

Entenderemos como Pierre de Fermat chegou a mesma férmula

bk+1

E+1

para determinar a drea da regido ilustrada na figura 7.2.
Inicialmente, suponha um certo nimero £, sendo este £/ maior que 0 (zero) e menor que
1 (um). Fermat, dividiu o intervalo |0, b] em n subintervalos, no qual acabou chegando no que

conhecemos na atualidade como Progressao Geométrica, da seguinte maneira:

R [bEi7bEi_1]7 ) [bE37bE2]7 [bE27 bE]? [bE7 b]
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7.1 Método de Fermat

a progressdo geométrica acima, cujo a razdo é F se d4 por,

b,bE,bE? ... bE" DE', .

quando 7 tende ao infinito, E* tende a zero, jaque 0 < £ < 1.

Resolveu, calcular entfo a drea do retingulo indicado na figura 7.2 por (R;), estando no
intervalo [bE’, bE'!]|. Através das ideias de Fermat, utilizando uma aproximagao por excesso
para a drea da regido, sabendo que bE' < z < bE" e 0 <y < (bE*"!)*. Desta forma, temos:

Area(R;) = bE'"Y(1 — E)b*EFEY

Area(R;) = b1 — E)(EF) !

comi=1,2,3....

Logo, pode-se observar que obtemos uma progressdo geométrica, na qual, por definicao
precisa-se de uma razdo e a identificacdo de um primeiro termo da expressdo, como podemos
observar, no caso acima temos como razio E**1, e o primeiro termo é b**1(1 — E). (IEZZI e
HAZZAN, 2008), (GUIDORIZZI, 2008a).

A soma dos termos de uma progressao geométrica € dada por:

Soma(Ri) =1+ ¢+ ¢+ +q" +-+¢"" +¢"

podendo ser uma progressdo geométrica finita ou infinita.
Multiplicando os membros da igualdade por ¢, temos
gSoma(R;) = q+q+ ¢ + ¢’ +q' +-- +¢" + ¢

Subtraindo ambos os membros, obtemos que

qgSoma(R;) — Soma(R;) = ¢"™ — 1
entao,

<qk:+1> -1 _ 1 — qk‘—l-l

Soma(R;) = ) -

Logo:

a1(1 _ qk—H)

1—g¢q

sendo a; o primeiro termo da progressao e ¢ a razao.

Soma(R;) =

Desenvolvendo a soma dos termos dessa progressao, utilizando inicialmente como razao ¢,

e o termo inicial a; = 1, obtemos:
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7.1 Método de Fermat

1 — k+1
Soma(R) =1+q+ ¢+ +¢" + - +¢" = —1—

l—gq
Pelo método da indugdo finita, verifica-se da seguinte maneira:
Temos inicialmente a afirmac¢do acima que é
1— qk+1
P(k) : 1+q+q2+q3+q4+---+q’“:1—_q

Verificamos se para k = 1 serd verdadeira, logo

P(1) : 1_1—q1+1_1—q2_1—q1><q1_ 1
== = — =q
1—g¢q I—gq I—gq

Assim, para k = 1, ou seja, P(1) é verdadeiro. Pr6ximo passo é supor que P (k) é verda-

deiro, e verificar se P(k + 1) serd também verdadeiro. Temos a seguinte hipétese de indugao

1— qk+1
P(k) : 1—|—q—|—q2—|—q3+q4—|—---+qk=1—_q
Logo, P(k + 1), através da hipétese de indugio,
1 — qk—f—l
Plk+1):1+q+ @+ +¢" +- - +¢"+¢ = Tq+qk+1
Desenvolvendo a expressao,
1— qk-l-l qk-l-l 1 — qk—l—l qk+1 1 — qk-l—l + qk+1 1
1—¢ 71 T 14 t1i247 1—¢ T 1-g
logo,
1
Plk+1):1+q+ @+ +¢" + - +¢"+¢" = T4
Assim, pela indugio finita, verifica-se ser verdade para P(k + 1). Entéo prosseguimos com
a férmula
2, 3 ko k+l 1
Soma(Ri):1+q+q +q¢ +---+q +q +"':1—_q

Agora, basta substituir o termo inicial ¥**!(1 — E) e a razdo E**! no lugar de ¢ na férmula
acima, para obter a soma das dreas dos retangulos, para assim determinar a drea da regido.
(GUIDORIZZI, 2008a)
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7.1 Método de Fermat

Substituindo,

. b’”l(l—E)
Soma(Ri):bk+1(1—E)(1+q+q2+q3+~--+q +"'):W

B bk+1(1 __Z;)

Soma(R;) = bk+1(1 — E)(1+ EFL 4 (Ek+1)2 + (Ek+1)3 4+ (Ek-i-l)k:) —

Soma(R;) = 1+ E*' 4 (E¥1)2 1 (EM1Y 4 ... 4 (BM)F = V(1 — E)
1 (1= EFH (1 - E))

Soma(Ry) = 1+ B 4 (B¥1)2 4 (B¥H) 4.4 (BRH)F =

Soma(Ri) = 1+ B 4 (EM)2 4 (B o (BRI = L (1— B
o © 1 — Bk (1 — BRI

Disto, temos:

1_Ek+1
1-F

A partir desta, conseguimos determinar a férmula para calcular a soma das areas dos retan-

1+ E+E* 4+ +EF =

gulos obtida por Fermat,

bk+1
T 1+ E+E -t EF

Desta férmula tém-se alguns quesitos, tais que se F estiver mais préximo de 1, a aproxima-

Soma(R;)

cdo serd mais exata, mas Fermat fez a seguinte substitui¢do, £/ = 1 trocando E por 1, assim

obtendo que a soma Soma(R;) serd dada através da férmula:

bk+1

E+1

Observe como Pierri de Fermat, chegou a mesma férmula que Pascal para calcular a 4rea de
k

uma regido obtida pela funcdo y = x¥, mas de maneira mais simples, lembrando que na época
em que Fermat desenvolveu este método para calcular a drea de uma regido, os conceitos de
Progressdo Geométrica ainda nio eram utilizados.

Este foi o desenvolvimento de Fermat, com base na demonstracdo de (GUIDORIZZI, 2008a)

[pag. 502-504], utilizando conceitos contidos no livro de (IEZZI e HAZZAN, 2008).
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CAPITULO

Calculo Diferencial e Integral

O Cdlculo Diferencial e Integral, ou simplesmente cdlculo, € um ramo importante da mate-
matica, desenvolvido a partir da Algebra e da Geometria, que se dedica ao estudo de taxas de
variagcdo de grandezas (como a inclinacdo de uma reta) e a acumulacdo de quantidades (como
areas debaixo de uma curva ou o volume de um sélido). Na antiguidade, foram introduzidas
algumas ideias do célculo integral, embora nao tenha havido um desenvolvimento dessas ideias
de forma rigorosa e sistematica.

Como ja vimos, Eudoxo usou o método da exaustdo para calcular dreas e volumes. Arquime-
des levou essa ideia mais além. De acordo com Gauss 1777-1855 (https://pt.wikipedia.org/wiki
/Carl-Friedrich-Gauss), Arquimedes, o maior matemético da antiguidade, ja apresentava ideias
relacionadas ao célculo dois séculos antes de Cristo. Cavalieri, através dos “principios de Ca-
valieri” forneceu poderosas ferramentas para o cdlculo de dreas e volumes e, ademais, sua base
intuitiva pode facilmente tornar-se rigorosa com o cdlculo integral moderno. Fermat e Pascal,
baseando-se nas ideias de Cavalieri, porém com algumas modifica¢des, para calcular dreas sob
uma curva, imaginavam infinitos retangulos ao invés de cordas, facilitando o célculo das areas
as quais eles sabiam sua equagdo. Todos esses matematicos citados foram essenciais na criacao
do célculo que temos na atualidade.

Porém, o cdlculo moderno foi desenvolvido simultaneamente e de maneiras disjuntas por
Isaac Newton (1643-1727) fisico e matematico e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) fi-
16sofo cientista e matematico alemao, ambos trabalharam de maneiras distintas utilizando os
conceitos e desenvolvimentos desses outros matemadticos citados, para obter um novo método
matematico, o calculo diferencial e integral. JERONIMO e MOURA, 2013)
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Figura 8.1: Isaac Newton
Fonte: site “Encyclopedia Britannica”

Isaac Newton foi um astrdnomo, alquimista, tedlogo, cientista e filésofo natural, e fez mui-
tos avangos na fisica e na matematica. Nasceu no ano de 1643 na Inglaterra, é conhecido pela
lei da gravitagdo universal, as trés leis de Newton, cdlculo infinitesimal, lei empirica e de resfri-
amento, construiu o primeiro telescopio refletor, estudou a velocidade do som, contribuiu para
as séries de poténcia, entre outros. Suas obras e descobertas revolucionaram a ciéncia como um
todo. Isaac Newton morreu no ano de 1727. (EVES, 2011)

Figura 8.2: Gottfried Wilhelm Leibniz
Fonte: site “E-Calculo USP”

Gottfried Wilhelm Leibniz, polimata, filésofo e matemético, nasceu no ano de 1646 na
Alemanha. E conhecido por desenvolver o célculo infinitesimal através da Notagdo de Leibniz,
trabalhou com a lei de continuidade, calculadoras mecanicas, calculadora de Pascal, contribuiu
para o sistema de nimeros bindrios e fez diversas contribui¢des na fisica. Leibniz morreu no
ano de 1716. (SPIEGEL, 2009)

A definicdo do cdlculo fez com que muitos problemas matemaéticos e fisicos que até en-
tdo ndo haviam sido resolvidos obtivessem uma solu¢do. Foi com uns destes estudos que se

relacionavam ao cdlculo infinitesimal que Newton e Leibniz trabalharam para que pudessem
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desenvolver e construir o célculo infinitesimal. A principio Leibniz foi tomado como plagiador
dos trabalhos realizados por Newton o que gerou uma disputa e rivalidade entre os dois, com
o passar dos anos, tanto Newton quanto Leibniz foram reconhecidos como os inventores do
calculo. (ANTON, 2000)

H4 registros de que Isaac Newton teria sido o primeiro a utilizar o célculo na fisica e tra-
balhou com a diferenciacdo, ele a chamava de Ciéncia dos Fluxos, ja Leibniz desenvolveu a
Notacdo de Leibniz e trabalhou com a integracdo e a nomeou de célculo, ou seja, ambos de-
senvolveram maneiras independentes no processo de criagdo do cdlculo. A partir deles, muitos
outros matematicos fizeram grandes contribui¢cdes importantes na implementacdo do Célculo
Diferencial e Integral que temos hoje. (STEWART, 2009)

O célculo tem como base o estudo dos infinitesimais, e hd muitas técnicas que sao utilizadas
para abordar este conceito, as nocdes e conceitos principais dos estudos do calculo € o Limite a

Derivada e a Integral. O cédlculo em geral tem como base os trés problemas a seguir:

Problema 1:
O Problema da Reta Tangente: Dada uma fungdo f e um ponto P(z0,y0) no seu
grafico, ache uma equagéo da reta que é tangente ao grafico em P. (ANTON, 2000)
[pag. 112]

Problema 2:
O Problema da Area: Dada uma fungio f, ache a drea entre o grafico de f e um
intervalo [a, b] no eixo z. (ANTON, 2000) [pdg. 112]

Problema 3:

O Problema da Velocidade Instantinea: Dada a curva posi¢cdo versus tempo para
uma particula movimentando-se ao longo de um eixo coordenado, ache a velocidade

da particula num instante de tempo especificado. (ANTON, 2000) [pag. 112]

O célculo diferencial, teve origem a partir do Problema da Reta Tangente, ja o cdlculo
integral teve origem 2 partir do Problema da Area, porém tanto o cdlculo diferencial como o
integral estdo relacionados. O que todos os problemas tem em comum € o fato de necessitarem
do Processo de Limite. (ANTON, 2000)

8.1 Numeros Infinitesimais

Os nimeros infinitesimais sdo grandezas infinitamente pequenas e sdo muito utilizados em
defini¢cdes de integrais e derivadas, seus principios estdo contidos no livro Infinitesimal do autor
Amir Alexander (https://en.wikipedia.org/wiki/Amir-Alexander), publicado em 2016. O con-
ceito dos infinitesimais foi desenvolvido de maneiras opostas por Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz, que entraram em uma grande disputa para definir o criador do cdlculo dos
nimeros infinitesimais. (ALEXANDER, 2016).

John Kirkby os definia como sendo:
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8.1 Numeros Infinitesimais

“Um infinitesimal é aquilo que € infinitesimalmente menor que qualquer quantidade
concebivel; € como um grao de sal comparado com o globo terrestre, ou um instante
de tempo comparado com um milhdo de eras.” (KIRKBY, 1735)

Segundo a histéria, o primeiro a ter utilizado o conceito dos nimeros infinitesimais foi
Arquimedes, que o teria desenvolvido de maneira parecida a do célculo Integral, sua utiliza¢ao
teria sido encontrada em um antigo texto escrito, sobre uma outra obra realizada anteriormente
por ele que se chamava de Método Mecanico. Entre as descobertas de Newton estd o cédlculo
infinitesimal, desenvolvido por ele de forma geométrica conhecido como Método da primeira
e da ultima razdo. Na obra Principia (1687) de Isaac Newton, contém teorias e aplicagdes
desenvolvidas por ele sobre os infinit€simos como também € denominado. Ja Leibniz, através
da notagdo conhecida por Notacao de Leibniz, que parte do principio da derivada de uma funcgado
y com relacdo a x, ou seja, y = f(x). (ALEXANDER, 2016). Na Notag@o de Leibniz utiliza-se
os simbolos dx e dy para representar os infinitesimais, e designa fungdes definidas através de

expressdes matematica como:
dy
dz
O infinitesimal é conhecido na matematica como um nimero tao pequeno quanto se queira,
sendo este um numero positivo. Ele estd presente na maioria dos livros didéticos de estudos do

Calculo e também da Anélise. (EVES, 2011)

8.2 Limite

Foi no século XIX que os infinitesimais foram substituidos pelos chamados “limites”, que
analisam o valor de uma determinada fun¢do em um ponto, através de outros pontos que sejam
proximos do ponto tomado. O limite tem uma estrutura parecida com a dos infinitésimos, o que
as difere é o fato de que o limite utiliza nlimeros ordindrios. A substituicdo dos infinitesimais
nimeros extremamente pequenos, € o conceito de infinitamente pequeno, pode ser encontrada
através do processo de limite, que por uma determinada fun¢@o encontra niimeros cada vez mais
pequenos. (GUIDORIZZI, 2008a)

O processo de limite € requerido por alguns conceitos que s@o essenciais ao cdlculo, sendo
eles o Problema da reta tangente e o Problema da 4rea. E também base para todos os outros
calculos desenvolvidos no célculo diferencial e integral. A especificagdao do limite € analisar o
comportamento de uma fungdo f(x), quando a sua varidvel independente x tende a um valor
dado.

Definicao 8.1 “Se os valores de f(x) puderem ser tornados tdo préximos quanto quisermos de

L, fazendo x suficientemente proximos de a (mas ndo igual a a).” (ANTON, 2000) [pdg. 115]
Ou seja, ANTON (2000) define que o limite de uma fungdo f(x) quando x, que é o termo

independente tende a L, entdo teremos que:

lim f(x) =L

r—a
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8.2 Limite

No conceito de limite é de extrema importancia o entendimento dos Limites Laterais de uma
funcdo, pois a casos em que € mais dificil analisar se x estd mais proximo de a pela esquerda ou
pela direita, os chamados limites laterais. Quando z estd mais préximo de a pela direita, usa-se
na notagéo (r — a™) o sinal “+” (adi¢do) indica a proximidade de x pela direita. (ANTON,
2000)

lim f(z)=1L

z—a™t

Quando z estd mais préximo de a pela esquerda, usa-se na nota¢do (z — a~) o sinal “-”
(subtracdo) indica a proximidade de x pela esquerda. (ANTON, 2000)

lim f(z)=1L

Tr—a—

8.3 Derivada

A derivada de uma fun¢do f(x) tem como base a inclinag@o e as taxas de variagdo da reta
tangente, ou seja, o Problema 2 - Problema da Reta Tangente. Para o entendimento do que € a
derivada, € necessdrio ter uma base do conhecimento em relacdo a reta tangente, velocidade mé-
dia e a velocidade instantanea. Pela notacdo de Leibniz, a derivada de uma func¢do y em relacdo
a x é dada por %, jé pela notacdo de Lagrange 1736-1813 (https://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph
-Louis-Lagrange) a derivada é representada por f'(x) ou fz/(z). (ANTON, 2000)

Figura 8.3: Inclinacdo da reta tangente
Fonte: site e-scola, aprender num click

Definicao 8.2 “A funcdo f' é definida pela formula,

fo) — 1 LE ) = )

h—0 h

e ¢ chamada de derivada de [ em relacdo a x.” (ANTON, 2000) [pdg. 179]

Mostrando o que diz a defini¢do acima com base na figura 8.3, temos que a inclinacao da

reta r € dada por:
f(x) — f(a)

Tr—a

tana =
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8.3 Derivada

Jd a inclinagdo da reta s dada por tan (3, fazendo com que z tenda a a, ou seja, (x — a), e a

(tan a — tan (3), logo teremos que:

tan § = lim —f(x) — fla)

Tr—a Tr— a

Quando o
i @) = f(@

r—ra Tr — a
existe e € finito, dizemos que a funcdo f é derivdvel no ponto P e denotamos o limite pela

notagdo de Lagrange f’(a), isto significa que:

z—a T —Q
A equagido da reta tangente s é dada por y — f(a) = f'(a)(x — a). (ANTON, 2000).
De fato,

y = f'(a)z = f(a)a+ f(p)
Se chamarmos f'(a) de ¢, e —f'(a)a + f(p) de d, logo:

y=cr+d
Tomando o
L f@) — flo)
Tr—a Tr— a

e fazendo x — a = h, entdo teremos que se x tende a a (r — a), logo h tenderd a 0 (zero)

(h —0).
E portanto,
L f@) = fa)
r—ra Tr — a
i flath) = fla)
h—0 h

assim, substituindo a por z, temos que a derivada de uma fun¢go f(x) é dada por,

o) — i D) =)

h—0 h
como diz a definicdo acima. (ANTON, 2000) [pag. 179]

8.4 O calculo Integral

Em geral, o célculo Integral € utilizado para encontrar a drea de determinadas regides a par-
tir de uma funcdo. Tém-se a integral definida e a integral indefinida, ambas com defini¢des e
propriedades diferentes, mas que utilizam de um mesmo processo de integracdo. O processo

de integracdo foi descoberto por Newton e Leibniz que utilizaram o processo inverso da dife-
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8.4 O calculo Integral

renciacao, descobrindo que a partir desse poderiam encontrar dreas de regides em um intervalo
limitado. O simbolo de uma integral | foi inventado no final do século XVII (dezessete) por
Leibniz. (ANTON, 2000)

8.4.1 Integral Definida

A integral definida é conhecida como o método do retangulo, que utiliza da 4rea obtida
por uma funcéo f(z) e o eixo x do plano cartesiano em um intervalo. O método do retingulo
tem como base a soma das dreas de retangulos para se aproximar da drea de uma determinada
regido, este método € conhecido na atualidade como Somas de Riemann que serd explicado no
Capitulo 9, mas foi trabalhado de maneiras opostas por Pascal e Fermat. O método do retangulo,
basicamente define que quanto maior for a quantidade de retangulos entre o eixo e a fungdo,
estard se aproximando cada vez mais do valor exato da drea da regido desejada. (GUIDORIZZI,
2008a)

8.4.2 Integral Indefinida

A integral indefinida utiliza o processo da antiderivada, ou seja, realiza um processo contra-

rio ao processo da derivagdo.

Teorema 8.1 “Se F'(z) for qualquer antiderivada de f(x) em um intervalo I, entdo para qual-
quer constante C' a fungdo F(x) + C é também uma antiderivada de f(x) naquele intervalo.
Além disso, cada antiderivada de f(x) no intervalo I pode ser expressa na forma F(x) + C,
escolhendo-se apropriadamente a constante C.” (ANTON, 2000) [pdg. 383]

Para entender melhor o que diz este teorema, vamos analisar em um exemplo:

Dada uma fungio f(r) = z?, sua derivada serd f'(z) = 2x', mas a integral indefinida
realiza o processo inverso ao da deriva¢do chamado de primitivacdo ou simplesmente primitiva.
A primitiva da fungdo f(z) = z? é a fungdo F(z) = % ou F(z)+C = %3 + C que € uma
fun¢do da forma F'(x) + C, com C poder;do admitir qualquer valor real. (ANTON, 2000)

. . X . . ~
Observe, que derivando a primitiva 3 + C' teremos que a derivada serd a funcgao:

2
uma vez que a derivada de F'(z) + C ¢é 5 +0 =22

Qualquer constante somada a uma antiderivada de f(z), esta também serd uma antiderivada

de f(x).

Pode-se concluir entdo na Integral Indefinida que,

/f(x)dx — F(z)+C
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8.4 O calculo Integral

Logo,
23
/achx =73 +C.

(ANTON, 2000)

8.5 Teorema Fundamental do Calculo

O teorema fundamental do célculo é a base das duas operacdes centrais do cdlculo, dife-
renciacdo e integracdo, que sio consideradas como inversas uma da outra. Isso significa que se
uma funcao continua € primeiramente integrada e depois diferenciada (ou vice-versa) volta-se
na funcdo original.

Os matematicos Newton e Leibniz percebendo que os processos de diferenciacdo e integra-
cdo, sdo processos inversos de forma independente, exploraram essa conexdo e desenvolveram
o cédlculo. Em particular, eles perceberam que o Teorema Fundamental do Cédlculo permitia en-
contrar a drea de uma figura plana de uma forma muito facil, sem a necessidade de se calcular a
soma de dreas de um nimero indefinidamente grande de retangulos, mas sim usando a primitiva

da funcdo envolvida.

Teorema 8.2 (Teorema Fundamental do Calculo - Versao 1) “Seja f definida e continua no

intervalo I e seja c € I. Nestas condigoes, a funcdo F' dada por

F(z) = / f(t)dt

x € I, é uma primitiva de f em I, isto é, F'(x) = f(x) para todo x pertencente a 1.” (GUI-
DORIZZI, 2008b) [pdg. 19-20]

Se considerarmos I = [a, b] e na fungdo

Fa)= [ f(t)d
fizermos x = b e x = a, temos:
b
F) = [ fdt
e a
Fla)= | f(t)dt

Entao



8.5 Teorema Fundamental do Calculo

b
FO) - Fla) = [ f(oyi
Assim, temos uma segunda versdo do teorema fundamental do célculo que diz:

Teorema 8.3 (Teorema Fundamental do Calculo - Versao 2) Se f for continua no intervalo

[a,b] e se F' for uma antiderivada de f em [a,b], entdo

/ F@)dz = F(b) — Fla).

(GUIDORIZZI, 2008a) [pdg. 305-306]

Temos que,

Seja = € [a, b], entdo

(GUIDORIZZL, 2008b) [pag. 19-20], (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 305-306]
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8.5 Teorema Fundamental do Calculo

Exemplo 8.1 Area do Circulo: determinando a drea da regido circular, cujo raio é r, através

do cdlculo integral.

Figura 8.4: Area do circulo
Fonte: Figura elaborada pela autora

Considere a figura no circulo trigonométrico, cujo raio do circulo é r. A equagdo da circun-

feréncia é

assim,

Se considerarmos apenas a drea do quadrante que estd pintado, teremos que a drea deste

quadrante, serd

/ Vr?2 — 22dx
0

mas temos que considerar a drea total do circulo, ou seja, os quatro quadrantes, logo

Area(cérculo) = 4/ V12 — 22dx
0

p r 72
Area(cz{rculo) = 4/ T2<1 - ﬁ)dw
0

. r 2
Area, : =4 [ r\/1— —dx
(circulo) r2
0

T .
Chamando — = sin 6, temos que
r

Tz =r7rsind

logo
dx = r cos 6df.
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8.5 Teorema Fundamental do Calculo

Sex =0
sinf =— =0
r
assim ¢ = 0.
Sex=r
sinf = i =1
r
T
assim 6 = —.
im 5
Logo,
. 2
Area(circulo) = 4/ rv/' 1 — sin® Or cos 0d6
0
Area(circulo) = 47"2 / V cos? 0 cos 0db
0
. 3
AT € oy i) = 4T 2 / cos® 0do
0
{ 0 cosfdf. z
Area(c{rculo) - 4T2[§ 9 ]02
( T
Area(circulo) =dr [Z - 5]
( T
A 4 pr— 4 2_
7,ea(czrculo) r 4
Portanto,
Area( = 1r2. ]

circul 0)
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8.5 Teorema Fundamental do Calculo

Exemplo 8.2 Area do Segmento de Pardbola: determinando a quadratura da pardbola pela
drea do retangulo formado pelos pontos obtidos através da fungdo f(x) = 2% e pela drea
do triangulo maior, na qual serd utilizado a integral para determinar a drea do segmento de

pardbola.

Figura 8.5: Area do segmento de Pardbola
Fonte: Figura elaborada pela autora

De acordo com a figura acima, podemos também determinar a 4drea da pardbola obtida pela

fungdo f(r) = 2% e areta y = 4 pela seguinte equagio:
7 7 b
Ar@a(Segmento—Parabélico) - Area(ret&ngulo) - / f(ZE)dZL'
A area do retangulo € determinada pela férmula: Area(ret;mgulo) = base X altura, logo,
Area(ret;mgulo) =4 x4 =16.

Calculando a integral da fungdo f(x) = z? no intervalo [—2, 2], obtemos:

vide == > )= = —

Ly 3 7% 3 3 3

Basta fazer a substitui¢do na férmula determinada, sendo assim,

/2 23 2% (=2)* 16

b
Ar@a(Segmento—Parabélico) = Area(retdngulo) - / f([E)d[L’
a

2

{ 2
Area(segmento—Parabélico) = base X altura — / redx
—2

16 16 16 48 16 32

Area/(Segmento—Pa'r'abélico) 3 1 3 3 3 3
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8.5 Teorema Fundamental do Calculo

Portanto, a drea da pardbola obtida pela drea do retingulo formado pelos pontos dados, pela
fungdo f(z) = x? e a drea do tridngulo maior, é de
, 32
Are@(Segmento—Parabélico) = E
O célculo diferencial e integral de forma geral € extremamente importante em nosso cotidi-
ano. Para o cdlculo de areas utilizamos o célculo integral, € mais comum e prético calcular a
area de uma determinada regido, pelo processo da integral indefinida. Ja o calculo pela integral

definida € um pouco mais trabalhoso, como serd visto no préximo capitulo.
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CAPITULO

9

Bernhard Riemann

Figura 9.1: Bernhard Riemann
Fonte: site “O Universo”

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu na cidade de Breselenz na Alemanha no dia 17
de Setembro de 1826. Bernhard Riemann como ficou conhecido, desde pequeno tinha uma
saude fragilizada, incentivado a estudar por seu pai, Riemann estudou na universidade de Got-
tingen, onde inicialmente cursou teologia, mas tinha muito interesse pela matematica, resolveu
entdo mudar para a cidade de Berlim e estudar matemadtica na universidade de Humboldt, anos
depois Riemann retornou a universidade de Gottingen, na qual tornou-se doutor. Riemann es-
tudou com o fisico Weber 1804-1891 (https://pt.wikipedia.org/wiki/Wilhelm-Eduard-Weber) e
com o matemadtico e fisico Gauss. (ANTON, 2000) [p4g. 410]. Riemann anos depois tornou-se

professor na universidade de Gottingen. As obras e descobertas dele foram de grande importan-
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cia a andlise e matemadtica, obteve muitos resultados para as geometrias, fez com que a teoria de
integrabilidade (integral definida) viesse a se tornar mais clara com sua definicdo de integral e
somas de Riemann como sio conhecidas. Morreu no ano de 1866 com apenas 39 anos de idade.
(EVES, 2011)

9.1 Particao de um Intervalo

Indica-se por P = {x,, %1, 22,23, -+ ,Z,} a particdo de um determinado intervalo I =

[a, b], no qual temos que:
Q=T <T1 <Xy <T3<-+-<x,=>0.

A particdo P divide o intervalo [a, b] em n intervalos. Essa divisdo de intervalos € feita por
[z;_1,2;],sendoi = 1,2,3,---  n. Podemos observar melhor a particdo de um intervalo com a
imagem a seguir. (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 299]

Figura 9.2: Parti¢do de um intervalo
Fonte: Figura elaborada pela autora

Temos entdo que Ax; = x; — x;_1serd a maior extensdo de um intervalo [z;_1, x;]. A partir
desta defini¢do, podemos obter:

Al’l = X1 — Xo
Al’g =Ty — I
Al’g = T3 — T2

ACL‘4 = T4 — T3

AL, = T, — Tn_1
Assim, os valores Az, Axy, Aws, Axy, - -+, Ax,, ndo precisam ser absolutamente iguais.
O méaximo desses valores serd entdo a amplitude de uma particao

Pa=zr,<ri<z9<23<---<2,=0b

o qual serd indicado por max Ax;. (GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 299]
No calculo da integral definida pela soma de Riemann serd usada a particdo de um intervalo,
podendo esse ser igualmente espacado ou nao. No caso dos exemplos a seguir, o intervalo foi

dividido em n intervalos igualmente espacgados.
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9.1 Partigao de um Intervalo

9.2 Soma de Riemann

A integral definida vista na subse¢do 8.4.1 do capitulo 8, tem como base o método do retan-
gulo, também conhecido como somas de Riemann. A soma definida por Riemann € o célculo
da 4rea de uma determinada regido, através da aproximacao pela soma das dreas de retangulos,
cuja drea € calculada pela férmula: Area(remngulo) = base X altura. Riemann utiliza do mesmo
processo no qual Pascal e Fermat utilizaram para determinar a drea de uma regido pela soma
das areas de retangulos, porém de forma bem mais avancada. (ANTON, 2000) [pag. 378-379]

Para determinar a drea entre uma curva obtida por uma funcdo f(z) e o eixo das abscissas
em um determinado intervalo [a, b], é necessdrio fazer a subdivisio do mesmo em pequenos
subintervalos podendo ser finito, nos quais serdo utilizados retangulos para completar a drea da
regido. Segundo ANTON (2000):

“Dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais e em cada subintervalo construir
um retingulo que se estende desde o eixo x até algum ponto sobre a curvay = f(x),
a qual estd acima do subintervalo.” (ANTON, 2000) [pag. 379]

A soma de Riemann € determinada pela seguinte férmula:
A=) Axf(e)
i=1

No qual Az representa o valor do comprimento da base dos retangulos, que pode ser obtida

através da expressao — a, a expressdo f(c;) € a variacdo da altura dos retangulos, podendo
também ser representadg por f(z;). (GUIDORIZZI, 2008a)

Este cédlculo da soma de Riemann pode ser calculado também com o auxilio do software
Winplot que pode ser baixado pelo link (http://math.exeter.edu/rparris/peanut/wppr32z.exe).
Observe na figura 9.3 abaixo que a fungio f(z) = 2? limitada pelo intervalo [0, 5] que foi

dividido em 10 subintervalos, ou seja, em 10 retangulos:
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9.2 Soma de Riemann

214

- =

integragdof- g 17T
161+
|y = x°2; -10 <= x <= 1j el
lv = 0 -10 <= x <= 10 ~| il
lirn inferior ’07 13+
lim superior '57 12 4+
sub-intervalos "ID— JJ 11+
™ ponto & esq: 10
™ ponta médico: 9T
W pontosdic 4812500 8r z
™ trapezoidal: T
[ parabolico: ?“
[~ aleatoria: °T
W visualizar cor ;1:
defiida | indefinida | fechar | 21
\ 1T
1 T

ra
a
e
L
o 4

7-1€-13-14-13-12-11-10-5 -8 -7 -6 -5 4 -3 2 -, L

Figura 9.3: Parti¢do do intervalo [0,5] em 10 subintervalos
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

O software Winplot calcula a aproximagdo da érea entre a curva da funcdo f(z) = 2% e
a fungdo y = 0 no intervalo [0, 5]. O valor da aproximagdo da drea no intervalo [0, 5] em 10
subintervalos para o ponto a direita € de 48.12500. (GIANERI, 2005)

Quanto maior for o nimero de retangulos mais proximo estard do valor exato da area da
regido. A fungio f(z) = x? no intervalo [0, 5] que foi dividido agora em 30 subintervalos, ou

seja, em 30 retangulos:
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r 5
integragio f - g 17+

v = x"2; -10 <= x <= 17|

|y=0; —10<=x<=10j

lir inferior ’07 134+

lim superior ’57 12+

sub-intervalos ’307 JJ -

™ ponto & esq: 10+

™ ponto médio: T

W pontosdi 4377315 8

™ trapezoidal T

™ parabalico: ?__

I~ aleatorio: °T

W wisualizar cor ;1:

definida | indefinida | fechar | 24

1 4
11 e }
-17-1€-15-14-13-12-11-10-9 -8 -7 6 -5 4 3 2 -4 1 2 3 4 5 6

Figura 9.4: Particdo do intervalo [0,5] em 30 subintervalos
Fonte: Figura elaborada pela autora (Software Winplot)

O valor da aproximag@o para a drea no intervalo [0, 5] em 30 subintervalos na figura 9.4 estd
mais préximo da drea da regido em comparacdo com 10 subintervalos. Para o ponto a direita
em 30 retangulos a aproximacao é de 43.77315. (GIANERI, 2005)

A soma de Riemann ficard melhor explicada com exemplos a partir da Integral de Riemann

na préxima secao.

9.3 Integral de Riemann

A primeira definicao de integral foi dada por Bernhard Riemann, através do limite da soma

desenvolvida por ele, ou seja,

Area = /bf(x)dx = lim i Ax f(x;)
a i=1

n—00 £

f(z) > 0, para todo z pertencente ao intervalo [a, b].

A expressao abaixo representa a soma das dreas de retangulos:

lim Zl Az f(z;)
Az: expressa o valor da base dos retdngulos. Supondo um intervalo que foi dividido em n
intervalos igualmente espagados.
f(z;): expressa o valor da altura dos retdngulos. (GUIDORIZZI, 2008a)

Com o passar dos anos a integral definida foi sendo aprimorada chegando ao método de
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resolugdo de integrais que conhecemos hoje em dia. Supondo uma fungio f(z) = z* continua

em um intervalo [0, 5]. Entdo calculamos a drea desta regifio da seguinte maneira:

/abf(:c)dx = /05 z?dx

(GUIDORIZZI, 2008a) [pdg. 306]

Pelo teorema fundamental do cdlculo fab f(z)dz = F(b) — F(a), podemos resolver estd
integral de maneira simples pela primitiva de f(z) = z? que ¢ a fun¢iio F(z) = 2% Temos
que:

1 3 5 0% 125 0 125 125

| o=l =Gl = PO - FO = 5 -3 = -3 = 0= 2

> 12
/ w?dr = —5
0 3
(GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 306]

Para verificar como Riemann calculou a integral através do limite das somas de Riemann,

Portanto:

vamos analisar e desenvolver a expressao passo a passo através do exemplo anterior. Por defi-

nicdo a soma de Riemann € dada pela expressao:

Z Azf(z;)

Generalizando esta expressao para que fique mais simples o entendimento temos:

n—00 4

lim i Axf(z;)
i=1

Primeiro vamos definir o tamanho do intervalo, através das bases dos retangulos, sendo a
quantidade de retangulos representada pela letra n, e ¢ sendo uma varidvel. (GUIDORIZZI,
2008a)

b—a 5-0 5

Az

n 5 n n .

¢ i

Logo z; = —, e afungdo f(z;) = 22 = (—)%

n n
Substituindo na expressao temos:

n

R o Bieb L B=25, 5 25, L 125,
dim ) Aaf(e) = lim D (V0 = lm 5D Tat =t g d # =l g )

A somatéria ), ¢* por defini¢do, segundo o nimero piramidal quadrado é dada pela se-
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9.3 Integral de Riemann

1)(2n + 1
cuinte expressio T )6( "+ 1) STEWART, 2009)

Assim,
L, nn+12n+1)

Substituindo,

125 " n(n+1)(2n+ 1)

125 (n*+n)(2n+1)

125(2n3 + n? + 2n? + n)

= lim
n—o0o 6n3

125(2n® + 3n? + n)

= lim
n—o00 6n3

250n3 + 375n* + 125n

= lim
n—o0o 6n3

250n3  375n2 N 125n

:nh—>nolo 6n3 + 6n3 6n3
. 250 375 125

= lim —+ —+ —

n— o0 6 6?7, 6”2

. 125
Como n tende a oo, as duas dltimas fracdes o + ot tenderdo a zero. (GUIDORIZZI,
n n

2008a)
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Logo,

! 250 n 375 n 125 250 040 250
im — 4+ —+ — = — =—,
n—oo 6 6n  6n? 6 6

Entao:

L 125
Ji D af () = =5

No inicio desta secao foi escrita a seguinte igualdade:

n—00 <

b n
Area = / f(z)dx = lim ZAZ‘f(L)

pela fun¢do f(z) = x? no intervalo continuo [0, 5], substituindo os dados adquiridos obtém-se:

5 n .
‘ d1.,5 125
drca = [ wtar = i =T

No calculo da soma de Riemann o resultado obtido foi:

L 125
Ji > Aef(an) = =5

Portanto, pode-se concluir que a igualdade abaixo é verdadeira,

b n
Area = /a f(z)dx = nh_gloz_l: Axf(x;).
(GUIDORIZZI, 2008a) [pag. 299-305]
Riemann, com o seu método da soma da drea de retangulos, transformou o célculo de areas
pela integral definida. O processo da soma da drea de retangulos para estabelecer a drea de uma
regido, também usufruido por Blaise Pascal e Pierre de Fermat, tornou-se mais compreensivel

pela soma de Riemann.
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Consideracoes Finais

Em virtude dos fatos histdricos e das contribui¢cdes que ocorreram desde a antiguidade até os
dias atuais, € de extrema importancia para o entendimento do célculo de areas, o conhecimento
de alguns mateméticos importantes que fizeram parte deste processo.

Com o método da exaustdo de Eudoxo, Arquimedes, através da drea de um triangulo, con-
seguiu determinar a drea de um segmento parabdlico por meio da quadratura da pardbola. J4
Cavalieri, com o principio de Cavalieri, revolucionou a matemética com o método para deter-
minar dreas e também volumes. Com base nas ideias de Cavalieri, Pascal e Fermat conseguiram
desenvolver maneiras mais préticas, porém trabalhosas para encontrar dreas de regides obtidas

¥ em um determinado intervalo por meio da area de retangulos, contribuindo

pela funcdoy = x
com isso para a futura invencao do célculo diferencial e integral.

Utilizando essas descobertas, Newton e Leibniz puderam formalizar, de maneira mais rigida
o cdlculo diferencial e integral, principalmente o cdlculo integral, que tornou mais simples o
calculo da drea de muitas figuras planas, no qual Riemann sem divida arrematou com eficicia,
padronizando o conceito da integral definida.

Com isso, temos o completo e espléndido célculo diferencial e integral, que utilizamos
(entre outros) para determinar a area de regides planas. Sendo assim, ndao sé Newton, Leibniz
e Riemann foram essenciais nesse processo de criagdo do cdlculo diferencial e integral, mas
também Arquimedes, Cavalieri, Pascal e Fermat, cuja as contribui¢des por meio da geometria,

foram indispensdveis e ajudaram a revolucionar o cdlculo de areas.
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