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Capitulo 1

Introducao

1.1 Porque Estudar Calculo

No que segue apresentamos um exemplo que pretende demosntrar que a matematica desen-
volvida até o final do ensino médio é insuficiente para atacar alguns problemas importantes
com 0s quais nos deparamos.

Comecamos recordando um problema elementar de fisica do ensino médio.

Exemplo 1.1. (Lan¢amento Obliquo de um Projétil). Imagine que, em uma batalha, saibamos
que os projéteis langados pelos nossos canhoes tenham velocidade Vo ao sair do canhdo e que
0 1nimigo situa-se a uma distancia d de nossos canhoes. Qual € o angulo de disparo para que
o alvo seja atingido? Qual é o alcance mdximo de nossos canhoes? Qual € a altura mdxima

que o projétil alcancard?
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Figura 1.1: Lancamento Obliquo de um Projétil

Solugao: Em primeiro lugar, para resolver este problema, é preciso encontrar um modelo



matematico para o lancamento obliquo de um projétil. Para encontrar este modelo fazemos
algumas suposicoes:

Suponhamos que
e a resisténcia do ar é desprezivel,
e a aceleracao da gravidade é constante,
e o angulo de langamento ¢ 0 € (0, 7),
e a altura do canhao relativamente ao solo é desprezivel e que

e a altitude seja constante no campo da batalha.

Seja m a massa do projétil. A velocidade inicial V; do projétil pode ser decomposta em

velocidade vertical e velocidade horizontal iniciais, isto é

VY = Vysend,
V9 =V, cosb.

Se g denota a aceleracao da gravidade, a velocidade vertical depende do tempo através

da relacao
V,(t) = Vpsend — gt (1.1)

enquanto que a velocidade horizontal é constante ao longo do tempo. O projétil atingirad a

altura maxima no instante t); tal que V,(Ty) = 0, ou seja,
Vi
ty = —senf. (1.2)
g

“Como obter a altura do projétil como funcao do tempo?”

Note que o grafico da velocidade vertical como fun¢ao do tempo é
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Sejat > 0,0 =ty <t; <ty <---t, =t umasubdivisao do intervalo [0,t] e At; = t;—t;_;.
Como em cada intervalo [t;_1,t;] a velocidade é aproximadamente igual a V,(¢;_;) temos que

neste intervalo o deslocamento vertical é aproximadamente igual a
Ay = y(t;) —y(tio1) ~ Vo (tio1) At

e o deslocamento vertical correspondente ao intervalo de tempo [0, t] é aproximadamente igual

a

y= Ay~ Vilti)Ati~ A
1=1 i=1

onde por ~ queremos espressar o fato que a medida que o comprimento dos intervalos [t;, t;_1]
se aproxima de zero, y se aproxima mais e mais da area A sob o gréifico da velocidade no

intervalo [0, ¢]. Como
L o
A = Vysenbt — égt
segue que
L
y(t) = Vysendt — igt (1.3)

¢ o deslocamente vertical do projétil (altura do projétil depois de decorridos ¢ unidades de
tempo).

O deslocamenteo horizontal ocorre com velocidade constante Vj, = V; cos . Logo
z(t) = Vy cos bt. (1.4)
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De posse do modelo matematico para os deslocamentos horizontal e vertical estamos

preparados para resolver o problema proposto:

v
e O projétil alcancara altura maxima em t = t); = “Jsend. Logo
g

1
ym = y(ty) = Vosenbty — §g(tM)2
1% 1 V2
= Vpsenf—send — §g—gsen29

e, portanto,

2
e O projétil atinge o seu alvo quando y(t,) = 0. Logo t, = —Vgsenf o que implica
g

‘/02
To = x(ty) = 2——senf cos
9
e, portanto,
2

To = V—Osen29. (1.6)
g

s
e O alcance do projétil é maximo quando 6 = 1

“O que voce observa na matematica contida neste exemplo?”

1. O procedimento para obtencao do deslocamento vertical é bastante convincente mas
requer uma melhor justificativa. O processo de fazer At; pequeno (tender a zero) exige

uma melhor formulagao que é dada pela nocao de limite.

2. Se a velocidade depende do tempo de uma forma mais complicada, podemos nao ser

capazes de encontra a area A sob o grafico, de forma tao simples. Por exemplo, o projétil

Vi(s) == -

A = deslocamento

=
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pode ser impulsionado durante o percurso (como ocorre no langamento de foguetes).
Deparamos entao com o problema de calcular a area sob o grafico de uma fungao cuja

resposta requer a introducao do conceito de integral.

3. Quando a massa do projétil depende do tempo, a segunda lei de Newton precisa de uma
outra formulacao para sermos mais capazes de equacionar o movimento e, mesmo a velo-
cidade instantanea para ser obtida como funcao do deslocamento, precisa da introducao

do conceito de derivada.

1.2 Como Aprender Calculo

Nao ha uma receita de como aprender cédlculo mas algumas dicas podem auxiliar o estudante:

e Nao é possivel ler e entender calculo como se 1é e entende um romance ou um jornal.

e Leia o texto atentamente e pacientemente procurando entender profundamente os con-

ceitos e resultados apresentados. A velocidade de leitura nao é importante aqui.

e Acompanhe os exemplos passo a passo procurando desvendar o porque de cada passagem

e tentando enxergar porque o autor adotou esta solugao. Tente solucoes alternativas

e Pratique os conceitos aprendidos fazendo as tarefas (listas de exercicios). Nao se aprende

calculo contemplativamente. E importante fazer muitos exercicios.

e Também nao se aprende célculo apenas assistindo as aulas ou somente fazendo exercicios.

E preciso assistir as aulas, estudar e refletir sobre os conceitos e fazer muitos exercicios.
e Procure discutir os conceitos desenvolvidos em sala de aula com os colegas.

e E muito importante frequentar (quando possivel) as monitorias ainda que seja somente

para inteirar-se das duvidas dos colegas.

e Nao desista de um exercicio se a sua solugao nao é 6bvia, insista e descubra o prazer de

desvendar os pequenos mistérios do calculo.
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Capitulo 2

Conceitos Preliminares - (NESTE
CAPITULO NOS BASEAMOS A
MAIOR PARTE NO LIVRO
PRE-CALCULO DE DEMANA.,
WAITS, FOLEY E KENNEDY)

O objetivo deste capitulo é o de fornecer ao leitor o conhecimento necessario sobre operagoes
no conjunto dos numeros reais, visto que o mesmo ¢é fundamental para o estudo do capitulo
seguinte. Veremos nos trés exemplos a seguir que a falta de cuidado com operagoes basicas

da matematica pode levar alguns problemas a solucoes erradas.

Exemplo 2.1. Procure o erro no sequinte argumento.
0=0=2-2=3-3=2(1-1)=3(1-1)=2=3

Exemplo 2.2. Qual o erro no sequinte argumento? Sejam x ey numeros reais tais que T = y.

Entao

v=ry=a’-yt=ry—yt = (@ty) (@-y) =y (e-y) S rty=y=>2=y=2=1



Exemplo 2.3. Encontre o erro na sequinte proposicao.

T +2 =
3x—12>5(x+2)

3r—1>5x+10
—1—-10 > bx — 3z
—11 > 2z

2.1 Conceitos Elementares de Matematica

Conjunto dos Numeros Naturais: é o conjunto, representado por N, formado pelos

nimeros 1,2,3,4,5,6,--.

N={1,23,4,---}

Conjunto dos Numeros Inteiros: ¢é o conjunto, representado por Z, formado pelos ntimeros

0,41,42, 43,44, 45,46, --.

Z:{ 7_37_27_1707172737"'}

2.1.1 Potenciacgao

Sejam a um numero real, uma variavel ou uma expressao algébrica, e n um ntimero inteiro

positivo. Entao

av=ga-a---q

—
n fatores
Exemplo 2.4.
a)22=2-2-2
b) (=2)° =(=2)-(-2)- (-2)
c)r*=x-zx



Propriedades

Sejam u e v numeros reais, variaveis ou expressoes algébricas e m e m numeros inteiros.

Suponha u # 0 e v # 0.

1. ™. ym =ymtn

9. L ymn
un
3.u =1
1
4, v "= —
un

\]
—
SRS
~—

3

I
SHIEN
3%

Exemplo 2.5.

b) ﬁ = $9_4
c) 8 =1

1
d) y=* = E

e) (27)° = (3-9)°=3°-9°=3°.(3%)°> =3°.32°
2.1.2 Radiciacao
Sejam n um numero inteiro positivo maior do que 1 e a e b nimeros reais.

1. Se b"™ = a, entdo b é uma raiz n-ézima de a é denotada pela expressiao com o radical /a.

Exemplo 2.6.

V25, V8, /(x4 2)2, etc

Propriedade 2.1. Sejam u e v nimeros reais, varidveis ou expressoes algébricas e m e n
numeros inteiros positivos maiores que 1. Suponha que todas as raizes sejam numeros reais e

que todos os denominadores sejam diferentes de zero. Entdo

i) Yo = a5



iv) (/)" =

V) = lu|, se n par

u, se n impar

Exemplo 2.7.
a) V5 =v25-3=5-V3
b)%:@:mzz

¢) VVT= N/T=17

d) V5i=5

e) V272 =V27-271=V27-V27=3-3=9
£) V(=67 =]-6/=6

g) V/(-6)° =6

2.1.3 Poténcia com Expoente Fracionario

Seja v um numero real, varidvel ou expressao algébrica e n um inteiro maior que 1. Entao

" = {u.

I

m
n

= (wh)" = ()" = A

Consequentemente, u

Exemplo 2.8.

b) w3ys = (a?)5ys = (22y)5 = Yo%y
¢) 3xv/a? = 3z - x5 = 30143 = 343
1 1
d) ng =—=—
z2 23

Exercicios 2.1.



Nos exercicios | a 6, encontre as rafzes reais indi-
cadas.

1. Raiz quadrada de 81.
2. Raiz quarta de 81.

3. Raiz ciibica de 64.

4. Raiz quinta de 243.

5. Raiz quadrada de 16/9.
6. Raiz cdbica de —27/8.

Nos exercicios 7 a 12, calcule a expressdo sem usar
uma calculadora.

7. V144 8. V-16
9. V-216 10. V216

64 64

11. - =

v 27 12- s
Nos exercicios 13 a 22, use uma calculadora para

encontrar o valor da expressio.
13. V256 14. V3125

15. V15,625 16. V12,25
17. 8132 18. 1674
19.32°%5 20. 27743
1 -1/3 125 —1/3
21. | —— |-
B

Nos exercicios 23 a 32, simplifique removendo fatore:
do radicando.

23. V2838 24. V500

25, V=250 26. V192

27. V254 28. V-27x}6
29. V/3x8y6 30. V/8xOy*
31. V9610 32. V10849

Nos exercicios 33 a 38, racionalize o denominador.

4 I

33. \3/5 34. ?5
1 2

35- ‘\3/{"-_2 36| ,\c/;

3-17_2 5(1_3
37. fy 38. =

Nos exercicios 39 a 42, converta para a forma expo-
nencial (forma de poténcia).

39. Via + 2b)? 40. Vx2y?
a1.2xV/x%y 42, xyVixy

Nos exercicios 43 a 46, converta para a forma radical.
43. g p\H aq. x¥3y1/3

45, x5/ 46, (xy)~¥*

Nos exercicios 47 a 52, escreva usando um radical

simples.

a7. VV2x a8. V32
50. V'\Vab

52. VaVa’

Nos exercicios 53 a 60, simplifique as expressdes
exponenciais.

35, 1/3
aa;:z 54, (x2y*)!”2
1/2\6
55. (a%3BY4)(34!/3%74)  B6. (*_;N_B)
57 (_Sxﬁ)zﬁ 58, (pzq4}|fz
y—3- (27q3p6}l,-f3
(x%8) 3 25123523
59. (x6y2)-172 y2i3 |\ Yl

Nos exercicios 61 a 70, simplifique as expressoes
radicais.

61. Vox 6y 62. V16y8z72
4f3x8y2 s/ 4xby
63. 812 "y 9x?

2 2 —_—
65. L. -‘/2}% 66. V9ab® - V27a%"!
}F

67.3V48 - 2V108 68.2V175 —4Vv28

69. V' — Vaxy?  70. Vi8xZy + V2)°

Nos exercicios 71 a 78, substitua O por <<, = ou >
para tornar a expressio verdadeira.

71.V2+60V2 +V6
72. V4 + V9O V4E+9
73.(373)7 1203

75. V(=20 0 -2

77. 223 0 33.-"4

74. (2°)3 02
76. V(-2P3 0 -2

78. 47230373

79. Otempo f (em segundos) que uma pedra leva para
cair de uma distincia d (em metros) é aproxi-
madamente ¢ = 0,45+ V' d. Quanto tempo uma
pedra leva para cair de uma distincia de 200
metros?

11



17. 729
RESPOSTAS
18. 32

1
19. 2 ou 0,25

20. é ou 0,012345679

21.-2

22. ——ou—OS

23. V288 = V1272 = V122 V2 = 12V2
24.V/500 = V5 -4 = V5. Va=5V4

25.V/250 = V(- 572,
= V(-5y-V2=-5V2
26. VA92 = V212 = N4 VA2 = 2VA2
27. V2r'y' = Vi) - 2x =
= VY Var = jy Vax -

28. V-27x")° =

f/( - 3xy%) = —=3x°

29, VA5 = Va%y)' 3y =

= V) By = VA = Py VEy
30. V8x%* = V(2 -y

= V(2cy) - Vy = 27 Vy

1. V96x™ = V(217 -3 = V(22 - V3

- 2x2V/3

32. V108 = Vi(exryy 3y
- VET V3 = 6V

a

33.;1-% 4Va  4va .
V2 V4 VB 2
L V5 _ V5 V5
Vs Vs 25 5
25, L Vi ViV
*f@? Vx> x

12

2 Wo2W 2w
35.V°4_3= i
v Wy y )

37\3/5_ Vil Yy Y VR
Ny N4 W N ¥y
3850——\5/; W_‘{'/&sb"‘_ a'b’
N NN b

39, [(a + 25)*1'3 = (g + 2b)?
m._(XZ},3)IIS — (IZ)IIS(yS)IJS — 1215}_3!5

41. zx(xzy)lﬂ —_ 2.‘1:(,1’2)”3}'”3 = 2x‘-l.f3xi’f3y1r3 - szByl.ﬂ

42, mxv:l)i-“t = I)’I]H(}’s]]“ — xd.-‘-ly-ﬂd Ifci 34

— x‘nm) 4

43. aMp' = @ Vb = Vb
44, 2By18 = N2 Ny = Vidy

I 1
513 _ N3/ 5
45, x7° = vx = v
46. (xy) 3 = atx_Sy_3 == !
ey

47.VV2x = [(2x)'2]2 = (20 = Vax

48. V32 = [(30)P)V2 = (316 = V/3x2

49. WAy = () = () = Yy
50. V/\/ab = [(ab)'?]" = (ab"® = VVab

‘{."'az a*’ R 15
L= = =t == Va
a a
52, VaV@ = alPg?3 = gV2+23 = g6
- =

53. aJ-fjaIBa-NE — 63"5"' 14332 = a—l'ﬂ}ﬂ _

1

T/
ﬂl (30

54. VY = VoY = ) = iy

55, (35;3 b3i4)(3alf3 bSM) =3.4 5#3a1#3 . b3a’4 b5 =

3.a6.-‘3.b&'4=3a2b2 (b=0)
s6 (xlﬂ) (xlﬁ)é xti,n“z .t’3 { 0)
. = =—(x=
yz_xs (yzfa) ylz,f:s }'4



o6
ST (0 = (B = (-9

= [(_8)2]”31.]2!3 y@a = f4li3 x4V2 =4x4y2

®*qH'"” VPt VpdY b
(276" 27495 V(Bgpd®  3ar’
_be_a
3qp* 3P|
R (xoyé)—ua _ (xsyz)uz ) N fxsyz _ |-1'3}’|
G o I ) I e 4
LMo
plox oy
2,12 3x—2,!3" 61223 Gy L6 6
60. vm },1,.*2 = },2;3+lf2 = y?;'b = xusy?,f(.

3 2
61. Vox™%" = 3x ) =3y Y = ¥_j;I
X

4

4
62. V16y*z 7 = y'z 7| = 4y | = .|i’|

4 ' 4
8x? :

2
Ve
2
64 s/4x%y _ \5/27*41’6}' _ s{108x% _ ﬂ
93 27+9x° 353 3
65, 3[4 of2r _ sfaryad) _ ofs 2V
vV A0 v y
_ 2_\:\7;
¥

-

66. V/9ab® - \/27a%b " = V/(9ab*)(27a°b"")
= V24320 = 3bVd®

67.3V4.3 - 2V62-3=3-4V3 - 2-6V3
= 12V3 - 12V3 =0

68.2V52.7 — aV2? 7 = 2-5V7 — 4-2V/7
=10V7 - 8V7 = 2V7

69. Vix = V@yyx= WV — 2y Vix

= (jx — 2LV|)\/; = (x - ZLv|)\/; (como a raiz
quadrada € indefinida quando x << ().

70. V(3x)*-2y + Vy* -2y
= 3pV2y + b Vay =

(3x] + |y|)\/2_ = (3x| + y}\/Z’_y (como a raiz
quadrada € indefinida quando y << 0).
TL.V2+6 < V2 + V6(2,828..<3,863...)

72. V4 + V9 > Va4 + 9(5>3,605...)
73. (3% 2=3

74238 <2 G < 2)

75.V(—2) > 222 > -2)

76. /(- 2y = -2

77,222 < 334 (1,587... < 2,279...)

78. 47273 < 3% (0,396... < 0,438...)

79.t = 0,45V/200 = 4.5V2 ~ 6,36 5

RESPOSTAS
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2.1.4 Polinémios e Fatoracao
Um polinémio em x é qualquer expressao que pode ser escrita na forma
AT + Ay 1" a4 arz + ag (2.1)

onde n é um inteiro nao negativo (n > 0) e a, # 0. Os ndmeros a,, G,_1,ap_2, - ,a1, Ay SAO
numeros reais chamados coeficientes. O grau do polindmio é n e o coeficiente principal é o
nimero real a,. A expressao dada em P representa a forma padrao de um polinomio de
grau n.

Para adicionar ou subtrair polinomios, nés adicionamos ou subtraimos termos semelhantes.
Termos semelhantes sao aqueles que tem a mesma varidvel, cada uma elevada a mesma

potencia.
Exemplo 2.9. Adicao e Subtracao de Polinomios

a) (22% — 32 + 4z — 1) + (23 + 222 — 5x + 3) = (22° + 23) + (=322 + 22%) + (4 — 5x) + (=1 + 3)
b) (422 +32 —4) — (22 + 22 — 20 — 1) = =223 + (42® — 2®) + Bx + 22) + (-4 + 1)

Para expandir o produto de dois polin6omios, utilizamos a propriedade distributiva.

Exemplo 2.10. (3z + 2)(4x — 5) =

Exercicios 2.2.

Propriedade 2.2. Produtos Notdveis: Sejam u e v numeros reais, varidveis ou expressoes
algébricas.

i) (u+v)(u—2v)=u*—0*

i) (u+v)? =u?+ 2uv +v*

iii) (u—v)* = u? — 2uv + v?

iv) (u+v)® =u® + 3uv + 3uv? + o3

v) (u—v)? =u® - 3uPv + 3uv? —v?

14



Nos exercicios 1 a 4, escreva o polindmio na forma-
padrdo e verifique seu grau.

1.2x — 1 + 3x? 2.7 —2x —2x 4+ 1
3.1 —-x 4, x?—x*+x-3

Nos exercicios 5 a 8, verifique se a expressio € um

polinémio.
5. x3 — 2x2 + x~! 6. X4
x
7. (x2+x+ 1) 8.1—3x+x*

Nos exercicios 9 a 18, simplifique a expressdo.
Escreva sua resposta na forma-padrio.

9. (x2=3x+ 7+ (3xT+ 5.r;3)
10. (=3x2 = 5) — (x2 + Tx + 12)
11. (4x3 — x2 4+ 3x) — (x* + 12x = 3)
12. —(y> + 2y — 3) + (5v2 + 3v + 4)
13. 2x(x? — x + 3) 14, v*(2y* + 3y — 4)
15. f3u(4u - 1) 16. —4v(2 — 3vY)
17. (2 — x = 3x)(5x) 18. (1 — x> + x*)(2x)

Exemplo 2.11. Faca a expansao dos produtos:

a) (3x+ 8)(3z —8) =
b) (2z — 3y)° =
) (5y— 17 =
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Exercicios
1. 3x? + 2x -1; grau 2.
2. 26 42— 2x + 1; grau 3. RESPOSTAS
3. —x" +1; grau 7.
4, —x* + x* + x — 3; grau 4,

5. Ndo, ndo pode haver um expoente negativo
como x” '

6. Nio, nio pode haver uma varidvel no denomi-
nador.

7. Sim.
8. Sim.

9.2 =3x+7)+ (37 + 5x -3 = (7 + 3% + (3r +
5x)+(71-3)=4x" + 2x + 4

10, (<322 = 5) + (=2 = Tx = 12) = (=32 — x}) —Tx +
(-5 -12)=-dx? = Tx - 17

1L (45" =22 430 + (=" — 12x + 3) = (42" - %) — a2 +
(Bx—12x)+3=3x"—2"—9x + 3

12.(-72 -2y + )+ 5V + 3y +4) = (v + 599 +
(2y+3M+ B+ =dy*+y+7

13. 2x(x?) — 2x(x) + 2x(3) = 2> 222 + 6x

14. y2(2y%) + y*(3y) — yH(4) = 2y + 3y} - 4y?

15. (=3u)(du) + (-3u)-1) = —12u> + 3u

16. (—4v)(2) + (=4v)(=3v%) = —8v + 120" = 12v* _8v

17. 2(5x) - x(5x) — 3x%(5x) = 10x - 5x* = 15x%° =
—15x* — 52 + 10x

18. 1(2x) — x(2x) + 24 (2x) = 2x — 2% + 229 = 245 =
20 + 2x

2.1.5 Fatoracao de Polindomios Usando Produtos Notaveis

Quando escrevemos um polinémio como produto de dois ou mais polinémios, estamos fato-
rando um polinémio. Um polindomio que nao pode ser fatorado é chamado de irredutivel.
Um polinémio esta fatorado completamente se estiver escrito como produto de fatores irre-

dutiveis.
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Exemplo 2.12.
251 — 16 = (5x — 4)(5x + 4)

O polinoémio z3 — 9z = x(x? — 9) nio estd fatorado completamente porque 2> — 9 nao é
irredutivel. De fato,

2 —9=(z—3)(z+3).

Logo
2? — 9z = x(x — 3)(x + 3)

esta fatorado completamente.
Exemplo 2.13. Colocacao dos fatores comuns em evidéncia,

a) 223 + 222 — 6x =

b) v+ uv® =

Exemplo 2.14. Fatora¢ao da difereca de dois quadrados:

a) 25x? — 36 =
b) 42® — (y +3)* =

Exemplo 2.15. Fatoragao de trinomios quadrados perfeito:

a) 9z° + 6r+ 1=
b) 42® — 12zy + 9y? =
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Exemplo 2.16. Fatoracao da soma e diferenca de dois cubos

i) v?+0° = (u+v)(u? — uv + v?)

i) v? — v = (u—0v)(u? + uv + v?)

Exemplo 2.17. Podemos fatorar um trinomio utilizando a identidade
az® +bx +c = a(zr — x1)(x — 3)

desde que x1 e xo sejam solucoes da equacao ax® + bx + ¢ = 0.

Exemplo 2.18. Fatorar os trinomios

a) x?+ 5z — 14

b) 352% —x — 12

c) 322 — Try + 29>
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2.1.6 Fatoracao por Agrupamento

Note que
ac+ ad 4+ bc+bd = (a+ b)c+ (a + b)d = (a + b)(c + d).

Exemplo 2.19. Fatore por agrupamento:
i) 32° +2? —6r — 2 =
ii) 2ac — 2ad + bc — bd =

Exercicios 2.3.

19



Nos exercicios <41 a 44, fatore colocando o fator
comum em evidéncia.

41. 5x — 15 42.5x% — 20x

43.vz3 — 3yz? + 2yz 44.2x(x + 3) — Slx + 3)
Nos exercicios 45 a 48, fatore as diferencas de dois
quadrados.

45, ;> — 49 46.9y> — 16

47. 64 — 25y° 48.16 — (x + 2)°

Nos exercicios 49 a 52, fatore o trindmio quadrado
perfeito.

49. vy’ + By + 16 50.36y> + 12y + 1
B1.4z7 — 4z + 1 52.9:% — 24z + 16

Nos exercicios 53 a 58, fatore a soma ou a diferencga
de dois cubos.

53. % — 8 54.2% + 64
55. 27y} — 8 56.647% + 27
57.1 — x* 58.27 — y°

Nos exercicios 59 a 68, fatore o trindmio.

59, x> + 9x + 14 60.y> — 11y + 30
61.z° — 5z — 24 62.6¢% + 5r + 1

63. 14u> — 33u—5 64.10v2 + 23v + 12
65. 127 + 1lx— 15 66.2x% — 3xy +y°

67. 6x2 + 11xy — 10y? 68.15x% + 29xy — 14y°

Nos exercicios 69 a 74, fatore por agrupamento.
69. x? — 4x? + 5x — 20

70.2x% = 3x? +2x -3

71,59 — 3x*t + 2% =3

72, x5 + 2x* 4+ 17 + 2

73. 2ac + bad — be — 3bd

74. 3uw + 12uz — 2vw — 8vz
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41. 5(x - 3)

42. 3xta? - 4) RESPOSTAS
43 yz(z2* — 32 + 2)

44, (x + 3)2x -5)

45.2-T=E+Ne-N

46. (3y)? =47 = (3y + H(3y - 4)

47,8 — (50 = (8 + 5y)(8 - 5)

48,47 (x4 2P = [4+ (x + D[4~ (x +2)] = (6 + )
2-x

49. 37 + 200)(4) + 42 = (y + 4)?

50. (6y)* + 2(6y)(1) + 17 = (by + 1)
51. (227 - 220(1) + 12 = (22 - 1)?
52. (37)* - 2(32)(4) + 4% = (37— 4)?

53,0 - 2P = (v - DI + (N2 + 2 =y -0 +
2v+4)

54,5 + 43 = (z+ 42 - @) + 47 = (2 + D -
4z + 16)

55, (30 — 23 = 3y - D3y + (3y)2) + ] =3y -
2)(9y2 +6y +4)

56. (42)F + 3% = (dz + D[(42)’ - (42)(3) + 3] = {4z +
31622 - 12z +9)

5713 - =(1 —1)[lz+(l){x)+xzj=[l—,\')(] +x+
)= (1 =) +x+57)

58. 3 - =@ -+ +P1=G -0+ Iy +
=3 -0 +3+y)

59.(x+2)x+T)
60. (v —5)y—16) .

s,
61. (z-8)z+3)
62. (2r+ )(3r+ 1)
63, Qu—5)(Tu+1)
64, (2v + 3)(5v +4)
65. (3x + 5)(4x - 3) -

66. (x —)(2x - y)
67. (2x + 5v)(3x — 2y)
68. 3+ 7y)(5x - 2y)

69. (x* — 4x%y + (5x — 20) =xix-4) +5(x-4)=
(x-4)x? + 5)

70. (25 - 3 + (2x -3 =22 -+ {2k -3) =
(2x =32+ 1)

L -3+ (E - =P -+ 1P -3 =
-3+ 1)

72, (5 + 2N + (242 =P + D+ 1+ 2) =
2+ 20+ D

73. (2ac + 6ad) — (be+ 3bd) = 2a(c + 3d) = blc +
3d) = (c + 3d)2a - b)

74, uw + 12uz) — (2vw + Bvz) = Ju(w + 122) -
2uiw + 42) = (w2 3u - 2v)
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Capitulo 3

Os Nuimeros Reais (ESTE CAPITULO
E BASEADO NO CAPITULO 1 DO
LIVRO CALCULO A DE DIVA
FLEMMING)

Retorno das Atividades Remotas - Aula 1 - 15
de Junho

Parte 1

3.1 Conjuntos Numéricos

Conjunto dos numeros naturais. E o conjunto, representado por IV, formado pelos

nimeros 1,2, 3, ....
N ={1,2,3,4,...}

Conjunto dos nimeros inteiros. E o conjunto, representado por
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Z={.,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}
Subconjuntos de Z:
a) Conjunto dos inteiros nao negativos Z, = {0,1,2,3,4,...} = IN.
b) Conjunto dos inteiros nao positivos Z_ = {..., —4, -3, -2, —1,0}.
¢) Conjunto dos inteiros nao nulos Z* = {...,—4,-3,-2,—1,1,2,3,4,...}.

Conjunto dos miumeros racionais. E o conjunto, representado por Q, formado

a

pelos nimeros da forma ,

sendo a e b inteiros e b # 0.

Q= {%ya,bel,b#o}

Conjunto dos nimeros irractonais.Existem ntimeros que nao podem ser represen-

tados na forma £

2 a,b € Z eb # 0, como por exemplo 2 = 1,414---, 7 = 3,14159 - - -,

e =2,71---. Esses nimeros fazem parte do conjunto dos nimeros irracionais que denotare-
! ~ .
mos por Q@ ou R/Q (notagdo de conjuntos).
Conjunto dos numeros reais. Da uniao do conjunto dos niimeros racionais com o

conjunto dos nimeros irracionais resulta o cponjunto dos nimeors reais, que denotamos por

R=QuUQ

Propriedades: Em R sao definidas duas operacoes fundamentais, a adi¢ao e a multi-

plicacao, que Va, b, c € IR, apresentam as seguintes propriedades:
A1l. Associativa da adigdo: (a +b) +c=a+ (b+c).

A2. Comutativa da adicao: a +b=">+ a.

A3. Elemento neutro da adi¢ao: a + 0 = a.

A4. Oposto (ou simétrico): Todo a € R tem um tnico oposto, denotado por —a, tal que

a+ (—a)=0.
M1. Associativa da multiplicagao: (ab)c = a(bc).
M2. Comutativa da multiplicagao: ab = ba.

M3. Elemento neutro da multiplicacao: a.1 = a.
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M4. Elemento inverso: Todo a € R, a # 0 tem um tnico inverso, denotado por é, tal que

1
a-—=1.
a

D. Distributiva da multiplicagao em relac¢ao a adi¢ao: a(b+ ¢) = ab + ac.

Definicao 3.1. Subtracao. Se a,b € R, a diferenca entre a e b, denotada por a — b, é
definida por a —b = a + (=b).

a
—=aqa-

1
Definicao 3.2. Divisao. Se a,b € R e b +# 0, o quociente de a e b é definido por 2 7

3.2 Desigualdades

Axioma 3.1. No conjunto dos niumeros reais existe um subconjunto denominado de niumeros

positivos, tal que:

i) sea € R, entao a =0, ou a € positivo, ou —a € positivo;

ii) a soma de dois nimeros positivos € positiva;

iii ) o produto de dois nimeros positivos € posito.

Definicao 3.3. O numero real a € negativo se, e somente se, —a € positivo.
Definicao 3.4. Os simbolos < (menor que) e > (maior que) sdo definidos:
i) a <b < b—a é positivo;

ii) a > b < a—0b é positivo.

Definicao 3.5. Os simbolos < (menor ou igual que) e > (maior ou igual que) sao definidos:
i)a<bsa<boua=hb;

iil) a>b<ea>boua=0.

Expressoes que envolvem os simbolos definidos acima sao chamadas de DESIGUALDA-

DES.
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Parte 2
Propriedade 3.1. Sejam a,b,c,d € R

i) Sea>0beb>c, entioa> c.

ii) Sea>bec>0, entio ac > be.

iii) Sea >bec <0, entio ac < be.

iv) Sea > b, entao a+ c > b+ ¢ para todo nimero real c.
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v) Sea>bec>d, entioa+c>b+d.

vi) Sea>b>0ec>d>0, entdo ac > bd.

3.3 Valor Absoluto (Mdédulo)

Seja x um nimero real. Definimos o mddulo (valor absoluto) de x por:

x, se x>0
2| =
—x, se <0

Exemplo 3.1. |5| =5, |—3|=—(-3)=3
Exemplo 3.2. Mostre que para todo nimero real x,
2

|z|? = 2%

Solucao:
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Observagao 3.1. Lembrando que +/a indica a raiz quadrada positiva de a (a > 0), entao

usando o exemplo anterior seque que
Vx| =va? = |z| = Va2

Exemplo 3.3. Suponha a > 0. Resolva a equagao |z| = a.

Solucao:

Exemplo 3.4. Resolva a equagao |2z + 1| = 3.

Solucao:
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Aula 2 - 19 de Junho

Propriedade 3.2.

i) |z| <a<e —a <z <a, ondea> 0.

ii) |z] >a < > a ouzr < —a, onde a > 0.

iii) Se a,b € R, entao |a - b| = |a| - |b].

iv) Sea,be R eb#0, entao ‘%):%.
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v) (Desigualdade Triangular)
Se a,b € R, entdo |a+b| < |a| + |b].

vi) Sea,b € R, entio |a —b| < |a| + |b].

vii) Se a,b € R, entao |a| — |b] < |a — 0|
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3.4 Intervalos

Intervalos sao conjuntos infinitos de niimeros reais, como segue:
e Intervalo Aberto: {z € Rla <z < b} = (a,b) =|a,b].
e Intervalo Fechado: {z € Rla <z < b} = [a,b].
e Intervalo Fechado a Direita e Aberto a esquerda: {x € Rl|a < 2 < b} = (a, b] =]a, b].
e Intervalo Aberto a Direita e Fechado a esquerda: {z € Rla <z < b} = [a,b) = [a, b].
e Intervalos Infinitos:

i) (a,+00) = {z|x > a}
ii) [a,+o0) = {z]x > a}
iii) (—o0,b) = {z|z < b}

iv) (—o00,b] = {z]|z < b}

Exemplo 3.5.
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Aula 3 - 22 de Junho

Exemplo 3.6. 1. Determine a solucao das desigualdades:

i) 3+7x <849

ii) 7<bhr+3<9

iii) xLﬁ—? < 5 tal que x # —7
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iv) (x+5)(z—3)>0

2. Resolva as equagoes:

i) [pr—3| =7

i) |72 — 1| = [22 + 5|

i) (92 47| = =7
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3. Resolva:

i) |72 —2| <4

7 —2x
4+

ii) ‘

< 2 tal que x # —4.

3.5 Exercicios

1. Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfazem as desigualdades abaixo.

Fazer a representacao grafica.

a) 3—xr <5+ 3x
b) 2> -3-3z< 7

c) 2 =3x+2>0
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<4

d
) Tz —3

2. Resolva as equacoes em IR.
a) |—4+12x| =7

b) |2z — 3| = |7z — 5|

3. Resolva as inequacoes em IR.

a) |5—6z] >9
7T —2x 1
< Z

543z 2

34



Capitulo 4

Funcoes (Este capitulo é baseado no
capitulo 2 do livro Calculo A de Diva
Flemming e no capitulo 2 do livro Um
Curso de Calculo Volume 1 de

Hamilton Guidorizzi )

4.1 Funcoes de uma variavel real a valores reais

Sejam A e B subconjuntos de R. Uma fungao f : A — B é uma lei (ou regra) que associa a
cada elemento de A um tnico elemento de B. O conjunto A é chamado dominio de f e B ¢é

chamado de contradominio.

Escrevemos
f:A—B
z— f(z)
ou
AL B
x—y= f(z)
Exemplo 4.1.

1. Sejam A ={1,2,3,4} e B=1{2,3,4,5}.
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i) f: A— B dada pelo diagrama abaizo é uma funcao de A em B.

A B

=

g:A— B

r—x+1

€ uma funcao de A em B. Podemos representar g em diagrama

2. Sejam A ={3,4,5} e B={1,2}.
i) f: A— B dada pelo diagrama abaizo ndao é uma fungao.

A =]

| =

"

/

g:A— B

r—=x—3

nao € uma funcao pois 3 nao tem correspondente em B.
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Aula 4 - 26 de Junho

Definigao 4.1. Seja f: A — B.

i) Dado x € A, o elemento f(x) € B € chamado o valor da fun¢ao f no ponto x ou imagem

de x por f.

ii) O congunto de todos os valores assumidos pela func¢ao é chamado conjunto imagem de f e

¢ denotado por Im(f).

Seja f : A — B uma fungao. O conjunto

Gy ={(z, f(x))]x € A}

denomina-se grdfico de f. Munindo-se o plano de um sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas, o grafico de f pode entao ser pensado como o lugar geométrico descrito pelos

pontos (z, f(z)) quando x percorre o dominio de f.

L Ax Fix

HY

y4 .
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Exemplo 4.2. Exemplos de Funcgoes

1. Contrua o grdfico das sequintes funcoes

i) y=f(2) tal que f(z) = 2°

. 1
i) y = g(x) tal que g(z) = ~
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2. Dada a fungio f(z) = —x* + 2 simplifique

by S0 =10
r—1
oy Lt h) — (@)
h
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Exemplo 4.3. Seja f uma funcao dada por f(x) = +/x. Tem-se
a) Dy ={zr e Rlz >0}
b) Imy; =R,
&) [ =VE=1i
Exemplo 4.4. (Funcdo Constante) Uma funcio y = f(x), x € A, dada por f(x) =k, k
constatnte, denomina-se funcas constante.

e f(x) =2 € uma fungdo constante

i) Dy =R

ii) Grdfico

Aula b - 29 de Junho

Exemplo 4.5. (Funcgao Definida Por Partes) Definida de forma diversa em diferentes

partes do seu dominio; por exemplo,

l—2 sex <1

?) fle) = 22 sex>1
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i) D; =R

ii) Grdfico

T
b) (Fun¢do Mddulo) g(z) = |z| =

—X
i) D; =R

ii) Grdfico

1 sex>0
c) f(z) =
-1 sex <0
i) D;=R

ii) Grdfico

sex >0

sex <0
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Exemplo 4.6. (Funcdo Linear) Uma fungio f : R — R dada por f(z) = ax, a constante,

denomina-se fun¢ao linear. Seu grdfico é a reta que passa pelos pontos (0,0) e (1,a).

¥ a o

e I
Bl

¥ =ax

Exemplo 4.7. Esboce os grdficos.

a) f(x) =2z

b) g(z) = —2z
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c) h(z) =2|z| (Fung¢do definida por partes)

Exemplo 4.8. (Fung¢do Afim) Uma fungio f : R — R dada por f(x) = ax + b, a e b
constantes, denomina-se fun¢ao afim. Seu grifico é a reta que passa pelo ponto (0,b) e é

paralela a reta y = ax.

Exercicios 4.1. Esboce os grificos.
a) f(x)=2zv+1

b) f(z) =3z +1

c) fle)=x+1

d) f(r) = 5o+ 1

43



Exercicios 4.2. Fsboce os grdificos.
a) f(r)=2x
b) f(z)=2z+1

c) f(z)=2x—-2

Exemplo 4.9. (Func¢do Polinomial) Uma fungio f : R — R dada por f(z) = ap,a™ +
Up 12"+ -+ ayx + ag, onde a, # 0, ay,as,- -+ ,a, sdo nimeros reais fizos (constantes),

denomina-se fungao polinomial de grau n (n € N).

a) f(x) =12 —4 é uma funcio polinomial de grau 2.

Grdfico
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b) g(z) = (x — 1)® € uma funcao polinomial de grau 3.

Grdfico

Exemplo 4.10. (Fung¢do Racional) Uma funcgdo racional f € uma fungao dada por f(x) =

x
p—g ; onde p e q sao duas funcgoes polinomiais. O dominio de f € o conjunto
q(x

{z € Rlg(x) # 0}.

Exemplos de func¢oes racionais

a) flx)=-
b) () =
&) hir) = “

Aula 6 - 3 de Julho - EXERCICIOS - Obs.:
Prova dia 17 de Julho

Aula 7 - 6 de Julho - Obs.: Prova dia 17 de
Julho
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4.2 Operacoes com Funcoes

Sejam f e g duas fungoes tais que Dy N D, seja diferente do vazio. Definimos
a) A fungao f + g dada por
(f +9)(x) = f(z) + g(x)
denomina-se soma de f + g. O dominio de f+ g é Dy N Dy. Observe que f + g ¢ uma
notagao para indicar a fun¢ao dada por y = f(x) + g(z).
b) A fungao f - g dada por
(f - 9)(x) = f(z) - g(x)

denomina-se produto de f e g. O dominio de f-g é Dy N Dy.

c) A funcao g dada por

(-4

denomina-se quociente de f e g. O dominio de g é{z € Dy N Dylg(z) # 0}.
d) A fungao kf, k constante, dada por
(kf)(x) = kf(z)
¢ o produto de f pela constante k; Dyy = Dy.
Exemplo 4.11. Sejam f(z) =7 —x e g(x) = Vo — 2.

a) (f+g)(x)=vV7T—x++x—2. Odominio de f+g € (2,7 = DsN D,.
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b) (f-g)(x)=+7T—a V& —2. O dominio de f-g é[2,7) = D;ND,.

N\ _Vi-z A _
c) <§) =i O dominio deg ¢ {x € DyN Dyl # 2} =|2,7].

Definicao 4.2. (Fung¢do Composta) Sejam f e g fungoes tais que Imy C D,. A fungdo
dada por

y=g(f(z)),z € Dy,

denomina-se funcao composta de g e f. E usual a notacao g o f para indicar a composta de

g e f. Assim
(go f)z) =g(f(z)),x € Dy.
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Exemplo 4.12. Sejam f e g dadas por f(x) =22+ 1 e g(x) = 22 + 3x. Determine go f e
foy.

Exemplo 4.13. Sejam f(z) = 2% e g(x) = \/x. Determine go f e fog.
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Exemplo 4.14. Sejam f(z) = /x e g(x) = — 1. Determine go f e Dyos.

Exercicios 4.3. Sejam f(x) =2x — 3 e g(x) = \/x. Determine go f, fog, fof, gog.

Definicao 4.3. (Igualdade de Funcgées) Sejam as fungoes f : A — R e g : A = R,
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Dizemos que f € igual a g, e escrevemos f = g, se A=A, e se, par todo x € A, f(z) = g().

x?—1

onde

Exemplo 4.15. Sejam f: A—-Reg: A— R tais que f(z) =x+1 e g(z) =
A ={z € Rlz # 1}. Temos que f = g.
De fato,

Exemplo 4.16. As funcoes [ e g dada por f(x) = Jxv/x — 1 e g(x) = Va? — x sdo iguais?

Exercicios 4.4. Dé os dominios e esboce os grificos de f+ g e E
a) f(x) =w eg(x)=a®—1
b) flz)=1eg(x)=Va—1
Exercicios 4.5. Verifique que Imy C D, e determine a composta h(zx) = g(f(z)).
a) g(z) =3zx+1e f(z)=a+2
b) glz) =V e f(x) =2+ 2
r+1

0 glx) = 5 e f() = a2 +3

Exercicios 4.6. Determine f de modo que g(f(z)) = x para todo x € Dy, sendo g dada por
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b) g(x) =22 >0
) gla) =2+ ——
D glo) = 2

¢) glx) =x*—4x+3, ©>2

Aula 8 - 10 de Julho - Obs.: Prova dia 17 de
Julho

4.3 Funcoes Trigonométricas: Seno e Cosseno

Teorema 4.1. Existe um unico par de fungoes definidas em R, indicadas por seno e cosseno,

satisfazendo as propriedades:
1. sen) =10
2. cos0=1
3. Quaisquer que sejam 0s numeros reais a € b

sen(a — b) = sena cosb — senb cos a.

4. Quaisquer que sejam 0s numeros reais a e b

cos (a — b) = cosacosb + senasenb.

Observagao 4.1. A demosntragdo do teorema (G-1) requer o conhecimento de propriedades

de séries de poténcias e portanto nao serd feita aqusi.

Exemplo 4.17. Consequéncia imediata do teorema anterior

Fazendo em (4), a = b =t temos
cos0 = cos (t — t) = costcost + sentsent

cos’t + sen’t =1, VteR.
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Propriedade 4.1. Existe um menor nimero positivo a tal que cosa = 0. Para este a, sena =

1.

Definicao 4.4. Definimos o nimero w por m = 2a, onde a € o numero a que se refere a

propriedade (g1).

Definicao 4.5. (Func¢do Par) Dizemos que f é uma fung¢io par se, para todo x € Dy,

f(@) = f(=x).

Exemplo.
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Definigao 4.6. (Funcao fmpar) Dizemos que f é uma fungao impar se, para todo x € Dy,

f(=z) = =f(=).

Exemplo.

Definigao 4.7. (Func¢ao Periddica) Dizemos que uma funcao [ € periddica se existe um

numero real T # 0 tal que f(x +T) = f(x) para todo x € Dy.

O ntimero T é chamado periodo da funcao f. O grafico de uma funcao peridédica se
repete a cada intervalo de comprimento 7.

Exemplo.
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Exemplo 4.18. Mostre que

a) Seno € uma fungao impar;

b) Cosseno é uma funcgao par.

Solucgao.
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Aula 9 - 13 de Julho - Obs.: Prova dia 17 de
Julho

Exemplo 4.19. Mostre que quaisquer que sejam os numeros reais a e b

cos (a + b) = cosacosb — senasenb

sen(a + b) = senacosb + senbcosa

Solucgao.

Exemplo 4.20. Mostre que, para todo x,

cos 2z = cos® x — sen’x

sen2x = 2senx cosx

Solucao.
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Exemplo 4.21. Mostre que, para todo x,

Solucao.

Observacao 4.2. Ciclo Trigonométrico

0082 T

SEN T

Eixo dos Senos

1 n 1 5
5 5 COS 2T
1 1
— — —cos2x
2 2
Eixo da
Tangente

V4 - l

51
2
2
s 0° Eixo dos cussenus
a2 N 1
2 ]
_V2
AN
2250237 5=
4
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Exemplo 4.22

s

a) cos
b) cosm

us

c) senj

d) senm

. Calcule
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Exemplo 4.23. Verifique que as fungoes seno e cosseno sao periodicas de periodo 2.

Exercicios 4.7. Sejam a e b reais quaisquer. Verifique que

1
a) senacosb = 5 [sen(a + b) + sen(a — b)]

1
b) cosacosb= 5 [cos (a + b) + cos (a — b)]

4.4 As funcoes Tangente, Cotangente, Secante e Cosse-
cante

Estas fungoes sao definidas em termos das fungoes seno e cosseno.
As fungoes tangente e secante sao, respectivamente, denotadas pelos simbolos tg e sec e

definidas por:

tgr = ; secx =
Cos T CoS T

para todos os nimeros reais x tais que cosx # 0.
As fungoes cotangente e cossecante sao ,respectivamente, denotadas pelos simbolos cotg

e cosec e definidas por:
COS T 1
cotgr = ; cosecr =
senx senx

para todos os nimeros reais = tais que senx # 0.

Exercicios 4.8. Verifique que sec®> x = 1 + tg*x para todo x tal que cosx # 0.

Aula 10 - 17 de Julho -Prova P1
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Capitulo 5

Limite e Continuidade

Aula 11 - 20 de Julho - INICIO DO CONTEUDO DA P2

5.1 O Problema da Tangente

A palavra tangente vem do latim tangens, que significa “tocando”. Assim, uma tangente a
uma curva é uma reta que toca a curva. Ou seja, uma reta tangente deve ter a mesma diregao
e sentido que a curva no ponto de contato. Como tornar precisa essa idéia?

Para um circulo poderiamos simplesmente seguir Euclides e dizer que a tangente é uma reta

que intercepta o circulo uma tnica vez, conforme a figura a seguir. Para as curvas mais

complicadas essa definicao é inadequada. A proxima figura mostra duas retas,/ e t, passando

por um ponto P sobre uma curca C. A reta [ intercepta C' somente uma vez, mas certamente
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nao aparenta o que pensamos ser uma reta tangente. A reta t, por outro lado, aparenta ser
uma tangente, mas intercepta C' duas vezes. O importante a observar é que a reta t é tangente

a curva C no ponto P. Examinemos alguns problemas.

Exemplo 5.1. Encontre a equagdo da reta que passa pelos pontos de coordenadas (0,1) e
(1,3).

Solugao:

Temos que y = ax + b € a reta procurada.

Usando os pontos dados acima temos:

l=a-0+0
3=a-1+b

(5.1)

e portanto, a =2 e b= 1.

Logo, y = 2x 4+ 1 € a reta procurada.

Obs.: O importante a observar € que, dado dois pontos no plano sempre consequimos deter-
minar a equacao da reta que passa por esses dois pontos, isto €, consequimos determinar a

sua inclinacao a e o seu deslocamento linear vertical b.

Podemos encontrar a equacao de uma reta se conhecermos um ponto pertencente a essa
reta e a sua inclinagao. Entende-se aqui por inclinagao da reta a tangente angulo que esta
reta forma com eixo dos x. A tangente citada aqui é uma razao trigonométrica e nao pode
ser confundida com reta tangente.

Examinemos agora o seguinte problema:

Exemplo 5.2. Encontre uma equacio da reta t tangente a pardbola y = x® no ponto P de

coordenadas (1,1).
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Solugao:

Como a reta t € tangente a pardbola y = x* no ponto P, entdo se pudermos encontrar a sua
inclincao m, seremos capazes de determinar a sua equacao.

O problema é ter somente um ponto P, sobre t, ao passo que para calcularmos a inclina¢ao
sao necessario dois pontos. Podemos calcular uma aprorimacao de m escolhendo um ponto
Q de coordenadas (z,z*) (sobre a pardbola) préxima de P computando a inclinagdo mpg da

reta secante PQ).

VA
O (x. ¥ /’r
| Q&) ¥ ¢
|
\ | /
‘ *P(l. 1)
o s
\\ 1 e
----- ""--\_|/ -

Vamos escolher x # 1 de forma que QQ # P. Entdo

2 —1
me: l’—l‘

Temos
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x \2 1.5 1.1 1.01 1.001
mPQ\3 25 21 201 2.001

Observe que quanto mais proximo Q) estd de P, mais prorimo x estd de 1, e fica evidente que
mpq estard mais provimo de 2. Isto sugere que a inclinagao da reta t deve ser m = 2.
Dizemos que a inclinagao da reta tangente t é o limite das inclinacoes da reta secante. Sim-
bolicamente temos

2
_1
v —9.

lim mpp =m e lim
Q—P @ =1 1 — 1

Supondo que a inclinacao de t € 2, temos
t=2x+b.
Como t passa pelo ponto P de coordenadas (1,1) temos
1=2-1+b=0b=—1

Logo
t=2x—1.

5.2 Nocao Intuitiva de Limites

Analisemos os seguintes exemplos de sequéncias numéricas:
Exemplo 5.3.

1) 1,2,3,4,

gt

CU B o

3
747

Wl Do

1 5
92) = o
) 27 76’

3) 1,0,—1,-2,—3,—4,

3.5 _ 7

17_737_757_777”'
4) 277476
Aplicaremos agora, o conceito de “limites” para diversos casos de limites de funcgoes.

1
=1——. Temos
T

Exemplo 5.4. Seja y

:v‘l 29 3 4 5 6 --- 500 --- 1000
0 L 2345 199 999
Y 2 3 4 5 6 500 1000
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x‘—l -2 -3 -4 -5 -6 --- =100 --- =500
101 001
100 500

Esta funcao tende para 1 quando x tende para infinito. Basta observar as tabelas e o grifico

para constatar que y — 1 quando x — £o0.

Exemplo 5.5. Dada a fungio y = x2, y — +oo quando v — £oo e y — 4 quando x — 2.

x‘12345
y‘1491625

x ‘ 3 25 21 2.01

y‘9 6.25 4.41 4.0401
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x ‘ 1 15 19 1.99

y|1 225 361 3.9601

£ 4 3 2 10 1 2 3 4 &8
x

Exercicios

1. Seja f(x) a fungdo definida pelo grifico:

AY
] R b  mm—
| AR é
T X
_._1__._...¢
Intuitivamente, enconire s¢ existir:
(a) llir?_f(x). () lil?f(x}. (c) Iirqf(x],
@ lim f(x). (& lim f(x). () lim £ (x).
2. Sejaf(x) a fungio definida pelo grifico:
AY
/
2 X
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Infuitivamente. encontre sé existir:

(@) _l}r_l:rfli«ﬂ- (b) rljJ]lq fix).
(c) lim f(x). () lim f(x).

3. Seja fir) a fungio definida pelo grifico:

X
Intuitivamente, encontre & exXisiir:
{a) Ilﬂl flx). (b} *I._1_r{:]1_ fix). i) !ﬂ Fix).
(d) r]_1"11'-;1‘[.1'}. (e) Il_ri-“_‘lz,l'l.’-ﬂ- L !—L“; f(x).

4. Seja f(x) a fungio definida pelo grifico:

X
Intuitivamente, encontre s¢ exisir;
(a) lim f(x). (k) lim f(x). tcy lim f{x).
(d) lim f(zx). i#) Iiﬂ:!i-ﬂ-

5. Sejafix) a fungio definida pelo grifico:
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N I | I S...
// X
Intuitivamente, encontre se existir:
(@) lim f (x). (b) lim f(x). () lim f (x).
@ lim f(x). (&) lim f(x).

6. Descrever analitica e graficamente uma fungdo y = f(x) tal que lin; f(x) ndo existe e liIl'; f(x) existe.
x> x=*

7. Definir uma fungdo y = g(x) tal que lmg g(x) = 4, mas g(x) nio é definidaem x = 2.

Secdo 3.6
1. a) -1 b) 3 ¢) A d) —1 e) 3 f) 3
2. a) 0 by 0 c) 0 d) +=
3. a0 b) O c) 0 d) += e) —x f) 4
4, a) 0 b) 0 c) += d) —= e 1
5. a) + b) 12 c) A d) 1/2 e) —®
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Aula 12 - 27 de Julho

Definicao 5.1. Escrevemos

lim f(z) =L

Tr—a
e dizemos, “o limite de f(x), quando x tende a a, € igual a L7, se pudermos tornar os
valores de f(x) arbitrariamente préximos de L (tdao proximos quanto quisermos), tomando x

suficientemente prozimo de a (por ambos os lados de a) mas nao igual a a.

Teorema 5.1. (Unicidade do Limite) Se lim f(z) = Ly e lim f(z) = Ly entdo Ly = Lo.
T—a

T—a

Propriedades dos Limites

Proposicao 5.1. Se a, m e n sao niumeros reais, entao

lim mz + n = ma + n.
Tr—a

Observagao 5.1. Se p(x) € um polinémio, entdo lim p(x) = p(a).
r—ra

Proposicao 5.2. Se lim f(z) e lim g(x) existem, e ¢ é um nimero real qualquer, entdo:
Tr—a T—a

a) lim[f(x) £ g(z)] = lim f(z) + lim g(z);

T—a T—ra T—a

b) limcf(x) = clim f(z);

T—a T—a

¢) lim f(x) - g(x) = lim f(z) - lim g(x);

T—ra T—ra r—a

lim f(x)
S) e . ,
d) glclgi o)~ Tmg@)’ desde que glglil(llg(x) # 0;
r—a

o) lim(f(x))" = [tim f(x)]", vn ez

T—a r—a

£) lim /7() = ¢ flm f(2), se

T—a

f1) im f(x) >0 ene€Z, n>2,

rT—a

f2) lim f(x) <0 e n inteiro positivo impar;
Tr—a

g) lim cos[f(z)] = cos [lim f(x)} ;

T—ra T—a
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h) lim sen[f(z)] = sen [lim f(x)} :

T—ra T—ra

Exemplo 5.6. Calcule
: 2
1) 3101_%(3: + 3z 4+ 5)

2) lim(5z% — 8)
T—2

9 1 =2 +1
im
e—1 23 + 322 4+ 1
|
Y
Soluc¢ao
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Exercicios 5.1. Os FEzxercicios a sequir encontram-se nas pdginas 75 da secdo 3.6 do Livro

Cilculo A, sexta edigao.

17. Mostrar gue:

(i) Seféuma funcio polinomial, entdo lim f(x) = f(a) para todo real a.
i*g
(ii) Se g ¢ uma funcfio racional e a pertence ac dominio de g, entdo Eg{x} = g(a).

Calcular os limites nos exercicios 18 a 37 usando as propriedades de Limites.

18. lim (3 = 7x — 5x%). 19. lLim (3x* — 7x + 2).
x=+0 x—+3

20. lim (—x* + 6x' + 2). 21. li:§11(2x +7)
=1 P Il )

22. lim[(x+4)' - (x+2)"] 23. lim [(x - 2)1. (x + 4)].
x—¥=] x
. x4+ 4 . t+ 3.

el — 28 lm - 3

1 2
. x =1 . E+S+6
26. ],1"31 == 21. 1{12‘; = g
=5 +6 . s+4
’ 9 .
28 Irl-z t—2 e :—ET& 2s
30. lim ¥W2x + 3. 31. lim (3x + 2)23,
=4 x—¥
2x* - x 33, lim Nrx - 'VE
32. —v2  Ax " o1 3x—4
34. lim [2senx — cosx + cotgx] 35. Iini (e + 4x).
x—+m2 F—t
; . senhx
36. lim (2x + 3)" 37. lim -
a—+—173 A=+2
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RESPOSTAS

18. 3 19. 8 20. 9 21. 8 22. 27
23. 4096 24, 65 25, 54 26. 2 27. 5
3/ 3 a3 2VZ -1
28, -1 29, 91 30. V11 31. V27 32. 5
/3 F senh 2
33. 2 34,2 35 #+16 36, VI 37, HAE

Aula 13 - 31 de Julho - Aula pratica - Exercicios

Aula 14 - 03 de agosto

Teorema 5.2. (Teorema do Confronto) Se f(x) < g(x) < h(z) para todo x em um intervalo

aberto contendo ¢, exceto possivelmente em x = ¢, e se lim f(x) = L = lim h(z) entao
T—C Tr—C

lim g(z) = L.

Tr—C

_;‘I'-lF -

9

Exemplo 5.7. Aplicagoes do Teorema do Confronto.

1) Seja f uma fungdo e suponha que para todo x

[f(2)] < ”.
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Calcule, caso ezista liH(l] f(x).
T—

Soluc¢ao

2) Sejam f e g duas fungoes com um mesmo dominio A tais que lim f(z) =0 e |g(x)| < M
r—a

para todo x € A, onde M > 0 é um numero real fixo. Prove que

lim f(x)-g(z) =0.

r—a

Solugao
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3) Calcule,caso ezista, lin%x
r—r

Solucao

2

SeEN—.
T
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5.3 Limites Laterais

Definicao 5.2. FEscrevemos

lim f(x)=1L

z—at
e dizemos, “o limite de f(x), quando x tende a a pela direita, é igual a L7, se pudermos
tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tao prdozimos quanto quisermos),

tomando x suficientemente prozimo de a com x > a.

¥

Frxif-

ER |

Definicao 5.3. Escrevemos

lim f(z)=1L

Tr—a~
e dizemos, “o limite de f(x), quando x tende a a pela esquerda, € igual a L7, se pudermos
tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tao prdozimos quanto quisermos),

tomando x suficientemente préozimo de a com x < a.

-4

73



22, sex <1

Exemplo 5.8. Calcule lim f(z) e lim f(x), sendo f(x) =

el =17 2z, sex > 1
Solucao
Exemplo 5.9. Calcule lim |$—| e lim M

z—0t T z—0- T
Solucao

Teorema 5.3. Se f é uma funcao definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possi-

velmente no ponto a, entao lim f(z) = L se, e somente se, lim f(z) =L e lim f(x)= L.
T—a z—at T—a—
Observacoes

1) Se lim f(x) e lim f(x) existirem e forem diferentes, entdo lim f(z) nao existira.
r—a r—a~ r—ra

2) Se existirem nimeros reais r > 0 e b tais que (a,b) C Dy e (a — r,a) N Dy = 0, entéo
lim f(z) = lim+ f(z), desde que o limite lateral a direita exista. Se ocorrer (b,a) C Dy
T—a r—a
¢ (a,a+7)N Dy =0, entdo lim f(z) = lim f(z), desde que o limite lateral & esquerda

T—a T—a~

exista.
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Exemplo 5.10. O lin(l)m existe? Por qué?
T— X

Solugao

Exemplo 5.11. O lim Vx — 3 existe? Por qué?

r—3
Solugao
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Exercicios 5.2. Os FExercicios a sequir encontram-se nas pdginas 79 e 80 da secdao 3.8 do

Livro Cdlculo A, sexta edic¢ao.

3.8 Exercicios

x—1,x=3
1. Seja f(x) =

ix—7.x=3
Calcule:
(@) lim f(x). (b) Iin,lf(x], (c) “_’H f(x).
@ lim f(x), (e) lim f(x). (" lim £(x).

Esbocar o grifico de f(x).

x*—2x+1, x+3

2. Seja hix) =

Calcule lim h(x). Esboce o grifico de k(x).

13
3. Seja F(x) = |x — 4|. Calcule os limites indicados se existirem;
(1) IiT_F(x]- () liT_F(;]. (c) liﬂf’(x}.

Esboce o grifico de F(x).

4. Seja f(x) =2 + |15x — 1]. Calcule se existir:

(@) lim f(x). &) lim f(x). © lim f(x).
Esboce o grifico de f(x).
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8.

9.

10.

i —3

5. Sejag(x) =y X =3
(0 , X=3.

{a) Esboce o grifico de g (x).

x+3

(b) Achar, se existirem Ii:gg{,t}. Iirg_g[x} e Iin’; glx).

x/lxl, sex=10

6. Sejah(x) = 0 se x =0

Mostrar que hi(x) ndo tem limite no ponto (.

Verifigue se him existe,
== X —
I/ ; x=<Hi)
2
X i U=x<]
Seja f (x) = )
2 , x=1

2—% x>l

Esboce o grafico e calcule os limites indicados se existirem:

(@) EI[llf(I]- (&) Ii_rﬁf{x). (c) I_i,[,';’.f{x;"
(d) lim f(x). (€) lim f(x). () lim f(x).
(g) lim f(x). (hy Tim f (x).

Seja f(x) = (x! — 25)/(x - 5).
Calcule os limites indicados se existirem:

(@) hm f(x). (k) hm f(x). () hm f(x).
x—+ ¥

—+=-5

(@ lim £ (x). @ lim_ f(x).
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Secéo 3.8

1. a) 2 b) 2 c) 2 d) 8 e) 8 fl 8

2, 4 Jao b) 0 c) 0

4. o) 2 by 2 o) 2 5. b) 1.—1¢d 7. %

9. a) -1 b 1 c) 0 d) —= e) 3 o
10, a) 5 by 10 c) 0 d) 10 e) 0

Aula 15 - 07 de agosto

5.4 Calculo de Limites

I
4

~|

g) 0

~ . 0 oo
Expressoes Indeterminadas: 0 O 0 x o0,
00

0
5.4.1 Indeterminacao do tipo 0

h) O

Sejam f e g duas fungoes tais que lim f(z) = lim g(z) = 0. N&ao se pode afirmar nada, a

Tr—a Tr—a
. - f(2)
priori, sobre lim ——.
z—a g(z)
Vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 5.12. Sejam f(z) = 23 e g(x) = 2°.
. L N ) IR
Temos, Jp /() = Jipol) =0 e ey = Mhom = 2o =0

Q<=

Exemplo 5.13. Sejam f(z) = z* e g(x) = 22°.

T lim f(z) = lim g(z) = 0 e li (1) oy 2 1
emos, um Jj(r) = umg(z) = ezli%g(x) T 0222 2

—

Exemplo 5.14. Calcule

23 —3x+2

Do

JI+2—
2) hmu
x

z—0

6

-1

3) limﬁ
z—1 \/5—]_
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4) lim B2

h—0

Exercicios 5.3. Os Fzxercicios a sequir encontram-se nas pdaginas 83 e 84 da se¢ao 3.10 do

Livro Cdlculo A, sexta edicdo.

3.10 Exercicios

1. Para cada uma das seguintes fungdes ache

fiini f(x) -.f(Z)'
x—2 b
(@) f(x) = 3x°. b) f(x) =1/x,x#0. (¢) f(x) =2/3x%

x#* -1 (N f(x)=x

(d) f(x) =3x" +5x— 1. (e) f(x)

b o |
Nos exercicios 4 a 27 calcule os limites.
(g ez - piiagen
e .‘lj-n—ll i_i% n. rl-i-n—il _1%14-—2
12 im 3 ]
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14. lim 2+h)—16 15. lim @‘ 16
16.%@- 17, lim 4 ”rib’ 22>
1o 1o, i Y2E=8 24
20. Jim ET__: | 21, lim _v"§+—: ~ 1
22. lim % a,b> 0. 23. {_i_q:\}: — :j” a#0
24. lim \j’,/i__ll 25. lim ﬁj’.‘-:(;f\s{-)._’g +1
Secao 3.10
1. a) 12 b) —1/4 c) 83 dy 17 e) —1/9 f) 12
3. a6 b) —9/4 c) 273 d) 173
4. -in 5.0 6. | 1. 12 B.a+1
g. 1 10. -45 1. =2 12. 4 13. 18
14. 2 15. 8 16. /10 17. bi2a 18. 12
19. -1 20. 1112 21, -2 22. bla 23. 1/3vVd
24, 413 25. 19 26. 173 27. 1

Aula 16 - 14 de Agosto - Obs.: Data da prova

P2 : 04 de setembro - Prazo limite para

entrega: 12 de setembro
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5.5 Limites no Infinito

. . ) 1
Vimos anteriormente que lim 1 — — =1.
Tr—400 €T

Definicao 5.4. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (a,+o00). Entdo

lim f(z)=1L

r—r-+00

significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente prézimos de L tomando-se x

suficientemente grande.

Definigao 5.5. Seja f uma fungao definida em um intervalo aberto (—oo,b). Entdo

lim f(x)=1L

T—r—00

significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente prézimos de L tomando-se x

suficitentemente grande em mddulo, mas negativo.

1
Exemplo 5.15. lim — =0.

r—+4oco
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Teorema 5.4. Seja k uma constante e suponha que liril flx)="Le liril g(x) = M. Entao
T—r+00 Tr—r+00

a) lim [f(z)+g(z)]=L+M

r—r—+00

b) lim kf(z)=Fk lim f(x)=kL

T—r—+00 T—r+00

c¢) lim f(x)-glx)=L-M

T—-+00

fx) L
A i desde que M # 0

1
Exemplo 5.16. Calcule liI}_l —, onde n >0 é um numero natural dado.
z—+oo T

Solugao:

Exemplo 5.17. Calcule os limites:

) i 2+t +1
) lim ———
z—+o0 215+ + 1
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)

Q)

. 20+ 1
lim
z—+oco T+ 3

. x
lim

z—too 22 + 32+ 1

83



¢)

. x> —2r+3
lim

a—to0 3x2 +x + 1
Solugao:

84



Aula 17 - 17 de Agosto - Obs.: Data da prova
P2 : 04 de setembro - Prazo limite para

entrega: 12 de setembro

5.6 Limites Infinitos

1
Exemplo 5.18. Encontre se existir o lim —.
x—0

Definicao 5.6. Seja f uma funcdo em ambos os lados de a, exceto possivelmente em a. Entao

lim f(z) = o0
T—ra

significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes (tao grandes

quanto quisermos) tomando x suficientemente prézimo de a, mas ndao igual a a.

Definicao 5.7. Seja f uma funcdo em ambos os lados de a, exceto possivelmente em a. Entao

g fe) = oo

significa que os valores de f(x) podem ser em mddulo arbitrariamente grandes, porém negati-

vos, tomando x suficientemente proximo de a, mas nao igual a a.

1
Exemplo 5.19. lim <——) = —00.

z—0 1:2

Além dos limites infinitos definidos acima, podemos considerar os limites laterais infinitos

e os limites infinitos no infinito. Existem defini¢oes para cada um dos seguintes limites:
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i) lim f(x)=+o0

z—at

i) lim f(z) = —o00

z—at

i) lim f(z) = +o0

T—a—

iv) lim f(z) = —o0

v) lim f(z) =400

T——+00

vi) lim f(x) =—o0

r——+00

vii) lim f(x) =400

T——00

viil) lim f(z) = —o0
T——00

1
Exemplo 5.20. Calcule lim —.

z—0t T
Teorema 5.5.
. Jim f(w) = oo ~ Jim [f(z) + g(2)] = +o0
lim g(x) =400 lim f(x)-g(x) =40
(| z—+o0 T—r+00
lim f(z)= 1L, L real lim f(z)-g(x) =400, se L >0
b) r——+00 = r—r—+00
\ xgriloog(x) = 400 xgriloof(x) ~g(x) = —o0, se L <0
lim f(z)=—o0
c) { T = lim f(x)-g(z)=+o0
lim g(z) = 400 pheo

\ T—+oo

lim f(z)= L, L real

d) ’Hfoo = lim [f(z)+g(x)] =+
lim_g(x) = +o00 oo
\ T—r+00

lim f(z)=L, L real

e) { TE = lim [f(z)+g(z)] = -0
lim g(z) = -0 Treo
\ r——+00
lim f(z) =—o0 lim [f(z)+ g(x)] = —o0
f) < r——+00 = xr——+00
lim g(z) = —o0 lim f(z) - g(x) = +oo
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lim f(z)=L, L real lim f(z) g(x) =—00, se L >0

g) T—r+00 = T——+00
lim g(z) = —o0 lim f(z)-g(x) =400, se L <0
r——+00 r—-+00

Observacao 5.2. O teorema anterior continua vdlido se substituirmos “x — 4+o00” por “x —

»

—o0”, ‘r—=at’, ‘r—a ", ‘e —a’.

Em resumo temos

400 + (+00) = +00
+00 - (+00) = +00

L-(400) =+00, se L >0
L-(+00)=—00, se L<0

¢) | +o0 - (—o0) = —c0

d) | L+ (+00) = +00

e) | L+ (—o00) = —o0

5 —00 + (—00) = —00
—00 - (—00) = 400
L-(—o0)=—00,s¢L>0
9)

L-(—00) =00, se L<0

Exemplo 5.21. Calcule

9 tm o

2) lim [3z® — 5z + 2

r—r—+00
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. w2 +3r—1
3) x1—1>1:"1-1c>o 202+ +1

Exemplo 5.22. Calcule

1) lim 32° — 4% 4+ 1

T—>+00

I e

5— 3
i
5) [lim 87 + 2

88



4) lim 2t + 322 +2r + 1

T—+0o0 4 — x4

Exercicios 5.4. Os Fxercicios a sequir encontram-se

Livro Cdlculo A, sexta edicdo.

3.13 Exercicios

3x + Ixl
1. Se f(x) = W calcule:
(@ lim f(x).
2. Se f(x) = x 127 calcule:

(@) lim f(x).

89

nas paginas 93 a 95 da se¢ao 3.13 do

(b) lim f(x).

=t =R

(h)y lim f(x).

4



Mos exercicios 3 a 40 calcule os limites.

3. lim (3 +4x* = 1), 4, lim (z— 2 42)
I~*+= F— X Xz xX
r+1 : r+1
e I—O-T‘J-C i+ ]- - =Pt
=2 +3 . =342
s ;L“f'wzrus;—s' g. ,ETt -x24+7
L M —-r+T . = 5¥ 42
I e - =y
r =
My, a2t 12, i XYEHI-10
e ] P o I~¥+m E
g . x(2x — 7cos x)
13, J!l'l'i:w Fi—4 L ;LI—{IL 3:3—55&nx+1'
T .l
15. lim£:—1= TR TR e
e . |l | a=+= X+ 1
17. lim L 18. lim (Val+1-Vxi-1),
= — = I‘|‘1 A=
19. lim x(Vi — 1 - ). 20. lim (V3x® + Zx + 1 — V).
. 10xt=3x+ 4 o —2x+1
21, ‘ETT_I—- 22. ;Ema__;fal_l
sxt - +x-1 g —5
2 == A+ -x+1 o :ETz\,."gE+?
25, um——“f’“:?- 26. lim (V16x* + 158" — 2x + 1 — 2x).
—— T+ Em

37 — 4’ _ VaZ—7

27. lim 28. lim ———

—~+=y 25T+ 1 ) =+x I+ 3
o 1=
29, lim ?,L 30, lim ——2—.
45 4 4yl RV 4y
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: 32. lim

3. hm

3ty = =1 X = 3
F X 1 X
W gy oF =
o Y6 o i
35. lim S V36
i g3 —% , 3I—x
i e e ® mFTo S
39. lim 1 40. i -
i w3 |l — 3 ;—I'T']I_-:'”
Secdo 3.13
1. a2 by 16 2, q) 4= by O
3. += 4, 2 5. 0 G. 0 7. 12
8 -z 9, += 10, _57 1. +5 12, 0
13. += 14, 13 15, +o 16. 1 17, =1
18. 0 19. -2 20, += 21. 1A 22 =
23. 0 24, —| 25, -2 26. += 27. ¥32
28. 2 29, -2 30. 12 31. += 32. =
33, += 34, —w 35 += 36. —= 17, —=
38. += 39. 4= 40, +=
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Aula 18 - 20 de Agosto - Obs.: Data da prova
P2 : 04 de setembro - Prazo limite para

entrega: 12 de setembro

5.7 Limites Fundamentais

SENT

Proposicao 5.3. lim =1

=0 T
z#0|  f(z)
+1| 0.8414
+£0.5 | 0.9588
+0.2 | 0.9933
+0.1 | 0.9983
£0.01 | 0.99998
+0.001 | 0.99999

Exemplo 5.23. Calcule

5
1) lim 277

z—0 €T
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sendx

2) i
) wlgtl) sen3x

. 1—coszx
9l

Definicao 5.8. (Fun¢do Exponencial) Chamamos de fun¢ao exponencial de base a, a fung¢ao
f de R em R que associa a cada x real o nimero real a*, sendo a um numero real, 0 < a # 1,
isto €,

f:R—=R

Ty =a".

Dy =R e Ims=(0,+00)

Definicao 5.9. (Func¢do Logaritmica) Dado um nimero real a (0 < a # 1), chamamos de

fungao logaritmica de base a a funcao de R, — R que associa a cada x o nimero real log, x,
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i1sto €,

Ay (2=1) -

Observacao 5.3.

z—+o00

x
Proposicao 5.4. lim <1 + —) = e onde e é o numero irracional neperiano cujo valor
x

aproximado € 2,71828182459 - -

Fagamos uma tabela para a funcao f(z) = <1 + —) .
x

1

y=log,xr <= ad’ =z, 0<a#1

x<0 f(x)
—10! | 2.86797
—10?% | 2.73200
—10? | 2.71964
—10% | 2.71842

x>0 f(z)
10! | 2.59374
102 | 2.70481
103 | 2.71692
10 | 2.71815
. .oa®*—1
Proposicao 5.5. lim
x—0 €T

Exercicios 5.5. Os Fzxercicios a sequir encontram-se nas pdaginas 104 e 105 da se¢ao 3.16 do

=lIna, (a > 0,a #1).

Livro Um Cadlculo A, sexta edicao.




Nos exercicios 5 a 27, calcule os limites aplicando os limites fundamentais.

sen Yx

5. lim——-

x— x

sen 10x

. Lim ;
=0 sen 7x

i
g, lim &

=0 X

11. lim l_ﬂ
x=+0

13. lim(x — 3) * cos ec wx,
13

15. umcc-s 2x — cos 3.1:‘

17.

19. lim (1 + cosx)'/e=r,
x—3x/2
a1, im ¥ 1
2 x—2
5% —
23. lm 25-
a1 ¥ — 2
ax _ o —ba
25, lim &——————.
x—=i1 X
27— by
27. lim £

3
=) x°

]. (23’! + g)nil
m %
n—=m \ 20 + 1

0 Sen ax — sen bx

6. lim sen4x_
x—H) 3x
8. lim sen .uxq £0.
0 sen bx
R A )
tg 2
Lo Il._I'ﬂ_'ll (x+ 17
. 1 —cosx
12. lm ————
—{] X
14. lim 6x — sen 2x

16.

18.

20.

22.

24,

26.

95

w0 2x + 3sendx

1 — 2cosx + cos2x

hm

2
x—0 X

1’[!:!12 (1 + 1/tg x)'&"

x=+mw)

lim(l + E) .
=x I

a+3
==
.I!—lpj.’- x+3 I

=i

_ G5 =4
;lcl--am| sen[5(x — 1)]

g hax

lim

x—



Secdo 3.16

10. /64

14, 27
21. In 10

26, a

6. 413 7. 107 8. ab 9. a
11. 0 12. 12 13. -1/»
15. 572 16. - 17. ¢ 18. e
In3
22. 25m?2 23. 251n 5 24, 0 25. b-au
27.1 28. a)e B o) le

96

19.

4

20.



Capitulo 6

A Derivada

Aula 20 - 28 de Agosto - Obs.: Data da prova
P2 : 04 de setembro - Prazo limite para

entrega: 12 de setembro

6.1 Reta Tangente

Consideremos o problema de definir a reta tangente ao grafico de f no ponto de coordenadas
(p, f(p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f(p)). Assim, a reta tangente

fica determinada se dissermos qual deve ser o seu coeficiente angular.

Ly |
FEEY
Fipi
]
A
Coeficiente angular de s, = M
T —p
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Quando x — p, s, — f (p), onde

o)t F0) )

T—p r—p

Observacao 6.1. f (p) € apenas uma notacao para indicar o limite acima. Assim, a medida

que x se aproxima de p, a reta s, se aprorima da reta T de equagao

6.2 Derivada de uma funcao

Definicao 6.1. Seja f uma funcdao e p um ponto do seu dominio. O limite

ji &) = f(P)
a—=p T — P
quando existe e € finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f (p)(leia: f linha
de p). Assim
) — 1 L0 =10

T—p r—Dp

Se f admite derivada em p, entao diremos que f € derivavel ou diferencidvel em p.

Exemplo 6.1. Seque das propriedades de limites que

f@)=fw) _ . Te+h)—fp)
. .

T—=p r—p h—0
Assim
/ _ / By
P = tim TEIW g ) = gy S0EN )

Exemplo 6.2. Seja f(z) = 2% Calcule

a) f(1)
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b) f(x)

¢) f(=3)

d) Determine a equacao da reta tangente ao grdfico de f em (1, f(1))
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e) Determine a equagdo da reta tangente ao grdfico de f em (=1, f(—1))

Exercicios 6.1.

1) Seja f(x) = ¢ uma fungio constante. Mostre que f (x) =0 para todo x.

2) Seja f(z) = . Prove que f'(x) =1, para todo x.

100



5 1
risen— , x#0 ‘ ,
x Calcule, caso exista, f(0).

3) Seja f(x) =
0 , x=20.

4) Mostre que f(z) = |x| nao € derivdvel em p = 0.
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Exemplo 6.3. Recorde que

1) " — gt = (l’ _ a)(l,nfl + CLZL’n72 + a21.n73 I +an72x + alnfl)

a® —

2) lim

z—0 T

=Ina

6.3 Derivadas de =" e /x
Teorema 6.1. Seja n # 0 um natural. Sdo vdlidas as formulas de derivacdo

a) f(z)=2" = f(z) =na"".

b) f)=a"= f(x) = —naz "2 #0
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p 1 .
c) fle)y=an = f(x)= Exﬁ’l, onde x > 0 sen for par e x # 0 se n for impar (n > 2).

Exercicios 6.2. Calcule as derivadas de f nos sequintes casos

a) f(x) ="
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b) fx) =a?

¢) fa) ="

d) f(z) =z

104



Aula 21 - 14 de Setembro

6.4 Derivadas das funcoes Seno e Cosseno

Teorema 6.2. Sao vdlidas as formulas de derivagao

a) f(z) = senx = f () = cosx

b) f(x) =cosz = f (v) = —senx
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Exercicios 6.3.

1) Seja f(z) = senx. Calcule
T

af @ vf(§)

2) Determine a equacao da reta tangente ao grdfico de f(x) = senx no ponto de abscissa

0.
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3) Seja f(x) = cosx. Calcule
Of @) wfo of (5) aof (-3)

6.5 Derivadas de ¢* e Inzx.

Teorema 6.3. Sao vdlidas as formulas de derivagao

a) f(x)=¢" = f(x) =e"
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, 1
b) g(x)zlnxég(x)z;,a:>0.

Exercicios 6.4.

1) Determine a equacao da reta tangente ao grdfico de f(x) = €* no ponto de abscissa 0.
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2) Seja f(z) = a®, onde a > 0 e a # 1 é um nimero real dado. Mostre que f'(z) = a®Ina.

8) Calcule f'(x).
a)f(z) =27 b)f(x) =5" o)f(x)==" d)f(zx)=e"
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/ 1
4) Seja g(x) =log, x, onde a >0 e a # 1 € uma constante. Mostre que g (x) = o
zlna

5) Calcule g (z)

a)g(x) =loggx  b)g(x) =logsz  c)g(x) =log,z  d)g(r) =Inz

110



6.6 Regras de derivacao

Teorema 6.4. Sejam f e g derivdveis em p e seja k uma constante. Entao as funcgoes f+ g,

kf e f-g sio derivdveis em p e tém-se
a) (f+9) ()= f(p)+9 1)
b) (kf) (p) = kf (p)
c) (f-9)(®)=f(p)g(p) + fp)g ()

Teorema 6.5. Se f e g forem derivdveis em p e se g(p) # 0, entdo i ¢ derivavel em p e
g

N\ F ) — fp)d )
(5) (v) = |

Exercicios 6.5. Mostre que
a) f(z) = tgx = f () = sec®x
b) f(x) =secx = f(r) =secx - tgx
2

¢) f(x) = cotgr = f (x) = —cosec’x
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d) f(z) = cosecr = f'(x) = —cosecx - cotgx
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Aula 22 - 18 de Setembro

6.7 Funcao derivada e derivadas de ordem superior

Sejam f uma funcio e A o conjunto dos z para os quais f (x) existe. A funcio f : A — R é
chamada de funcéo derivada ou, simplesmente, derivada de f. Podemos dizer também que f'
é a derivada de primeira ordem de f. Podemos indicar, f (z) = f(z).

A derivada de f  denomina-se derivada de 2% ordem de f e é indicada por f~ ou f®). Assim

De modo anéalogo, define-se as derivadas de ordens superiores a 2 de f.

Exemplo 6.4. Seja f(x) = 32° — 62 + 1. Determine f', " e f".

Exemplo 6.5. Seja f(x) = senx.
a) Determine sucessivamente as deridas de f.

b) Estabeleca uma formula para a derivada de ordem n de f.
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B

.12 Exercicios

Nos exercicios 1 a 22 encontrar a derivada das funcoes dadas,

1. f(r) = wr?

3. flw)=aw’ +h

5. flx)=(2x+1)(3x" + 6)

7. f(x) = (32" - 1)(2 - xY)

9. flx)=(x—-1)(x+1)

M. f(x) =T(ax* + bx + ¢)
2x + 4
e fEr=5
P+ 5-1
15. e
fy =%

17. f(x) = :_;x

X

19, f(x) == E ;(3:3 + 6x)

21. f(x) =

23

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

3.3
P

p'la) #0ep'(h) + 0.

{f’(r) +g'(x)=1+2x
flx) —glx) =x*

2. fix)=3x>+6x—-10
1.

4. f(x) =14-5x7°
6. f(x)=(7x—1)(x +4)

8. f(x)= %{S.r - 3)"(5x+3)
10. F(s) = (s — 1)(3s = 1)(55° + 25)
12. f(u) = (4 — a)(a — 2u)

-1

% fi = —

Z—-¢

16. f() ="—
Sx+7

18. f{x}=zji2
. 2
20. f(1) :7(2—1)

1 2
22. f(x) = Exq + F

Dada a funcdio f(1) = 3:* — 4r + 1, encontrar f(0) — ¢f'(0).

"@ Encontrar a equaciio da reta tangente i curva y = 3

2x:+1
x—4

menta grifica, eshogar o grifico da funcdo e da reta tangente.

Seja p(x) = (x — a)(x — b), sendo a e b constantes. Mostrar que se a # b, entio p(a) = p(b) = 0. mas

Dadas as fungdes f(x) = x> + Axe g(x) = Bx, determinar A e B de tal forma que

no ponto de abscissa x = — 1. Usando uma ferra-

Encontrar a equagio da reta normal & curva y = (3x* — 4x)? no ponto de abscissa x = 2.

x
"@ Encontrar as equagdes das retas tangentes a curva y =

xr+1

que sejam paralelas areta y = x. Usando uma

ferramenta grafica, esbogar o grifico da curva, da reta dada e das tangentes encontradas.

1 3 ; i
’@ Em que pontos o grifico da fungio y = Ex" = Exz + 2x tem tangente horizontal? Esbogar o grafico e ana-

lisar o resultado obtido.

Seja y = ax® + bx. Encontrar os valores de a e b, sabendo gue a tangente & curva no ponto (1, 5) tem inclinagao

m=28,
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Secdo 4.12

T. =27 + 306 + 47

fix + 6 3. 2aw

187 + 6x + 12 6. 14x+27
-2

Gx 3y 9. 2

100 (5% - 1)(3s — 1) (1557 + 2) + 3(s* — 1) (557 + 25) + 25 (35 — 1) (5¢7 + 23)

11. 7a x + b)

2

14, ——
(i + 1)

- +8x -5
(5 -+

17.

i — 2bt — a® + 2ab

20. =By

24, A=RB=1/2

27, x+ 64y — 1026 =0

29, (2,2/3):(1, 5/6)

12.

15.

18.

21.

25,

28.

30.

~24u* + Bau + 2a 13
(3x - 1)
3 -6 — 4 -8 -
ot =% =t g =t ¥=—2
(r—1) -4+ 4
24 19 ot + 2700 + 36 + 12
(2 -2y : (x+ 2
—12 25 .12
e e W
441 26. 1x+49 +4=0

x-y-2V2+2=0;x-y+2+ 03 =0

a=3;b=2

Exercicios 6.6. Determine a derivada de ordem n de:

a) f(z)=e"
b) f(z) =cosz
¢) f(z) =Inzx
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Aula 23 - 21 de Setembro

6.8 Notacoes para derivada

d ,
A notacao (devido a Leibniz) d_y é usada para indicar a derivada de f em z, isto é, d_y = [ (x).
T

Portanto
dy oo~ o flatAr) — f(z)
dr fw) = Alggo Ax
B) —
onde Az desempenha aqui o mesmo papel do h em lllirr(l) flo+ })l f@) Fazendo Ay =
—
flz + Az) — f(x) resulta
dy _ o, BY
dr  Az—0 Az
¥ |
fix + Ax)
Sixy
—
T+ AY T

Observacao 6.2.

d ,
1) 5 =T ()
e d (d d . ,
) - (P -5 @) =@
Exemplo 6.6.

d
1) Seja y = 52® + z%. Calcule ﬁ
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2) Seja x = t*sent. Calcule
o) dx

dt
b) dz

% t=m

3) Sejam u = u(x) e v =wv(x) fung¢ds derivdveis em um mesmo conjunto A. Seque que

) =u+ i@—i[ ]—d_u_|_@
Gvy=uTy dx—dxu U_dm dx
b) y=uv=

U
c)y—Z:>

4)

a) Seja y = u® onde u = u(x) é uma funcao derivdvel. Verifique que
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d
b) Calcule d—y, onde y = (z* 4 3z)2.
T

Observagao 6.3. Vimos no exemplo anterior, que sendo y = u?® com u = u(z) derivdvel,

resulta
dy du
dr =
> dy -
Por outro lado, y = u* = T 2u. Assim
u
dy  dydu
- I 1
dr  dudx (6.1)

dy .
onde Tu deve ser calculado em relacao a u.
u

Mais adiante, veremos que esta regra () é conhecida como “regra da cadeia” e é vdlida

sempre y = y(u) e u = u(x) forem derivdveis.
Exemplo 6.7.

1) Seja y = 32% — 62 + 2. Calcule
d*y

da?
d*y
dIQ =0

2) Seja y = t3z onde x = x(t) € uma funcio derivdvel até 2% ordem. Verifique que

dy dx
— =3tPr +t*—
a) I T+

dt
d*y dx d*x
b) —= = 6tz + 6t°— + t3—
) g = Bte 6 s
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6.9 Derivada da funcao composta

Sejam f e g funcoes tais que Imy, C Dy. Podemos entao considerar a composta (f o g)(z) =

f(g(x)). Nosso objetivo é obter uma regra para calcular a derivada de uma fungao composta.

Exemplo 6.8. (Fungdo composta). A funcdo y = (x + 5z + 2)7 pode ser vista como a
composta de y =u” = f(u) e u= 2>+ 5x + 2 = g(x), isto ¢,

flu) =u" = f(g(x)) = (9(2))" = (2* + 5z +2)".

A seguir apresentaremos a regra da cadeia que nos da a derivada de uma fungao com-

posta.
. , y du .
Teorema 6.6. (Regra da cadeia). Sey = f(u), u = g(x) e as derivadas Tu € 1o existem,
u x
entao a fungao composta y = f(g(x)) tem derivada que € dada por
dy o dy du / o / o / / o / /
D= oy (1) = (o) = £ (9())-9 () = £ () g ().

Exercicios 6.7.

d
1) Dada a fungao y = (2 + 5z + 2)7, determine d—y
T

3r+ 2
2 + 1

5
2) Dada a fung¢do y = ( ) . determine y'
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3) Calcule a derivada

a) y=e*

b) y = sent?

4) Calcule f'(z), sendo

a) (@) = (322 + 1)

b) f(x) = cos3z

d
5) Calcule d—y, sendo y = In(z? + 3).
T
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6) Seja f: R — R uma funcio derivdvel e seja g(x) = f(cosx). Calcule g (g) supondo

(-

Exemplo 6.9. (Regras de derivag¢ao). Suponha g derivavel. Verifique que

a) [eg(x)]/ — eg(x)g/(x)

pola — 9@
b) Ingla)] = 22
¢) [cos g(x)] = —g (x)seng(x)

d) [seng(z)] = g'(z) cos g()

121



Exemplo 6.10. (Regras de derivagdo). Suponha g derivdvel e n # 0 inteiro. Verifique que

Exercicios 6.8.
1) Determine a derivada.

a) y = sendx

b) flz)=e*

c) f(xz) = cos8z
d) y = sent?
sent

e) t=e

f) f(x) = coser

g) y = (senz + cosx)

W=t

i) v =1In(t*+3t+9)

3

j) y = sen(cosx)
2) Seja f: R — R derivdvel e seja g(t) = f(t* +1). Supondo f'(2) =5, calcule g'(1).
3) Derive.

a) y = xed”

b) f(z) = e "senx

¢) flz)=e*" +1In(2z + 1)

Y o) = 55

¢) f(x) = (e +e)?

f) g(x) = e In (1 + x)

9) y=Va2+e

h) y=[n(*+1)P
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i) y = cos® x®

' t€2t
J) f(t) = MG 1)

4) Calcule a derivada segunda.

a) r = senwt, w constante

1) S = 22
) f) = ——

d) y = sen(cosx)

5) Seja g : R — R uma fungdio diferencidvel e seja f dada por f(x) = xzg(x?). Calcule
£ (1) supondo g(1) =4 e g'(1) = 2.

2

d d
6) Seja y = xe**. Verifique que OV 4% 4y = 0.
dx? dx

7) Seja y = €**, onde € uma raiz da equagao N> + a\+b = 0, com a e b constantes.

Verifique que

d’y | dy
— —+by=0
dz? * “ix + oy

8) Seja g uma fungao derivdvel. Verifique que

a) [tg(g(x))] = sec’ g(x) - ¢'(x)

b) [sec (g(x))] = sec (g(x))tg(g(x)) - g (x)

¢) [cotg(g(x))] = —cosec*(g(x)) - g'(x)

d) [cosec(g(x))] = —cosec(g(x))coty(g(x)) - g ()

9) Derive.

a) y = tg(3z)

b) y = cotg(a?)

c) y = sec(z?)

d) y = cosec(2z)

¢) y = In (sec (3z) + tg(3x))

f) y= (2% + cotg(x?))?
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9) y = sec (4z)

h) y = sec (tg(x))
i) y = et

j) y = z’tg(4x)

1) y = e " sec (22)

m) y = x*tg(2x)

6.10 Tabela de Derivadas

Sejam f e g funcoes derivaveis.

10.

11.

12.

13.

14.

ol — 9@

gl = £

[f()!@] = f(2)?]g(x) In f(x)]
[cos ()] = —g'(x) - seng(x)

[seng(z)]" = ¢'(x) - cos g(x)
[tgg(2)] = g'(x) - sec? g(x)

[cotg g(z)] = —g () - cosec?g(x)
[sec g(2)] = ¢'(x) - sec g(x) - tg g(x)

[cosec g(z)] = —g () - cosecg(x) - cotg g(x)
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Capitulo 7

Aplicacoes da Derivada

Aula 24 - 28 de Setembro

7.1 Estudo de Variacao das Funcoes

Definigao 7.1 (Continuidade). Dizemos que uma fun¢do f € continua em um ponto p se as

sequintes condicoes forem satisfeitas:
a) f é definida no ponto p;

b) lim f(zx) existe;

T—p

¢) lim f(z) = f(p).

T—p

Teorema 7.1 (Continuidade). Se f for derivdavel em p, entio f serd continua em p.
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Teorema 7.2 (TVM). Se f dor continua em |a,b] e derivdvel em ]a,b[, entdo existird pelo

menos um ¢ em la,b| tal que

W:f@ ou f(b)— fla) = f(c)(b—a).
o O-T@
m=re b-a

Yn G . PR m:%

(") | s
|ﬂbrﬂa1
fay-—of e eeeeenne
| :rb-a i
: i X
a c b

Definicao 7.2. Sejam f uma funcao e A um subconjunto do dominio de f.

i) Dizemos que f é estritamente crescente em A se, quaisquer que sejam s et em A,

s<t= f(s) < f(t).

it) Dizemos que f € estritamente decrescente em A se, quaisquer que sejam s et em A,

s<t= f(s)> f(t).
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iii) Dizemos que f é crescente em A se, quaisquer que sejam s et em A,
s <t= f(s) < f(1).
iv) Dizemos que f € decrescente em A se, quaisquer que sejam s et em A,

s <t= f(s) > f(t).

7.1.1 Intervalos de Crescimento e de decrescimento

Teorema 7.3. Seja f continua no intervalo I.

a) Se f'(x) > 0 para todo x no interior de I, entdo f serd estritamente crescente em 1.
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b) Se f/(x) < 0 para todo x no interior de I, entao f serd estritamente decrescente em I.

Exemplo 7.1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de f(z) = 2% —

202 + x + 2.

ZL’Q—J]

14 322’

Exemplo 7.2. Seja f(x) = Estude f com relacao a crescimento e de decrescimento.

Esboce o gradfico.
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112

Exemplo 7.3. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de f(z) = — T
x —

Esboce o grdfico.

7.1.2 Concavidade e Pontos de Inflexao
Seja f uma fungao derivavel no intervalo aberto I. A reta tangente ao grafico de f em (p, f(p))

é

/

y—fp)=f(p)(x—p) ou y=fp) +f(p)(x—Dp).

Deste modo, a reta tangente em (p, f(p)) é o grafico da fun¢ao T dada por

T(z) = f(p) + f (p)(z — p).
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Definicao 7.3. Dizemos que f tem concavidade para cima no intervalo I se
f(z) >T(x)

quaisquer que sejam x e p em I, com x # p.

Yi Yi
f !
. : T
K i
| | &
| 1
™} L — - -
p x X T, -3

Figura 7.1: Concavidade para cima

Definicao 7.4. Dizemos que f tem concavidade para baizo no intervalo I se
flz) <T(x)
quaisquer que sejam x e p em I, com x # p.

Definicao 7.5. Sejam f uma funcao e p € Dy, com f continua em p. Dizemos que p é um
ponto de inflexdo de f se existirem niumeros reais a e b, com p € (a,b) C Dy, tal que f tenha

concavidades de nomes contrdrios em (a,p) e em (p,b).

Ya
Yi \
f
A ! f
7 > > . -
p € ponto de inflexdo de f p & ponto de inflexdo de f
(ponto de inflexdo obliquo) (ponto de inflexdo horizontal)

Figura 7.2: Pontos de inflexao
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Teorema 7.4. Seja f uma funcdo que admite derivada até 2* ordem no intervalo aberto I.

a) Se f'(x) >0 em I, entio f terd concavidade para cima em I.
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b) Se f'(x) <0 em I, entio f terd concavidade para baivo em I.

[V

_x

Exemplo 7.4. Seja f(x) = e~ 2. Estude com rela¢ao a concavidade e determine os pontos

de inflexao. Esboce o grdfico.
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Aula 25 - 05 de Outubro

7.1.3 Regras de L‘Hospital

1.* REGRA DE L 'HOSPITAL

Sejam f e g derivaveis em (p —7,p) e em (p,p+7), com r > 0, e suponha que ¢ (z) # 0 para
0 < |x — p| < r. Nessas condigoes, se

lim f(xz) =0 = lim g(z)

T—p T—p

!

existira e

e se lim =——— existir (finito ou infinito), entao lim
2+ g () a=p g()

f(x) f(@)

lim ——= = lim .
w=p g(x) 2w g'(7)

Observacao 7.1. A 1.* REGRA DE L "HOSPITAL continua vdlida se substituirmos x — p

por x — pt ou por x — p~ ou por x — +oo.
2. REGRA DE L "HOSPITAL

Sejam f e g derivaveis em (m,p), com r > 0, e suponha que g (z) # 0 em (m,p). Nessas
condicoes, se

lim f(z) =400 lim g(x) = +o0

T—p T—p

existira e

e se lim M existir (finito ou infinito), entdo lim
z—p~ (l’) T=p g([L’)

lim /() = lim fl(x)
T—=p— g(l‘) T—=p~ gl (ZL’)

Observagao 7.2. A 2.* REGRA DE L "HOSPITAL continua vdlida se substituirmos x — p~
por x — pt ou por x — p ou por x — £oo. A regra continua vdlida se substituirmos um dos

stmbolos +00, ou ambos, por —oo.
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Exemplo 7.5. Calcule

oo’ —623+8r—3
%) alcllg xt—1

b) lim —
r——+o0 I
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¢) lim zlnz
z—0t

7.1.4 Graficos

Para o esboco do grafico de uma funcao f, sugerimos o roteiro:
a) explicitar o dominio;
b) determine os intervalos de crescimento e de decrescimento;
¢) estudar a concavidade e determinar os pontos de inflexao;
d) calcular os limites laterais de f, em p, nos casos:

(i) p € Dy, mas p é extremos de um dos intervalos que compoem o Dy;

(it) p € Dy, mas f nao é continua em p;
e) Calcular os limites para z — +00 e £ — —o0;

f) determinar ou localizar as raizes de f;
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g) esboce o gréfico utilizando as informagoes obtidas nos itens anteriores.

Exemplo 7.6. Esboce o grifico de f(x) =23 — 2% —x + 1.
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) 4r +5
Exemplo 7.7. Esboce o grifico de f(x) = o
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Aula 26 - 09 de Outubro

7.1.5 Maximos e Minimos
Definicao 7.6. Sejam f uma funcao, A C Dy e p € A. Dizemos que:

i) f(p) € o valor mdximo de f em A ou que p € um ponto de mdximo de f em A se

f(z) < f(p) para todo x em A.

ii) f(p) € o valor minimo de f em A ou que p é um ponto de minimo de f em A se

f(z) > f(p) para todo x em A.

]

f(py) valor mdximo de fem A
J (2} valor minimo de fem A

Figura 7.3: Valor Méximo e Valor Minimo

Definicao 7.7. Sejam f uma funcgdo e p € Dy. Dizemos que:

i) f(p) € o valor mdximo global de f ou que p é um ponto de mdximo global de f

se, para todo x € Dy, f(x) < f(p).

ii) f(p) € o valor minimo global de f ou que p é um ponto de minimo global de f

se, para todo x € Dy, f(x) > f(p).
Definicao 7.8. Sejam f uma funcgdo e p € Dy. Dizemos que:
i) p € ponto de mdximo local de [ se existir r > 0 tal que
flx) < f(p)
para todo x em (p —r,p+1)N Dy.
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ii) p € ponto de minimo local de f se existir r > 0 tal que

f(z) = f(p)

para todo x em (p —r,p+1)N Dy.

.

F(py) valor méximo de fem A
J (pp) valor minimo de fem A

Figura 7.4: Valor Méximo e Valor Minimo

Exemplo 7.8. Seja f(z) = 2® — 32% + 3.
a) Estude f com relagdo a mdximos e minimos.

b) Determine os valores mazimo e minimo de f em [—2,3]. Em que pontos estes valores

sao atingidos?
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Exemplo 7.9. Determine dois numeros positivos cuja soma seja 4 e tal que a soma do cubo

do menor com o quadrado do maior seja minima.

7.1.6 Condicao Necessaria e Condicoes Suficientes para Maximos

e Minimos Locais

Sejam f uma funcao e p um ponto interior ao dominio de f. Suponha f derivavel em p. O
proximo teorema conta-nos que uma condicao necessaria, mas nao suficiente, para que p seja

s . s s / . , . .
um ponto de maximo ou de minimo local é que f (p) = 0. A figura abaixo nos dd uma ideia.

Teorema 7.5. Seja f uma funcdo derivdvel em p, em que p € um ponto interior ao dominio

de f. Um condicdo necessdria para que p seja ponto de mdximo ou de minimo local € que

f(p)=0.
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% J

P1. P3 € pg s80 pontos de méximo local, fipg) € o valor mdximo global de f
D2. P4 € Pg 580 pontos de minimo local; £ (p4) € o valor minimo global de f

Figura 7.5: Méximos e Minimos
Teorema 7.6. Sejam f uma funcao que admite derivada de 2. ordem continua no intervalo

aberto [ ep € 1.
i) Se f'(p) =0ce f (p) >0, entdo p é ponto de minimo local.

ii) Se f'(p) =0 e f'(p) <0, entio p € ponto de mdzimo local.
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Exercicios 7.1.
Esboce o grdfico

1. f(z) =2 - 32+ 3w

2. flx) =2 —2*+1

5 f@) = —

b fla) = x>
3

5. f(2) = ——

6) Achar dois nimeros positivos cuja soma seja 70 e cujo produto seja o maior possivel.

7) Determinar as dimensées de uma lata cilindrica, com tampa, com volume V, de forma

que sua drea total seja minima.

8) Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado a, deseja-se construir uma caiza sem
tampa, cortando em seus cantos quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte
restante. Determinar o lado dos quadrados que devem ser cortados de mode que o volume

da caixa seja o maior possivel.
9) Qual é o retangulo de perimetro mdzimo inscrito no circulo de raio 12em?

10 Uma cerca de 1 metro de altura estd situada a uma distancia de 1 metro da parede de um
galpao. Qual o comprimento da menor escada cujas extremidades se apoiam na parede

do galpao e no chao do lado de fora da cerca?
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Capitulo 8

A Integral

Aula 27 - 19 de outubro

8.1 Relacao entre funcoes com derivadas iguais

Teorema 8.1. Seja f continua no intervalo I. Se f'(x) = 0 em todo x interior a I, entdo

existird uma constante k tal que f(z) = k para todo x em 1.
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Corolério 8.1. Sejam f e g continuas no intervalo I. Se f'(x) = ¢'(x) em todo x interior a

1, entao existira uma constante k tal que

para todo x em I.

Exemplo 8.1. Seja f definida e derivdvel em R e tal que , para todo x, f (z) = f(z). Prove

que eziste uma constante k tal que, para todo x, tem-se f(x) = ke*.

Exemplo 8.2. Determine y = f(x), x € R, tal que

dy

%:yef(O)zl
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8.2 Primitiva de uma funcao

Seja f uma funcao definida num intervalo I. Uma Primitiva de f em I é uma funcao F

definida em I, tal que

para todo x em 1.

1
Exemplo 8.3. F(x) = §x3 ¢ uma primitiva de f(r) = 2? em R.

Exemplo 8.4. Para toda constante k, F(x) =2z + k € primitiva, em R, de f(z) = 2, pois,
Fl(z)=Qz+k) =2= f(x)

para todo x.

Se F' é uma primitiva de f em I, entdo, para toda constante k, F'(z) + k é, também,
primitiva de f. Alé disso, vimos anteriormente que se duas fungoes tem derivadas iguais num
intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante. Segue que as primitvas de f em [

sao as fungoes da forma F'(x) + k, com k constante. Diremos, entao, que
y = F(x)+k, k constante

é a familia das primitivas de f em I. A notagdo [ f(z)dx é usada para representar a familia
de primitivas de f, isto é,

/f(x)dw =F(z)+k.
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Na notagao [ f(x)dz, a fungao f denomina-se integrando. Uma primitiva de f serd, também,
denominada uma integral indefinida de f. E comum referir-se a [ f(x)dz como a integral

indefinida de f.

Exercicios 8.1. Calcule

a)/x2d:v
b) /dx

Exercicios 8.2. Calcule [ x*dx, onde o # —1 é um nimero real fizo.
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Exercicios 8.3. Calcule

0 [
b) /%dw

¢) /de

1
Exercicios 8.4. Calcule /—d:v, x> 0.
x
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Seja a uma constante real. Dos exercicios B2 e B4 resulta

xa—i—l

k -1
/xo‘dx: a+1+ se a #
(Inz)+k se a=—1(x>0)

1
Exercicios 8.5. Calcule / (— + ﬁ) de, x > 0.
x

Exercicios 8.6. Seja a uma constante real, o # 0. Calcule /e”’d:v.

Exercicios 8.7. Calcule

a) /emdx
b) /ezxdx
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8.3 Primitivas imediatas

Sejam « # 0 e k constantes reais. Das férmulas de derivagao ja vistas seguem as seguintes

férmulas de integracao:

a) /cdx:cx+k

:EaJrl
b ad = k _1
)/J: v oz—i—l+ (a # )
c) /emdx:ew—i—k
1
d) /—dx:lnx+k (x >0)
x
1
e) /—drc:ln(—:c)+k (z < 0)
x
1
f) /—dmzln|x|+k
x
g) /cosxdx:senx+k
h) /senxda::—cosx+k
i) /seczxdaﬁ:tgw—l—k
j) /secxtgxdx:secx+k
1) /secxdmzln]secx—i—tgx]—f—k

m) /tgazdaz = —1In|cosx|+k

1
n) / . —i—x?dx = arctgr + k

1
0) / dx = arcsenz + k
V1—a?

8.4 Algumas Integrais que decorrem das Primitivas Ime-

diatas

Sejam « # 0 e k constantes reais.
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1
1. /eo‘xd:v = —e*" 4+ k
o

1
2. /cos axdr = —senax + k
«

1
3. /senaxdx = ——cosax + k
«
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Aula 28 - 23 de outubro

8.5 Area e o Teorema Fundamental do Calculo

Definicao 8.1 (Integral Definida). Seja f ndo negativa e continua no intervalo fechado [a, b].
A drea da regiao limitada pelo grdfico de f, pelo eixo x e pelas retas x = a e x = b € denotada

por

Area = /abf(x)dx

A expressao fabf(x)dx ¢ chamada de integral definida de a até b, em que a é o limite inferior

de integragao e b é o limite superior de integracao.

2
Exemplo 8.5. Calcule/ 2xdx.
0

151



8.5.1 Teorema Fundamental do Calculo - TFC

Consideremos uma fungao A, que denota a area da regiao mostrada na figura BEJl. Para

descobrir a relacao entre A e f, considere que x aumente por uma quantidade Ax. Isto aumenta

a area em AA. Sejam f(m) e f(M) os valores minimos e maximos de f no intervalo [z, z+Az].

o

Figura 8.1: A(z) = area de a até x

N ¥ v

4 4

flm)Ax AA fIM)Ax
N

Fy flm) /| / M)
L I - X \ -~ X L - X

a x Y b a xh b a x\ b

I+ Ax x4+ Ax X+ Ax
Figura 8.2:

Conforme indicado na figura B2 , podemos escrever a desigualdade abaixo

fm)Az <
f(m) <
A, 7tm) =
fw) <

AA

AA
Ax

, AA
Airgo Ax

A=)

<

IN

IN



Entdo, f(z) = A'(z), e A(z) = F(2) 4+ C, onde F'(z) = f(z). Como A(a) = 0 segue que
C' = —F(a). Entao A(z) = F(z) — F(a), o que significa que

b
_ / F@)dz = F(b) — Fla).
Este dltimo resultado é conhecido como Teorema Fundamental do Céalculo.

Teorema 8.2 (Teorema Fundamental do Célculo - caso Particular). Se f for ndo negativa e

continua no intervalo [a,b], entao
b
| #aida = F ) - Pl
em que F € qualquer fungdo com F'(x) = f(x) para todo x em [a,b).
Definicao 8.2.

i) Se a > b, entdo

/abf(x)dx _ /baf(x)dm

se a integral a direita existir.

i) Sea="be f(a) existe, entdo

| #ayda -

Propriedade 8.1 (Propriedades das Integrais Definidas). Sejam f e g integrdveis em |a, b

e k uma constante. Entao

a) /abkf(:c)d:v:k/abf(x)dx
) [+ gae = [ roaes [ g
/f da:_/f dx+/f Ydx; a<c<b

d) Se f(x) >0 em [a,b], entdo /bf(x)dm > 0.

8.5.2 Calculo de Areas

O célculo de areas de figuras planas pode ser feito por integracao. Vejamos os casos a seguir.
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y=f(x)
S
A\
a b X
Figura 8.3:

Caso 1. Célculo da area da figura plana limitada pelo grafico de f, pelas retas © = a, x = b,

y = 0, (eixo dos x) onde f é continua e f(z) > 0, para todo z em [a,b] (figura B3).

Neste caso, a area é dada por

A= /  Ha)de.

Exemplo 8.6. Calcule a drea do conjunto do plano limitado pelas retas v =0, r =1,

y =0 e pelo grifico de f(x) = x°.
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Caso II. Célculo da area da figura plana limitada pelo grafico de f, pelas retas x = a, © = b,

y =0, (eixo dos x) onde f é continua e f(x) <0, para todo x em [a, b] (figura B32).

TY
a b

XV

Figura 8.4:

Neste Caso, ¢ facil de ver que a area ¢ dada por

A= /abf(x)dx.

Exemplo 8.7. Encontre a drea da regiao limitada pela curva y = —4 + 22 e pelo eiro

dos x.
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Aula 29 - 26 de outubro

Exemplo 8.8. Encontre a drea da regiao do plano, limitada pela curva y = senx, pelo

eizo dos x de 0 até 2m. Observe a figura B.

AY

?

Figura 8.5:
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Caso III. Calculo da area da figura plana limitada pelos graficos de f e g, pelas retas x* = a e

x = b, onde f e g sdo fungdes continuas em [a,b] e f(x) > g(x), para todo x em |a, b]

(figura EM).
rY y = fix)
; y=9t
a b X
Figura 8.6:

A drea é calculada pela diferenca entre a area sob o grafico de f e a area sob o gréfico

de g, ou melhor,
b b b
A= [ f@ys = [ gaae= [ (#@) - gla))da
Para o caso geral, obtemos o mesmo resultado. Basta imaginar o eixo dos z deslocado

de tal maneira que as fungoes se tornem nao negativas, para todo x em [a, b] (figura 7).

Figura 8.7:

Observando a figura B, concluimos que

b b
A== [(h@) - e = [ (7(a) - gla))da
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Exemplo 8.9. Encontre a drea da regido limitada por y = 2% ey = x + 2.

Exercicios 8.8. Os Ezercicios a sequir encontram-se nas paginas 340 a 343 e 316 e 317 do

Livro Um Curso de Cdlculo Volume 1.
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Exercicios 12,1

1. Calcube e verifique sua resposta por desivagio,

d]jjd.t
C}J.tsdx
..*Jj{".r_:dt

glj?l_,-d.r

012 e

”Ix-kldx

i

m} j rhit

il J l'tl' s
rl f {e"‘ + qll-] ar
%]
5
m+x+l
— iz
)2
2. Calcule,
1
a) _L e dx
]
ol J Ir"' dx

|
1

]
1‘""'1

ﬁ-}J-xd:
ﬂ'FJ- r dx
f;Ir“d.:

1
+
mI” 2" dx
X

J}j‘[r* +%]d,

w [t s

4

1
h

X

1, Calcule & verifique sua resposta por derivagio.

i) I men x dv
t:}j cos Sx dy

e']f s T al

.gjj[%-écw Z.r]dx

i j[: 4 %ms 3;4:]
-

(2 Fonn

H}J(%gnlx+émsﬂx]ir

o j (% cos dy — ;ls:n ?xJ dr

$. Calcule.

x
&l L3 sen Tx dv

m
cl ‘Ef (szm 3x + oos x) dy

Bj j sen r

d}jm4:d‘r
_.f}_[M= SEWE

I
3 24— 2| dx
[ (2 Jmn )
1
ﬂJ.(-+=19en3.r]dr
x
1
m‘.lf(mu_’r.1r+—aend.r]dt
2

ol j‘ sen 2% dr

cos 8

1
7l I(; ¥ 4 gen 3:} dx
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) Verifique que sen” x = é— ér:ml:
!:']Ealwle‘[s:nlxd.r.
Caloule.
fﬂjmszltdx m]‘m‘sm
I 2 X
c}‘[ sen” Sx oy H}jms‘ 5 dx .
i i
e:ljmsq:dx ,nj[E+Ecus1r) dx
g,'u-[ q:.:nx+¢|:|$.t}1dx ﬁ}j {scnr—cnsx}zdt
r'flj{5+m3,r}zdr ﬂ_[u—cuazx}’dx
Caloule,
aw 1w
aljﬂgcmz.ni‘t b}Emzrdx
o "
3 i E 4 4
rljﬂ'-' (sen x + cos x)° dr 1 [ oot xds

S —
Eull.:ule_Ln Y+ cos x dr

@) Verifigue que

J‘y:-::d.t=ln{m:.r+|gx}+l;

T ow
E [—=—i—|-
com x ] 32

b} Mosire que

Im.td:=ln|p¢¢x+|gx|+k_
. Calkeole.

2

cﬂjlgxn'.: b}jsu x e
£ I lg]xdr i I seC X dx
ﬂjlg?_rd: _F]Is«etlxd:

3 MIT"—'S o dx
R -
n_[{S’+e":d.: jJJ{J:+5m:13.:Hh

a coe g b SRR g
ﬁj-lil'l'ﬂtx]‘dx m’JITd‘E
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11 e Determune a e 3 de modo que

sen iy pog g = %{mnm+ san B}

(Sugcaf&ut S0 i Lok o %lﬂ:ﬂ (a+ &)+ senla— &}].)

k) E‘a]cultj sem G cos v
12. Calcule.

&) I sen Jxcos xde

I‘}j sen X oos Iy

13, a) Determineg o e 3 de mado que

ki I sen Ay cos dr oy

Iy j wen dx cos e dx

sen 3x sen 2y = -é[mm—mﬁﬂﬂ

[Su.g'mﬁ?: s:na&mh=%[¢m fo— &)~ cos{at b}].]

k) Calculz I sen v sen Fr oy

14, Calculs jﬂtlﬁ 5x cos 2x dr.

i
(Sup.ﬂcin:r:una ¢m&*;[¢m o+ b)+ cos {a —Ml.]

15, Caloule,

al I sen ko sen A ar
cII sen Ax cos Ly dy

£l I oo Tr coa 3 de
16, Calcule,

i
ab ifn cos 1 sen 3x dy
3

17. Sejam m & o nadurais, Caloule,

T
a}[ sen Ay sen R dy
-
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b}f sen 2rosen Sx die

) I cos 5x oos x dy

3
b]J-I, sen 3x sen du dx

i
(] oA mu sen nx dr
-



Exercivio: J 1.6

Nos Exercicios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado ¢ calcule a drea.

L. A & o conpunto do plang bmtado pelas retas v = [, x = 3, pelo exo Oy ¢ pelo :.I‘-’.I_ﬁi;l:l-dl:_'i'=.t‘l.
2. A € o conjunto do pline limitade pelas retas x = |,x = 4, ¥ = 0 ¢ pelo grifico de v = /¥,
3..=iél:rv:ﬂnjunmd:l-:ldus[.t,j--uaism-::l— [ = po= ),
4. A ¢ o conjunto de todos (x, v) ais que 0= v = 4 — 5,
3. A € o conjunie de todos (x, Viasque =y =lsenx), comD = e 2o
6. A € aregido do plano compreendida entre o cixg Ox e o prificode ¥ = x° — x, com 0 = x = 2.
7. A € o conjunio do plano limitado pela reta v = O ¢ pelo grifico de y=3 -2 - 2, com
=l=xrs32
B. 4 & o-conjunio do plan limitado pelas retas x = —1,£ = 2, v = e pedo grificode y = 4° + 3¢ + 5,
%A € o conjunto do plano limitado pebo e Dy, pelo grifico de v = - xr.—l=x= .
10 A € o conjunte do plane limitado pela reta v = (e pelo grifico de y = o = x,com 0 x = 2

11. A € o conjunto do plane limitado pelas refas x = 0, v = @,y = g pelo griaficode v = cos .
12 A € o conjunto de todes (n, v) tals que s = Der” = p =

13, A & oconjunio do plans imitado pela reta v = 1 pelo gedfico de y = 1
MA={neERI0=r=1e /5 =v=3).

S om -1 =x= 1,

"
15, A ¢ oconjunto do plano Imitado pelas retas & = {0 v = — ¢ pelos grificos de v = senrey = cosx

16. A € o conjunto de todos 05 pontes (x. v} tais que & +1 =yEx+ 1
17, A € oconjunto de todos o5 pontos (x, v tais quex: —l=y=m ]

18, A ¢ o comjunio do plano hmitado pelas retas x = 0, x = T pelos grificos de v = cos T e
¥= | — o :

19,4 = lt:.}']Eltzlxhﬂerj-:eE_rfz —xl+ﬁr}.

20, A ¢ o conjunto do plana Hmitado pelos grificosde ¥ = x° — x. ¥ = sen m, com — | = 5 % I,

21 A € o conjunto de wodos 08 pontos (x, v tais quex = 0¢ —x-s_-.r-ax—f

IZ, A & o conjunto de todos x v) fais que x = (e if oy s - dv?
x

23, Uma particula desloca-se sobre 0 eixo x com velocidade v {1} = 2r — 3, r 2= (1,
aj Calcule o deslocamento entre of mstantes f = 1 ef = 3.
b Quial o espago percormido entre of instantes 1= | ef = 37
) Descreva o movimento realizado pela particely entre oz instantes = e =3

T4, Uma particula desloci-se sobre o eixe O com velocidade vin = sen 2, ¢ = 0, Calcule 0 espa-
g0 percormde enlre os instantes r = e v = w

25, Uma paricula desloca-se sobre o eixe (o com velocidade v (1) = —F + t.r = (. Calcule o
capaco percosrido entre o8 instantes ¢ = Oey = 2,

26, Uma panticula desloca-se sobre o cixoe (O com velocidade v i) = £ 3,120 Calcule o
espapoe percormide entre o5 insfapes 1= Qer = 4.
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Capitulo 9

Técnicas de Integracao

Aula 30 - 16 de novembro

9.1 Técnica para Calculo de Integral Indefinida da Forma

 flg(x))g (z)d

Sejam f e g funcgoes tais que I'm, C D; com g derivavel. Suponhamos que F' seja uma

primitiva de f, isto é, F' = f. Segue F(g(z)) é uma primitiva de f(g(x))g (x). De fato,

Deste modo, de

segue
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[ Hoto)g (x)ds = Fgla) + b

Observacao 9.1. Fazendo u = g(z) entdo du = g (v)dx. Seque que

/'/u\ ’
/f@@Dg@Mmz/fwwusz»+h=F@@D+k
du

Exemplo 9.1. Calcule [ cosa?dz.

Exemplo 9.2. Calcule [ e¢**dzx.
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Exemplo 9.3. Calcule [(2x + 1)3dz.

dz.

Exemplo 9.4. Calcule [ 1fx2

Exemplo 9.5. Calcule [ d.

3r + 2
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Exemplo 9.6. Calcule [ xv/1+ z2dz.

Exemplo 9.7. Calcule [ 231+ 22dzx.

Exemplo 9.8. Calcule [ sen’z coszdz.
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Aula 31 - 23 de novembro

9.2 Integracao por Partes

Suponhamos f e g definidas e derivaveis num mesmo intervalo /. Temos

[f(@)g(@)] = f (@)g(x) + f(2)g (x)
f(2)g (x) = [f(2)g9(2)] — f (x)g(x).

Supondo, entdo, que f (x)g(x) admita primitiva em I e observando que f(z)g(z) é uma

primitiva de [f(x)g(x)]’, entdo f(x)g (z) também admitird primitiva em I e

J f(@)g (@)dz = f(2)g(x) — [ f (2)g(x)dz

que ¢é a regra de integracao por partes.
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Observagao 9.2. Fazendo u = f(x) e dv = ¢ (x)dx teremos du = f (x)dx e v = g(z) o que
nos permite escrever

u

~ =, ,
/ﬂ@g@ﬂxzﬁ@gﬁ—/f@M@Mr

dv u v vdu

ou

Judv =wv — [wvdu

Observacao 9.3. Sejam f e g duas fungdes com derivadas continuas em [a,b]. Entao

[ 1) @ = f@g@) - [ f @gle)da.
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Exemplo 9.9. Calcule /a:cos xdz.

Exemplo 9.10. Calcule /xQSenxdx.
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Exemplo 9.11. Calcule /e”C cos zdx.

Exemplo 9.12. Calcule /C082 xdx.
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t
Exemplo 9.13. Calcule/ rlnzdr.
1
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Aula 32 - 30 de novembro

P(x)
(z —a)(z = B)

dx, vamos precisar do seguinte teorema

dx

9.3 Integrais Indefinidas do Tipo /

P(x)
(z —a)(z = p)

Teorema 9.1. Sejam «a, B, m en niumeros reais dados, com o # (. Entdo existem constantes

Para calcular /

reais A e B tais que

mz+n B A B
@) (a:—a)(x—ﬁ)_x—a+x—ﬂ
b) ma:—l—n: A n B

(r—a)? z—-—a (r—a)?
Demonstracao. Ver Guidorizzi Volume 1, quinta edi¢ao, pagina 371. n
Observacao 9.4. Note que em cada fracdao que ocorre no teorema anterior, o grau do

numerador €é estritamente menor que o grau do denominador. Vejamos como

calcular

P(z)
/(x—a)(:v—ﬁ)dx’ com o # 3,

onde P(x) € um polinémio.

a) Se o grau de P for estritamente menor que o grau do demominador (grau de P < 2)

pelo teorema anterior
mx +n A B

(r—a)(z—pB) z—a z-p

€, assim,

P(z) _
/(x_a)<x_ﬁ)dx—Aln\x—a\—|—Bln]a:—ﬂ]+k.

b) Se o grau de P for maior ou igual ao grau do denominador (grau de P > 2), precisamos

antes extrair os inteiros

P(x) R(x)
(z —a)(z =) (x — a)(z - B)

em que Q(x) e R(x) sdo, respectivamente, o quociente e resto da divisio de P(x) por (x—

— Q) +

a)(z— ). Observe que o grau de R € estritamente menor do que o grau do denominador.

3
Exemplo 9.14. Calcule /#—i_xwdw
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% 42
E lo 9.15. Calcul ——dux.
xemplo Cacue/x2_3x+2x

P(z)
(z = a)
varidqvel w = x — « do que utilizar o item (b) do teorema anterior

Observacao 9.5. Para calcular / sdx, € mais interessante fazer a mudanga de

3
2

Exemplo 9.16. Calcule /de
(x —1)

dzx.

1
Exemplo 9.17. Calcule/
cos
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9.4 Integrais de Produtos de Senos e Cossenos

Nesta se¢ao serao utilizados as férmulas a seguir:

1

sena cos b = E[sen(a +b) +sen(a — b)]
1

cosacosb = E[cos (a+0b) + cos (a — b)]

1
senasenb = 5[608 (@ —b) —cos (a+b)]
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Exemplo 9.18. Calcule /567133: cos 2zdx
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Exemplo 9.19. Calcule /C082 xdx
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Exemplo 9.20. Calcule /sen3msen5xdm
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Exemplo 9.21. Calcule /COS nx cos mxdx, sendo m e n naturais nao-nulos.
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Exercicios 9.1. Os Ezercicios a sequir encontram-se nas paginas 351, 352, 360, 375 e 385

do Livro Um Curso de Cdlculo Volume 1, quinta edicdo.
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Exercicios 12.2

1. Calcule.
a) j Bx = 2 dx

of ——a
3x—2

e) '[ x sen x° dx

g) ‘[xz

i) j x3 cos x4dx

l).[ cos xsen x dx
2
n)J. dx
x+3
x
dx
p)j 1+ 4x2

X
” I a+ 4;52)2 &

I)J 1+ e*

‘V) J' sen x

C()S X

2. Calcule (veja a Seclio 11.7).

1
a) J. x e_"2 dx
0
352  Um Curso de Cdlculo — Vol. I

3
0 2x+1

L
0 1+ 52

)

-1
2) L3 @2x + 310 ax

32 1
i) —-—de
2 (x—1)

X
01+ x*

)]

3. Calcule.
a) j sen2 xcos xdx

) J- cos® x sen’ x dx

) J sen 2x 1/1+c0s2 x dx
g)_[senjxdx

) J tg3x seczxdx

I)J tgxsecsxalx
n)jsenx 3+ cos x dx

19 j sen x sec” x dx

r .[ tg3 xcos xdx

180

b [ =2 a

1
—_—
d)-[ (3x—2)2

f)jxexzdx

k) J sen Sx dx

K] j cos 6x dx

i) J. sen” x cos x dx
5
o | &
4x+3
q)-[ 5+ 6x2
s)."x\,J1+3x2 dx

1
u) J—(x 3 dx

x) Jx e_"z dx

m
b) J.03 sent x cos x dx

2 x e
d)L 1+ 3x2

f)j1 LSNP
0 «.fler2

\"’; 2
h) IO x sen 3x< dx

T
< Sen x
/ 0 cos® x

s
) J04 cos? 2x dx

b) I sen2 x cos3 xdx

d)j SEN X 4/c08 X dx

f)j sen 2x /5 +sen? x dx
h) j cossxdx

A J‘ lgxscczxdx

m) I thxsec4xdx

0) J senxseczxdx

q) I sen? x cos” x dx

)j sec X
3+2tgx



Exercicios 12.3

1. Calcule.
a)Jxexdx b stenxdx
&) szexdx o) _[xlnxaix
) jlnxdx h J.lenxdx
z) Ixseczxdx k) Ix(lnx)zdx
i) J‘(lnx)zdx ) Ixehdx
D Jexcosxdr ) J‘e_zxsenxdx
n) I 2 et o) Ix3 cos x° dx
P je_xcosltdx q) szsenxd.x

Exercicios 12.5

Calcule.
i X
L. j d 2 j
%2 -4 2 -5x+6
x 2x+1
s | dx 4
2 -4 x2 -1
2
+1 +
5, J 5x dr 6. J‘ x 32
x—1 (x—=1
2 +3x+1 x2+1
o [Eas L o [ 2t
xt—=2x-3 (x—2)
+3 Zrx+1
9. j LI 10. j T
xXT —Xx X7 — X
3rx+1 3+ x4+
11._[—x2 Al I 12.I Z = !
xc—2x+1 x* —4x+3
1 +1
13. j dx 14. _[ >
2+ 5 x=+9
2
x° +3 1
15.J' dx 16. _[
2 -9 2-x-2
Exercicios 12.8
1. Calcule.
a) J.sen Tx cos 2xdx b) jsen 3x sen Sxdx
o) Icos 2x cos xdx d) Jcosx sen 2.xdx
2) J.sen nx cos mxdx, sendo m e n naturais ndo-nulos.
hH Jsen x sen 2x sen Jxdx g) Jcos X ¢0s 2x cos 3xdx

v
2. Calcule J sen 7x coOs mxdx, sendo m e » naturais ndo-nulos.
-

T
3. Calcule J sennx sen mxdx, sendo m € n naturais ndo-nulos.
-
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